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Foglio 3

1. P Calcolare la matrice Jacobiana della funzione composta g o f dove le
funzioni g e f sono date da:

(a) f:R? > R3eg:R3— R? dove
f(@,y) = ey, 2* +y,sin(y)) e g(z,y,2) = ("1, 2%x)
Suggerimento: considerare
f(@,y) = (ulz, y),v(z, y), w(z,y)) = 22y, 2* + y, sin(y))
e g data da g(u,v,w) = (e*tV, w?u)
(b) f:R? - R*eg:R* — R3 dove
flz,y)=(x+y,z—y,2y,2) e
g(x1, 22,73, 14) = (cos(xixs), x520, sin(2073))
(c) f:R—R3eg:R3— R dove
) = (B02,0) e glay,2) = 2® +y* + cos(ayz)
(d) f:R®*—=Reg:R—R?dove
F(rg2) =2+t cos(eyz) o glt) = (15,2,1)
2. P Siano f: R <R3 e g:R3 — R dove
f(t) = (cos(t),sin(t),cos®(t)) e g(z,y,2) =y + 2%
Calcolare J
9o N
3. P Siano f: R? - R3 e g: R3 — R* dove f(x,y) = (2%y, vy,2y?) e
9(,y,2) = (91(2, 9, 2), 92(2,y, 2), 93(x,y, 2), 9a(2, Y, 2)) =
(322y, 23 + sin(zy), 21, 2% + ).
Calcolare 5
gy(gz o f)(z,y)

4. P Siano f: R?® - R3 e g: R3 — R? dove f(x,y,2) = (22, 2%y, y%z) e

g(x,y,z) = (gl(x7yaz)7g2($7y7z)) = (emzyva)'

Calcolare

2 (oo Nlay2)



5. P« Sia dato un fluido contenuto in una regione 2, 2 sottoinsieme aperto
di R3. Supponiamo che il vettore velocita v = (v1,v2,v3) con cui si muove
il fluido dipenda dalla temperatura T e dalla densita o tramite la legge
v = F(T,0) dove F : (0,+00) x (0,+00) — R3. Supponiamo che in un
punto z° € Q la temperatura, T'(xg), sia pari a 30 e la densita, o(x°), sia
pari a 10. Supponiamo che v(30,10) = (1,0, —1) e che

2 1
ov OF ov oF
8—T(30, 10) = a—T(3O, 10) = 431 , 8—0(30, 10) = 8—0(30, 10) = (2)
e

VT(2°)=[541] e Vo) =[14 —1].

Sia ||v]|? : © — R la funzione tale che ||v|*(z) = ||v(x)||? per ogni z € Q.
Calcolare V(||v]|?)(z?).

6. Px Sia dato un fluido contenuto in una regione €2, {2 sottoinsieme aperto di
R3. Supponiamo che il vettore velocita v = (v1,v2,v3) con cui si muove il
fluido dipenda dalla temperatura 7', dalla densita o e anche esplicitamente
dalla posizione tramite la legge v = F(T,0,2,y,z) dove F : (0,+00) x
(0,+0) x © — R3. Supponiamo che in un punto 2° = (zg,yo,20) € Q
la temperatura, T'(zg), sia pari a 30 e la densita, o(z?), sia pari a 10.

Supponiamo che v(30, 10, 2°) = (1,0, —1) e che

2
v 0, OF o
57 (30:10,2%) = =2(30,10,2°) = [g}
@(30 10x°)—a—F(30 10,2°) = é
ao_ b b - ao_ b ) - 2
(§
1 2 4
{?’?’?’](30,10@0) 0 -1 5
T oy oz -2 -1 0
€

VT(z°) =541 e Vo(z)=[14 —1].

Per ogni t € (—r,r), sia f(t) = ||v||*(2° + tw) = [Jv(z° + tw)]|*> dove
w = (3,2,1) € R3. Calcolare f'(0).

7. T Sia f: AC RNV — R dove A & un aperto connesso. Supponiamo che f
sia differenziabile in ogni punto di A. Caratterizzare le funzioni f di questo
tipo il cui differenziale sia costante, cio¢ tali che esista L € L(RY,R) per
cui

Df(x)=L perognizxc€ A.

8 T Sia f : A ¢ RY — RM una funzione differenziabile in A, A aperto.
Siano z° e z?! tali che [2°, 1], il segmento di vertici 2° e x!, sia contenuto
in A. Dimostrare che

I1£ (") = f(=°)]] < ( up IIDf(x)H) l=* — 27|

xe|xY,x



10.

dove |Df(z)|| & la norma del differenziale come operatore lineare.

Suggerimento: trovare y € RM tale che

(f(@h) = fa®),y) = [If (@) = f(=°)]
e studiare g : A C RY — R dove g(z) = (f(x),y) per ogni z € A.

T Sia C ¢ RY, N > 1, C aperto convesso. Sia f : C ¢ RV — RM,
M > 1, differenziabile in C'. Dimostrare che f e Lipschitziana se e solo
se |Df| : € € RN — R & limitata. Ricordiamo che un insieme C C R¥
& convesso se per ogni z,y € C il segmento di estremi = e y, [z,y], &
contenuto in C.

T Sia f : A ¢ RY — RM una funzione di classe C' in A, A aperto.
Dimostrare che f & localmente Lipschitziana in A, cioe per ogni z° € A
esistono costanti positive 7 e L tali che B,.(z%) C A e vale

If(@") = f(@*)]| < Llla* = 2®||  per ogni 2", 2* € B,(2”).

11. P Sia f : RV — RY differenziabile in RY. Supponiamo che esista una
costante C' > 0 tale che
|Df(x)]| <C per ogni z € RY
dove ||Df(z)|| & la norma del differenziale come operatore lineare. Di-
mostrare che se C' < 1, allora esiste € RY tale che f(z) = z. Il risultato
continua a valere se A C RY apertocon A ARV e f: A — A?
12. P Calcolare la matrice Hessiana della funzione f in ogni punto del suo
dominio dove f ¢ data da
(a) fz,y) = ey + zy?
1
b = tan(z? 4+ y*) — —
(b) fa9) = tan(a® +47) = —
(c) f(z,y,2) = zz° —log(z + y*2%)
13. P Sia data la funzione f(z,vy,2) = cos(zy) —e?**. Calcolare D f(1,0, —1)
per i seguenti 3-multiindici o
a=1(2,1,0); a=(1,1,2); a=1(2,0,2).
Legenda

T esercizio teorico
P esercizio pratico
F esercizio facoltativo
* esercizio difficile



