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(χE : A → IC è la funzione caratteristica dell’insieme E: χE(x) = 1 se x ∈ E, χE(x) = 0 se x ∈ A \ E;
p2a è la funzione porta di lunghezza 2a: p2a = χ[−a,a]; sgn(x) è la funzione segno: sgn(x) = x

|x| se x 6= 0,

sgn(0) = 0)

Esercizio 1 Si calcolino le trasformate di Fourier delle seguenti funzioni:

(i)
cosx

1 + x2
(ii)

x

(1 + x2)2
(iii) e−|x| · sgn(x)

(iv) max{1− |x|, 0}. (v)
1

9(x− 1)2 + 1
(vi) eax · χ[0,+∞[(−x) dove a ∈ IR+

Soluzioni: (i) π
2

(
e−|ω−1| + e−|ω+1|); (ii) −πiω2 e−|ω|; (iii) − 2iω

1+ω2 ;

(iv) sinc 2( ω2π ); (v) π
3 e
−iω− 1

3 |ω|; (vi) 1
a−iω .

Esercizio 2 Si calcolino le trasformate di Fourier delle seguenti funzioni:

(i) 4ix2e−x
2

− 2ie−x
2

(ii)
x cosx− senx

x2
(iii) χ[− 1

2 ,
1
2 ]

(x) ·
(
1
2 − |x|

)
Soluzioni:
(i) −i

√
πω2e−

ω2

4 ; (ii) iωπ p2(ω); (iii) 1
4 sinc 2( ω4π ).

Esercizio 3 Si calcoli il prodotto di convoluzione f ∗ g, dove f(x) = e−|x| e g(x) = p2(x) = χ[−1,1](x).

Soluzioni: f(x) = e−|x| (e− e−1) se |x| ≥ 1; f(x) = 2
(
1− e−1 cosh(x)

)
se |x| < 1.

Esercizio 4 Si calcolino, usando la trasformata di Fourier, gli integrali

(i)

∫ +∞

−∞

1

(4 + x2)2
.

(ii)

∫ +∞

−∞
x sen (x) e−x

2

dx.

Soluzioni: (i) π
16 ; (ii)

√
π
2 e
− 1

4 .

Esercizio 5 Si usi la trasformata di Fourier per trovare una soluzione delle equazioni differenziali

(i) −u′′ + 4u = e−|x|; (ii) −u′′ + u = p2(x);

(iii) −u′′ + 9u = e−x · χ[0,+∞[(x) (iv) u′′ + xu′ + u = 0

Soluzioni: viene riportata una delle possibili infinite soluzioni.

(i) 1
4

∫ +∞
−∞ e−2|y|−|x−y| dy; (ii) 1

2

∫ 1

−1 e
−|x−y| dy; (iii) 1

6

∫ +∞
0

e−|y|−3|x−y| dy; (iv) 1√
2π
e−

x2

2

Esercizio 6 Si usi la trasformata di Fourier per trovare una soluzione u ∈ C1(IR × IR) dell’equazione
(alle derivate parziali) del trasporto: {

ut(x, t) + c ux(x, t) = 0;
u(x, 0) = ϕ(x);

con c > 0 e ϕ ∈ C1(IR) ∩ L1(IR).

Soluzione: ϕ(x− ct).


