Capitolo Quinto
LIMITI E CONTINUITA

§1. LIMITE DI UNA SUCCESSIONE

Ricordiamo che si chiama successione di numeri reali ogni applicazionefdi N (o N*)in K.
Per indicare la successione ag, ay, ay, ..., an, ... (0ssiala successione per cui € f(n) = ay), scri-
veremo (an)n; indicheremo invece con {an: N 0 N} I'insieme immagine f(IN). L'elemento an
detto il termine generale o n - imo della successione.

DEFINIZIONE. Sia data una successione (an)n. Se I ={ng, ny, ny, ..., Nk, ... }, con Nk
< Nk + 1, € un sottoinsieme infinito di [N, larestrizione dellaf all & ancora una successione

@ny any, Any ---, Ay, -.. = (@0 k. Che prende il nome di sottosuccessione. Sg, in particolare, [
euninsemede tipo {n: n>m}, la sottosuccessione e detta anche coda.

Il nostro scopo € quello di studiare come si comportail termine generale di una successione
(an)n quando I'indice n diventa molto grande o, come diremo, quando n tende a +oo.
Cominciamo con alcuni esempi.

ESEMPI. 1) Consideriamo la successione (an)n definitada ap = % Si vede subito che al
crescere di n, ap, decresce e si avvicinasempre piu al valore 0. Anche il termine generale della
successione (bp)n definitadabn, =1 + % e decrescente e si avvicina sempre pit a0. La diffe-

renza frale due situazioni € che, nel primo caso, il termine a,, Si avvicinaarbitrariamente a0,
mentre il termine generale b, della seconda successione ne rimane lontano o, come diremo, di-
scosto. Ci esprimeremo dicendo che a, tende a 0 al tendere di n a +co. Diremo anche che O €l
limite della successione (an)n. Diremo, invece, cheil valore by, della seconda successione tende
alal tenderedi n a+oo, dato che questo diventa e rimane arbitrariamente vicino a 1.

2) Consideriamo la successione

121 21 21 2 1 2

21-2a 31-3141-4a 51-51 ey na_na

Anchei valori di questa successione si avvicinano a0, manon é piu vero che al cresceredi n, la
distanzafrail termine generale a,, della successione e 0 diventa sempre piul piccola. E perd vero
che questa distanza diventa e rimane arbitrariamente piccola. Dunqueil limite della successione
e ancora0.

3) Consideriamo la successione

1.1 1.1 1 1
1! zl 1| gl 11 Z! 1) g) 1| 6 ey 11 ﬁ! e
Ancheil termine generale a, di questa successione diventa arbitrariamente vicino a0, manon
rimane tale. Si ha analogamente che a,, diventa, ma non rimane, quanto mai vicino al. Siccome
an finisce col rimaner lontano da ogni atro valore, s conclude che la successione non ha limite.
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Per contro, tende chiaramente a0 il termine generale della successione

1.1 .1 .11 1
Os é! 01 §1 01 Z; O! ga 01 6 Ty 01 ﬁa

4) Consideriamo la successione di termine generale ap = % + }E‘ Sappiamo che la suc-
cessione (ap)n € crescente e che l'insieme {an: n 0 N*} ha come estremo superioreil numero e.
Dungue i termini della successione (ap)n diventano e rimangono arbitrariamente vicini ad e.
Diremo che a, tende a e al tendere di n a +« e cheeeil limite della nostra successione.

Lo studio delle successioni dei primi tre esempi € molto facile; gialo studio della successione
dell'Esempio 4 harichiesto molta piu fatica (tutto un paragrafo del Capitolo 4). Vediamo ancora
un esempio non banale.

ESEMPIO. 5) Partiamo dalla successione (Fn)n dei numeri di Fibonacci definita per ricor-
renzada

F():O, Fi=1,Fn+2=Fpn+1+Fn

Poniamo poi rp :=£7+1_ Per i primi valori di n, S ottiene la seguente tabella:
n
nloj1]|2]| 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Fnlo|1f[1] 2 3 5 8 13 21 34 55 89
m|-|21] 2] 15]|16667| 1,6 | 1,625 |1,61538|1,61905| 1,61765 | 1,61818| 1,61798

Come si vede, le cifre decimali sembrano stabilizzarsi una dopo I'altra. Si hal'impressione
chei numeri rp tendano ad un valore 1,61... Osserviamo che, per atro, la successione (rp)n Non
e monotona. Come possiamo controllare se la nostra successione ha effettivamente un limite?
Osserviamo intanto che la successione (rn)n puo essere definita per ricorrenza da

I'l:l,l’n+1:1+:-n.
S ha, infatti,
_Fn+2 _Fn+1+Fn_ Fn _ 1
M1 1T Fnes _1+Fn+1_1+rn'

Ora, se si suppone che rp tenda a un numero reale L, ossia che per n molto grande, siary, pres-
soché uguale a L, deve essere pressoché uguale a L ancherp, + 1. Deve dungue essere

4l
L=1+ L
dacui L = 1 “:2\/5. Il valore 1 _2\/5 , essendo negativo, va escluso; I'unico valore possibile di
1+V5

Lé dunque— 5~ =1,617803... Cio éin accordo con i dati dellatabella. In realta, bisogne-

rebbe poi verificare che L é effettivamente il limite della successione, ma questa verificanon é
del tutto banale.
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Vediamo ora di arrivare alla definizione corretta di limite per una successione. Si tratta di
formalizzare lafrase "an diventa e rimane arbitrariamente vicino al". Cio significache, sefis-
siamo unamisura per lavicinanzadi a, al, tutti gli an, da un certo punto in poi, soddisfano alla
nostra condizione. 1| modo pit naturale per fissare unamisuradi vicinanza é quello di fissare un

numero reale € > 0 e di dichiarare € - vicini due numeri che differiscono, in valore assoluto,
meno di €. Quello che si vuole e dunque che, dato il nostro € > 0, daun certo indice v in poi ri-
sulti Jan - | <e€.

DEFINIZIONE. S dice che un numero reale | € limite di una successione (an)n per n che
tende a +oo, 0 che la successione (an)n tende o converge al se, comunque si fissi un numero

realee >0, essteunindicev tale che s abbia|an - || < € per ogni n>v. In simboli:
Ce>0)COvoN)OnD N)(n>v O [an-I1|<e).

Intal caso s scrivenlirpmanzl o anche ap ﬂ% oo | o, semplicemente, a, — |.

Il risultato dell'Esempio 5 si esprimera scrivendo nIingoorn :1+T\/5, quello dell'Esempio 4

s esprimerascrivendo lim El + %\%1 e
Osserviamo esplicitamente chelacondizione |a, - || <€ equivaleadlal - e <an<I + €.
Consideriamo ora la successione (Fn)n dei numeri di Fibonacci. Chiaramente questa non

converge ad acun numero reale. Si vede pero chei valori di questa successione diventano e re-
stano arbitrariamente grandi. Per contro, i valori della successione

1,2,1,3 1,415, ...,,n1n+11, ..
diventano si arbitrariamente grandi, ma non restano tali.

DEFINIZIONE. Si dice che una successione (an)n halimite +o, 0 che diverge a +o, se
comungue si fissi un numero reale M esiste un numero naturale v tale che si abbiaan, > M per
ogni n maggiore di v. In simboli:

(OMOR)Y Ovo N Ono N)(n>v O apn>M).
Intal caso s scrivenlirpooan=+oo 0 anche ap, II%» ve T®O, semplicemente, ap — +c.

DEFINIZIONE. S dice che una successione (an)n halimite -o0, 0 che diverge a -, se,
comungue si fissi un numero reale M, esiste un numero naturale v tale che si abbiaa, < M per
ogni n maggioredi v. In simboli:

OMODR)Y OvoN)@no N)(n>v O ag<M).
Intal caso s scrivenlirpman:-oooanchean H%L v ~®0O, semplicemente, a — - .

Per esempio diverge a - la successione di termine generale ap = - n.

ESEMPIO. 6) Consideriamo ora la successione di termine generale an = (- 1)™'n. Questa
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non diverge né a+o néa-oo; pero s vede subito che & n”ToJa”' = + o0, Diremo, in tal caso, che
la successione diverge a . Dunque

DEFINIZIONE. Si dice che una successione (an)n halimite o, 0 che diverge a«, sela
successione (Jan|)n halimite +o0, 0ssia se, comunque si fissi un numero reale M, esiste un nu-

mero naturale v tale che s abbia |ap| > M per ogni n maggiore di v. In simboli:
OMOR)Y Ovo N Ono N)(n>v O [ag] > M).
Intal caso s scrivenllrpooan = o0 0 anche ap H%I: v @0 semplicemente, a, — .

Tenuto conto delle definizioni di intorno di un numero reale, di +oo, -c0 e 0o vistenel § 7 del
Cap. 2, s constata che tutte le definizioni sopra date possono essere compendiate in una sola.

DEFINIZIONE. S dice che una successione (an)n halimite 3 (potendo 3 essere un nu-
mero reale, +oo, -0 0 o) se comungue si fissi un intorno V di (3, esiste un numero naturale v
tale che s abbiaan 0V per ogni n maggiore di v. In ssimboli:

@OVvVouU@)@vo N Ono N)(n>v O ag0V).
Intal caso s scrivenllrpooan =B oanchean 3 .. B o, semplicemente, an — P.

DEFINIZIONE. Una successione € detta convergente se ha un limite finito, e detta di-
vergente se halimite infinito, € dettaindeterminata se non halimite.

%n_+51 = 2. Dobbiamo provare che

ESEMPIO. 7) Verifichiamo cheénlirgw
(De>0)(0vo NYOno N)n>v O %2nn__+51 - 20<e),

Dobbiamo cioe verificare che, una volta fissato € > 0, frale soluzioni dell'ultima disequa-
zione ci sono tutti i numeri naturali daun certo v in poi. Scriviamo la disequazione nellaforma

2n+1
2-e< g <2+e

Poiché non e restrittivo supporree <1 en > 5, s ottiene il sistema

(2-e)n-5)<2n+1 ((2-e-2n<52-¢) +1 h >
€

[(bh+1<(@2+e)n-5) = 52+a-2)n>1+5(2+e) O S

> 5 > 5 E1>

€

. : .11 +5¢ .
Basta dunque che sian > v, con v numero naturale maggioredi———— (> 5, seé e <1).
€

OSSERVAZIONE. Se una successione tende a +o [a - «], allora tende anche a . La
successione dell'Esempio 6 mostra che non sussiste I'implicazione opposta. Cio dipende dal
fatto che ogni intorno di co € anche un intorno di +co e -0, Con questa sola eccezione, si ha che,

seéa #B,cona,BOR O+, -0, 0}, esistono U 0 U(a) eV D U(B)conU n V=0.
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TEOREMA 1. 1) (Unicita del limite) - 1l limite di una successione, se esiste, € unico.

2) (Limite delle sottosuccessioni) - Se una successione ha limite, allora ha lo stesso limite
ogni sua sottosuccessione €, in particolare, ogni sua coda.

2') (Limite delle code) - Una successione ha limite se e solo se lo ha una delle sue code.

3) (Permanenza del segno) - Se una successione ha limite positivo [negativo], esiste un v

tale che, per n>v, ean >0 [risp. ap <0].
4) (Limitatezza delle successioni convergenti) - Se una successione (an)n € convergente,

allora élimitata (ossia: I'indeme immagine f(IN) = {a,: n 0 N} elimitato). [

Laverificadi queste proprieta € molto facile e discende immediatamente dalla stessa defini-
zione di limite e dall'osservazione precedente. Dimostriamo, per esercizio, la(3). Siaay - | >
0. Fissiamo un € positivo maminore di |. Sappiamo chedaun certovinpoi € | -e<ap<| +¢,
dacui ap > 0. Sepoi €ay — +, lacosa e dtrettanto facile.

TEOREMA 2. (Limite delle successioni monotone) - Una successione monotona ha
sempre limite (finito o no) che coincide con sup f(IN), se la successione € non - decre-

scente, ed € dato da inf f(IN), se la successione & non - crescente.

DIM. Supponiamo la successione non - decrescente. SiaA = sup f(IN) 0 R efissiamo un
€>0. S haintantoan <A <A +¢, per ogni n O [N. Per |la seconda proprieta dell'estremo su-
periore, esistev O N tale che ay > A - €. Essendo la successione non - decrescente, per ogni n
>v s haap=ay > A - €. dungque per ogni n>Vv s halan - A| < €, che e quanto si doveva dimo-
strare.

Siaora sup f(IN) = +eo. Dunque, fissato M O R, esistev O N tale che ay > M, da cui, sem-
pre per la monotonia della successione, an = ay > M per ogni n >v. Ma cio significa proprio
che la successione tende a +oo.

Analogamente nel caso che la successione sianon - crescente. [

. s : Lo :I;@ _
Si ritrovacosi, per esempio, che lim %L thg e

Sussiste il seguente risultato di cui omettiamo la dimostrazione

TEOREMA 3. (di Bolzano - Weierstrass).- Ogni successione limitata di numeri
reali ha una sottosuccess one convergente. [

DEFINIZIONE. Un sottoinsieme E di R e detto compatto se e chiuso e limitato.

TEOREMA 4. Un sottoinsieme E di R € compatto se e solo se ogni successione di
elementi di E ha una sottosuccessione convergente ad un elemento di E. [

DIM. Proviamo il 'solo se". Ogni successione in E e limitata. Per il Teorema 3, essaha una
sottosuccessione convergente aun punto | 0 . Si hapoi | O E, dato che E é chiuso.

Per provareil "se" procediamo per assurdo. Se E non e limitato, per ogni n 0 N esiste un an
0 E tale che |ap| > n. La successione (an)n non ha sottosuccesioni convergenti. Sia ora E non
chiuso. Esiste dunque un numero | di accumulazione per E non appartenente ad E. Per ogni n O

N*esisteunay, 0 Etaechelay- 1| < % La successione (an)n converge al O E e lo stesso ac-

cade per tutte le sue sottosuccessioni; nessuna di queste pud dunque convergere, per l'unicita
del limite, ad un elemento di E. [
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§ 8§82 LIMITI DELLE FUNZIONI

Partiamo ancora da acuni esempi.

ESEMPI. 1) Consideriamo la funzione f: R - R definita daf(x) = x2. Qual e il coeffi-
ciente angolare dellatangente al suo grafico nel punto Po(Xo, X§)? L'idea & questa: dato un ge-
nerico punto P(x, x2) appartenente al grafico della funzione, sappi a210 cheil coefficiente ango-
lare della retta secante passante per P e P € dato da ¢(x) :XX%-X);O. Naturalmente, la ¢ non &
definitain Xo. Immaginiamo di prendere degli x sempre piu vicini ad Xp 0, come diremo, di far
tendere x axg. Cosa succede del vaore dellafunzione ¢(x)? Risulta

- +
009 =G 2 x40, con x 6

Ora, sex sl avvicinaad X, il valore ¢(x) si avvicina a 2xg. Dungue la retta secante PgP tende
alarettaper Py di coefficiente angolare 2xg che sara appunto laretta cercata.

Diremo cheil valore 2xg €il limite dellafunzione ¢(x) per x che tende a xg.

2) Posto | =[-1, 1], consideriamo lafunzione f: (0 R) —» R definitadaf(x) =1-[1- x4,
dove il simbolo [.] indica, a solito, la parte intera. Cosa succede del valore f(x) quando x s
. : . . 0,seex =0
avvicinaa 0? Si vede subito che e f(x) _%L seex0l \{0}.
uguale a1 per x # 0, non si pud che concludere che, anche se é f(0) = 0, f(x) tende a 1 per x
chetende a0, ossiacheil limite di f(x) per x chetendeaO é 1.
Dunque il valore della funzione f in un punto X non ha influenza sul limite di f per x che

tende a Xp. L'esempio precedente mostra poi che pud aver senso ricercare il limite di una fun-
zione per X che tende ad un punto xg anche se f non e definitain Xg.

Essendo f(x) costantemente

3) Consideriamo lafunzionef: R+ 0 {0} - R definitadaf(x) =vx. Non ha evidentemente
senso chiedersi quale siail limite di f per x che tende a-1, dato che x non puo avvicinarsi arbi-
trariamente a-1, rimanendo nel dominio dellaf.

Dunque, affinché abbia senso ricercareil limite di una funzione per x che tende ad un punto
Xo, quest'ultimo deve essere di accumulazione per il dominio dellaf.

A questo punto, possiamo dare la definizione di limite, ricalcando quanto fatto per le suc-
cessioni. Un numero reale | sara detto limite della funzione f per x che tende a xg, punto di ac-
cumulazione per il dominio di f, se accade che, fissata unamisuradi vicinanza al, individuata

da un numero positivo €, esiste un intervallo di centro xg per ogni x del quale, purché apparte-
nente al dominio di f e diverso da X, il valore f(x) risulti € - vicino al. Dunque:

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzione f: E(0 R) - R eun punto xg di accumulazione

per E. Diremo che un numero reale | élimitedi f, o chef tende al, per x che tende a xg se, co-
munque si fissi un numero reale positivo €, esiste un numero reale positivo o tale che, per ogni

X O E\{Xg}, dax - xg| < d seguaf(x) - I| < €. In simboli:
(Oe>0)(00>0)(OXOE)(O<|x-%| <00 [f(X)-1|<€).

Intal caso s scrive lim f(x) =1 o anche f(x) [ l.
X - Xg X— Xp
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ESEMPIO. 4) Consideriamo la funzione f: K \ {0} —» R definita da f(x) :|X1|' Si vede

che, a tendere di x a0, i valori di f diventano e restano arbitrariamente grandi. Si vede altresi
che, a cresceredi x, i valori di f diventano e restano arbitrariamente vicini a 0.

Cio ci conduce adare le definizioni di limite infinito e di limite per x che tende ainfinito.

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzione f: E(0 R) - R eun punto xg di accumulazione
per E. Diremo che +co e limite di f, o che f tende a +co, per x che tende a xg se, comunque si

fiss un numero reale M, esiste un numero reale positivo d tale che, per ogni x 0 E\ {xg}, da
X - Xo| < & segua f(x) > M. In simboli:

(OMOR)O6>0)(OXDE)(O<[Xx-X|<dO f(x) >M).

Intal caso s scrivexlin)g f(X) = +o0 0 anche f(x) L -t
-0 - A0

Anaogamente, s ha
XlirQ f(x) =-0 s (OMOR)Od>0)(OXDE)O<|[Xx-X|<dO f(X) <M).
- A0
XIier(x) = se (OMOR)O>0)(OxOE)(O<|Xx-xX|<dO [f(X)]>M).
-0

< . 1_ .1
Edunque)!m-m—-oo e)!m;- 0,

DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: E(0 R) - R esia+o di accumulazione per E.
Diremo cheun numeroreale| elimitedi f, o cheftendeal, per x che tende a +o0 se, comungue

s fissi un numero reale positivo €, esiste un numero reale K tale che, per ogni x 0 E, dax > K
segua [f(x) - I| < €. In simboli:

Oe>0(KOR)(OxOE)(x>KO [f(x) -] <¥).

Intal caso s scrivexlirpoo f(x) =1 o anche f(x) ﬂ%]» o l.
Anaogamente, s ha

Xlirpoo f(x) = +o0 se OMOR)OKODR)OxOE)(x>K O f(x) >M).
E cosi via. Si danno poi in modo del tutto analogo le quattro definizioni per x che tende a -oo

e quelle per x che tende a o (confrontalo schema di pag. 84); in tutto 16 casi! Vediamo di dare
unadefinizione universale di limite che li comprenda tutti.

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzione f: E(0 R) -» R eun punto a di accumulazione
per E,cona O R O {+oco, -c0, o}. Diremo che (O R O {+oo, -0, 0}) & limite di f, o che f
tende a 3, per x che tende ad a se, comunque si fissi un intorno V di 3, esiste un intorno U di
o tale che, per ogni x 0 E, dax 0 U\ {a} seguaf(x) OJ V. In simboli:

(OVO UP))OUD U))OXx0E)xDU\{a} O f(x)0V).

Intal caso s scrive)!im f(x) = B 0 anche f(x) [D)](»H o B.
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(x>K0O [f(x) - 1] <e¢)

Tipodi limite Definizione Esempi
lim (x) = | (De>0)(086>0)(0xOE) X0=0,1=1,
X Xo (O<|x-xo|<30 [f(x) - 1] <¢) f(x)=x+1
lim f(x) = +o (OCMoR)(@8>0)(0xOE) Xo =0, f(x) = 1
X (0< -] <30 () > M) K
- _ (OMOR)(O5>0)(0xOE) _ __ 1
Aim f(x) = -0 10< [x-%o| <50 1(x) < M) X0 =0, 1(x) = - 1y
: - (CMOR)(D3>0)(0XxOE) _ _1
A F = e (0< k- %ol <53 fi09] > M) X0 =0, 169 =
Jim f() =1 (0e>0Q(OKOR)OXOE) I :g, f(X) = arctgx

Jim, 69 = e

(OMOR)OKOR)(@XxOE)
x>K 0O f(x) > M)

Jim, 160 = =

OMOR) OKOR)OXOE)
x>K0oO f(x) <M)

Jim, 16 = o

(OMOR)(OKDOR)(@OXOE)
(x>K O [f(x)[>M)

f(x) = x
f(x) = -x
f(x) = (-1)Xx

Jim_ 1(x) = |

(Oe>0(OKDOR)(OXxOE)
(x<KO [f(x) - 1] <e)

| =-2, f(x) = arctgx

(OMOR)(OKDOR)@OXOE)

Xlirpoo f(X) = +oo f(x) = -x
- (x<KO f(X)>M)
lim f(x) = -0 (OMOR)OKOR)OXDOE) f(x) = x
X= (x<K DO f(x) <M)
i = = (-NX
Jim_ () = 0 (O IVI( Ef?((DD Klf%X?l)émM)S 0 E) f(x) = (-1)Xx
Jim () =1 (De>0)(0K O R)OXOE) =0, f(x)zl
i (K> KD [i(x) - 1] < &) X
Jim (x) = +oo (O M(I>D<I E)E(DDK ?(f) )>(DMX) 0B f(x) = x2
Jim (x) = -o0 @ M(I>D<I E)&DDK ?( )g )<(DMX) 0 E) f(x) = -x2
Jim, 1(x) = o . NE|E| DN |E(>E;|)(>D|\;|()D 5 f(x) = x3
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Chi studia deve rendersi ben conto che la definizione generale di limite di pg. 83 si traduce,
in ciascuno dei 16 casi possibili, nelle definizioni della Tabelladi pg. 84. Verifichiamolo, per
esempio, nel caso del limite finito per x che tende a xo.

TEOREMA 5. Dati unafunzione f: E(0 K) — R, un punto Xg di accumulazione per E
e un numero realel, le due seguenti affermazioni sono fra loro equivalenti:

D(@e>0)(06>0)(OxOE)(0O<[x-X%|<dO [f(X) - 1| <€).
2)(OVOoDUM@OU O Ux)(OxoE)YxO U\ {xg} O f(x) OV).

DIM. (1) O (2). Siadato V O ‘U(l). Esiste un numero reale € > 0 tale che l'intervallo J =
]I -€ 1 +¢l econtenutoin V. Per la(1), esiste un numero reale 6 > O tale, per ogni x O E, da
0 < [x-xo| <& segue|f(x) - | <€, dacui f(x) O V. Posto U =]xg - 0, Xo + 9[, S ottiene che da
x O U\ {xg} seguef(x) OV, cioéla(2), dato che U € un intorno di Xg.

(2) O (1). Siadato un € > 0. Resta cosi individuato I'intervallo V=]l - €, | + g[ che é un
intorno di |. Per la (2), esiste un intorno U O “U(Xg) talechedax 0 U n E\ {xg} segue f(x) [
V. Per definizione di intorno, esiste un & > 0 tale che I'intervallo ]xg - 8, Xg + §[ € contenuto in
U. Dunque, per ogni X O E, da0 < |x - Xg| < & segue f(x) O V, ossia [f(x) - | <e. O

Osserviamo che ladefinizione di limite di una successione data nel paragrafo precedente e un
caso particolare di quellagenerale di limite di unafunzione illustratain questo paragrafo.

DEFINIZIONE. Dati unafunzione f: E(0 R) - R eunpuntoxp 0 R di accumulazione
per E, diremo che f(x) tendea 0 R O {+o, -c0, o} per x che tende a xg da destra [da sini-
stra] se, comunque s fissi unintorno V di 3, esiste un intorno destro [sinistro] U di xg tale che
per ogni X O E n U\ {Xxg} seguaf(x) O V.

Scriveremo _lim, f(X) =B oanchef(x) & , B[ lim_f(x) =B oanchef(x) & _ f].
X—- Xpo X— Xo X— Xo X— Xp

X

Lafunzionef: R \ {0} —» R definitadaf(x) :% tende a +w per x » 0" e tende a - per
X — 0. (Sappiamo cheé)!il‘% f(x) = o.)

Lafunzionef: R \ {0} - R definita daf(x) :% tendeal per x - 0" etende a-1 per
X — 0. In questo caso, non esiste il )!Lnb f(x).

Per lafunzionef: R* - K definitadaf(x) =logx, s ha)!ing)f(x) = XIir5|+ f(x) = -c0. Non ha,
ovviamente senso ricercare il XIin(}_ f(x).

Dati unafunzionef: E(0 R) — R eunpuntoxy O R di accumulazione per E, seéxlin)}f(x)
- A0

= XIirQ_ f(x) = B, @ anche XlirQO f(x) = B. Il viceversa sussiste se e solo se il punto xp e di accu-
— 0 -

mulazione sia per I'insieme E n |-, Xg[, Siaper I'insieme E n ]Xg, +oo].

Come gia notato nel caso delle successioni, ogni funzione che tende a +o [a -] tende anche
a co, ma puo accadere che unafunzione tenda a o senzatendere né a +o, né a-. Con questa
limitazione e analogamente ala Proposizione 1 del Teoremal, s ha

TEOREMA 6. (Unicita del limite) - Dati una funzionef: E(0 R) -» R eun punto a [
R O {+00, -c0, 0} di accumulazione per E, seesisteil )!irr& f(x), e unico. [J
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ESEMPI. 5) Vogliamo verificare cheé)!imO ))(( + 11 =-1. Fissiamo un € > 0 e cerchia un

intorno U di O talechedax O U \ {0} seguaxx_-l-l1 OV =]-1-¢, -1+ ¢[. Consideriamo dun-

gue ladisequazione

x+1 O e q-og<XF1l .
X - 1 (1)D<s l-e< o7 <-1+e

Teniamo presente che noi non cerchiamo tutte le soluzioni del sistema ottenuto, ma ci basta
controllare che I'insieme di queste contiene un intervallo aperto di centro 0. Possiamo dunque
limitarci a caso x < 1. Con talelimitazione, il Sistema diventa

O1+e)(1-x)>x+1 E1+s-1>(1+s+1)x 2 +¢&)x<e
(X+1>(1-¢)(1-x) {l-ge+1)x>1-¢-1 {2 -¢e)x>-k¢.
Non essendo restrittivo supporre € < 2, s ottiene, in fineil sistema-2 <X< 5 .

- € + €

L'insieme cosi trovato € unintorno di 0 el nostro scopo € raggiunto.

: . o X+ 1 . .
6) Vogliamo verlflcarechee)!lm1 X -1 - Fissiamo un numero reale M e cerchiamo un

intorno U di 1talechedax 0 U\ {1} segua%%g> M. La disequazione puo essere scritta

nellaforma|x + 1| > M|x - 1| e anche semplicemente x + 1 > M|x - 1|, dato che € lecito supporre
x>-1. Si ottiene il sistema

rl<x<1 DDX>1
K+1>M@L-x)"K+1>M>x-1) °
0-l1<x<1 DDX>1
H1+M)X>M -1 "HM -1)x <M + 1.

=4

Essendo lecito supporre M > 1, si ottiene

Fl<x<1l m>1
%>M-1D§<<M+lem 11<X<M_1.
M+ 1 M-1

<
=+
H

Abbiamo effettivamente trovato un intorno di 1, dato chee 0 < ,\'\;ll + 11 <1< I\'>I/| + 11 .

7) Vogliamo verificarecheé)!imoo))(( + 11= 1. Fissiamo un € > 0 e cerchiamo un intorno U di

x+1
X-1

oo tale che dax O U segua OV =]1-¢, 1+ ¢[. Consideriamo dungue |la disequazione

M-D<@ 2<@g<-@ <-g >+g
x - 1 1D € X - 1| € . [x- 1] (x<1 e)D(X 1 8).

Abbiamo cosi effettivamente trovato un intorno di .
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§3. 1 TEOREMI SUI LIMITI DELLE FUNZION]I

Anaogamente a caso delle successioni, s provail

TEOREMA 7. Sano dati una funzionef: E(0 R) - R eunpuntoa O R O {+oo, -c0,
oo} di accumulazione per E.
1) (Permanenza del segno) - Sef ha limite positivo [negativo], finito o infinito, per x

che tende ad a, allora esiste un intorno U di a tale che, per ogni x 0 E n U \{a}, s ha
f(x) > 0 [f(x) < Q].

2) (Limitatezza locale) - Sef ha limite finito per x che tende ad a, allora esiste un intorno
U di a dovelaf elimitata [cioé tale che f(U) e uninsieme limitato]. O

TEOREMA 8. (Limite della restrizione) - Sano dati una funzionef: E(0 k) - K, un
sottoinsieme A di E eun punto a [0 R 0O {+c0, -0, o0} di accumulazione per A. Se f ha

limite 3 (0 R O {+o0, -0, o0} ) per x che tende ad a, allora tende a 3, al tendere di x ad a,
anchelarestrizionedelafad A.

DIM. Per ipotesi si hache, dato V O ‘U(B), esiste U 0 U(a) talechedax O E n U\ {a}
segue f(X) O V. E dunque, in particolare, f(x) OV per ogni x DA n U\{a}. O

TEOREMA 8'. Sano dati una funzionef: E(0 R) - R eunpuntoa O R O {+co,
-00, 0o} di accumulazione per E. Se esistono due sottoinsiemi A e B di E tali che le restri-

zioni di f ad A e B hanno limiti diversi per x chetende ad a, allora f non ha limite per x che
tendead a.

DIM. Seesistesse il )!in& f(X) = 3, dovrebbero tendere a 3 anche le restrizioni di fad Aea
B, macio non puo essere. Dunque f non puo avere limite. [

ESEMPIO. 1) Vogliamo provare che, posto f(x) = sinx, non esiste il )!lﬁrn(>° f(x). Consi-

deriamo i due insiemi di numeri reali A={krt k0O 7} eB:{g+ 2kt kO 7}. Sex —» o, la

restrizione di f ad A tende a0, mente larestrizione di f aB tende a 1. Lates segue dal Teorema
precedente.

Questo risultato s generalizza molto facilmente:
[ | Una funzione periodica non costante non puo avere limite per x che tende a +oo [-o0, oo].
TEOREMA 9. (Limite del valore assoluto) - Sano dati una funzionef: E(0 R) - R e

un punto a [0 R O {+oo, -c0, 0} di accumulazione per E. Seé)!in& f(x) =10 R, allora si
ha)!er& [FO)] = |I]- Seé)!irr& f(X) = +oo [-00, 00], aIIoreé)!in& [f(X)] = +oo.

DIM. Siaf(x) - |0 R.Datoe >0, esiste U 0 U(a) talechedax 0 E n U\ {a} segue
[f(x) - 1] < €. Per gli stessi x si ha [[f(X)] - |I]| < [f(X) - || < &. L'altro caso & ancora piul facile. [

Si tenga presente che non sussiste I'implicazione opposta di questo Teorema. Per
constatarlo, basta considerare lafunzionef: & \ {0} - R definitadaf(x) :%. Questafunzione

non halimite per x - 0, mentre lafunzione [f| tende banalmente a 1.
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TEOREMA 10. (Limite della somma) - Sano dati due funzioni f,g: E(0 R) - R eun
punto a [0 R O {+oo, -0, 00} di accumulazione per E.

1) Seé)!m f(x) =1 e)!m gx)=m,conl,m0d K, alloras ha anche)!m(f(x) +9(x)) =
| +m.

2) Seé)!m f(X) = +oo [-00, 0] € se g € inferiormente limitata [rispettivamente: superior-

mente limitata, limitata] inunintorno di a, allorasi ha lim (f(x) + g(x)) = +eo [-e0, oo].

DIM. 1) Dobbiamo dimostrare che, per ogni € > 0, esiste un intorno U di a tale chedax O
E n U\{a} segue [f(X) + g(x) - (I + m)| < €. Sappiamo che, per ipotesi, esistono U',U" O

U(a) tali chedax D E n U'\{a} segue[f(X) - I|<%edax 0OE n U"\{a} segue|g(x) - m| <

€

Q.SiaoraU=U' nU".SeéxO0EnU\{a},s h:

00 + 909 - (1 + M < ) - 11+ 1909 - M < 5+ 5 = £.

2) Casof — +o0 eginferiormente limitata. Esistono un intorno U’ di a e un numero reale K
tali chedax O E n U' segue g(x) > K. Fissiamo ora un numero reale M. Esiste un intorno U"

di a taechedaxDO En U"\{a} seguef(x) >M - K. SiaoralU=U"n U".SeéxOEn U\
{a}, s h:

fX)+gxX) >(M-K)+K=M.[O
Si ha, per esempio, Xlirpoo(x + ﬁ) = +o0, dato che lafunzione identicatende a+w e chela
funzione ﬁ pur non ammettendo limite, € inferiormente limitata.
Vediamo, mediante semplici esempi, cheseé)!m f(x) = +0 € )!er& g(x) = -c0, nulla si pud
dire, in generale, del Jm(f(x) + g(x)); il problemava percio studiato di caso in caso.

ESEMPIO. 2) Consideriamo le funzioni di R in R: f(X) = 2x, g1(X) = -X, g2(x) = -3X,
g3(x) = -2x + 1, ga(x) = -2x + sinx. Si ha banalmente Xler-I]-oo f(X) = +oo, x'l”Doo g1(x) =

Xlirgoo g2(x) = XIirpoo 03(X) = XIirpoo 04(X) = -0, Ora: f + g1 tende a +oo, f + go tende a-o, f + g3
tendealef + g4 non halimite.
Si badi che pud ben accadere che la somma di due funzioni abbia limite senza che abbiano

limite le due funzioni date. Basta sommare una funzione senza limite con la sua opposta. Per
esempio, sl pone f(xX) =sinxeg(x) =- sinx e s fatendere x a +oo.

TEOREMA 11. Sano dati una funzionef: E(0 R) - R,unpuntoa O R O {+co, -co,
oo} di accumulazione per E e un numeroreale k.

1) Seé)!in&f(x) =1 OR, allorasi ha lim kf(x) =K.
2) Seé)!in&f(x) =coeseek#0,alloras ha )!irr& kf(X) = oo,
3) In ogni caso, s ha)!in& Of(x) = 0.
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DIM. 1) Fissiamo un € > 0. Per ipotesi esiste un intorno U di a taleche, daxOE n U\
{a} segue [f(x) - I <|8k|. Per gli stessi x si ha |kf(x) - KI| = |k] [f(X) - 1] < |k||£k|: €.
La(2) s provain modo analogo. La(3) eovvia. [

In particolare, S ha

J Da/imf=1 segue fim f(x) =-I.

DEFINIZIONE. Unafunzionef: E(0 R) - R edettadiscosta da 0 in E se esiste un nu-
mero reale k > 0 tale cherisulti [f(x)| > k per ogni x O E.

L afunzione esponenziale & sempre diversa da 0, ma non & discosta da 0. E invece discosta
daOlafunzionedi R in R definitadaf(x) = 0,00001 + |x].

TEOREMA 12. (Limite del prodotto) - Sano dati due funzioni f,g: E(O R) - R eun
punto a [J R O {+oo, -0, 0} di accumulazione per E.
1) Seé)!irr& f(x) = | e)!irr& gx)=m,conl, mO R, alloras haxlirgf(x)g(x) =Im.

2) Se é )!lmx f(X) = 0 e se g € discosta da 0 in un intorno di a, allora si ha anche

lim, 1(g(x) = .

3) Seé)!er& f(x) =0esegelimitatainunintorno di a, alloraé)!im f(x)g(x) = 0.

DIM. 1) Per il Teorema della limitatezza locale, esistono un numero reale K > 0 e unin-
torno Vdi a tali chedax 0 E n V segue |g(X)| < K. Fissiamo un € > 0.

Sappiamo che, per ipotesi, esistono U',U" 0 U(a) tali chedax O E n U'\{a} segue
f(0) - 1] < 5 €dax0En U"\{a) seguelg(x)-m|<2(“|8+1). SaU=Vn U nU" Seé
XOEnU\{a},s h:

[f()a(x) - Im[ = [f(Xx)g9(x) - 19(x) +19(x) - Im] < [f(x) - 1] 9O + [I] 19(x) - m| <
< () - 11K+ (I [g(x) - m[ < [f(x) - [| K + (I + 1)lg(x) - mI<%+%=€-

2) Esistono un intorno U' di a e un numero reale K > O tali chedax 0 E n U'\ {a} segue
la(x)| > K. Fissiamo un numero reale M. Esiste un intorno U" di a talechedax O E n U" \

{a} segue|f(x)|>¥. SiaoraU=U"nU".SeéxOEn U\{a}, s h:

[fOa()1 = [f(] 1a(x)[ > % K =M.

3) Esistono unintorno U' di a e un numero reale K > 0 tali chedax 0 E n U’ segue |g(X)| <
K. Fissiamo un numero reale € > 0. Esiste un intorno U" di a talechedax 0 E n U" \ {a}

segue|f(x)|<% SiaoraU=U'n U".SeéxOd0En U\{a}, s h:

[FOAg0] = [F) ()] < % K=e.O
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ESEMPI. 3) Si haXIirpw ﬁ = +oo, dato che lafunzione identicatende a +o e chelafun-

zione 5 r112 , pur non ammettendo limite, é discosta da 0 e positiva.

4) S haXIirDoo % = 0, dato che Iafunzione% tende a 0 e che la funzione sinx, pur non

ammettendo limite, & limitata.

Vediamo, mediante semplici esempi, cheseé)!ingx f(X) = e)!irrgx g(x) =0, nulla s pud
dire, in generale, del )!irr& f(X) g(X); il problema va percio studiato di caso in caso.

ESEMPIO. 5) Consideriamo le funzioni di R*in R:

f(x) = x2, g1(x) = %, g2(x) = 3’ 03(x) = 2, 94(%) = Slnx

S habanamente

Jim 109 = +eo, lim 0109 = Jim_ g2 = fim_ ga() = lim_ g4() =0

Ora fgitendea+o,f g, tendeaO, f gstendea-2 ef g4 non halimite.

Si badi che puo ben accadere che il prodotto di due funzioni abbia limite senza che abbiano
limite le due funzioni date. Infatti, lafunzionefdi R \ {0} in R definitadaf(x) :% non hali-
mite per x che tende a 0, mentre lafunzione f2 halimite 1.

TEOREMA 13. (Limite della reciproca) - Sano dati una funzionef: E(O R) - R eun
punto o O R 0O {+o0, -c0, 0} di accumulazione per E

1)See I|m f(x)=1 0 R\{0}, alloras ha I|m f(x) 1

_ 1
2) See)!m f(x) = 0, allora s ha)llina ) = =0.
3) Seé)!m f(x) = 0esea e di accumulazione per I'insieme E' = {x O E: f(x) # 0}, al-
< 1 _
Iorae)!m fx) oo, [

La (1) s provacon tecniche simili aguelle usate in precedenza. Verifichiamo, come eserci-
zio, la(2). Fissiamo un € > 0. Esistono un intorno U di o talechedax O E n U \{a} segue

[f(x)| > 1. Per tali x sl ha If(%()l < &. Anaogamente per la (3).
€
Osserviamo che se, per x tendente ad a, laf tende a3 # O, dalla definizione di limite si ot-
tiene che esisteun intorno U di a in cui laf non s annulla. Lafunzionei?l risulta definita almeno
inU n E ehadunque senso ricercarneil limite per X - a. Invece, nel caso (3) e indispensabile
aggiungere l'ipotesi che a siadi accumulazione per I'insieme E' = {x 0O E: f(x) # 0} .
ESEMPIO. 6) Consideriamo infatti lafunzionefdi R in R definitada

Ox| - 1, per |x| > 1
f(x) =Dp, per |x| < 1 -
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S ha)!ina f(x) = 0; malafunzione% e definita solo per |x| > 1 e non ha quindi senso ricercarne

il limite per x - 0.

Siano dati due funzioni f,g: E(0R) - R eunpuntoa 0O R O {+00, -0, 0o} di accumula-
zione per E. Esistainoltre un intorno U di a tale chesiag(x) # 0 per ogni x D E n U\ {a}. Ha

dunque senso cercareiil I|m g((x)) | relativi teoremi s ricavano da quelli precedenti osservando
f(x) _

g(x) = f(x) g(x) (Esercizio.)

Consideriamo ancora le funzioni dell'Esempio 5 e scriviamo le funzioni fg; in una delle
forme ]jf 1g/|f Si vede che i Teoremi sui limiti non ci aiutano nemmeno nel caso in cui Si

debba ricercare il limite dal rapporto di due funzioni che tendono entrambe a0 o0 entrambe a co.
In generale, con le dovute cautele per non dividere per 0, si pud passare da un'espressionein
cui compare un prodotto di funzioni aun'altrain cui figura un quoziente di funzioni e viceversa

f _1g _
9= 1y g =1t T f@

cheeé

Abbiamo cosi incontrato 4 casi in cui i teoremi sui limiti non c¢i soccorrono (li diremo casi di
indeterminazone):

- Sommadi due funzioni di cui unatende a+o el'altraa-co (lo diremo caso oo - ).

- Prodotto di due funzioni di cui unatende a el'altraa0 (lo diremo caso o x 0).

- Quoziente di due funzioni che tendono entrambi a c (lo diremo caso co/co).

- Quoziente di due funzioni che tendono entrambi a0 (lo diremo caso 0/0).

Incontreremo tra poco altri tre cas di indeterminazione:

- Funzioni del tipo f(x)9(9: con f(x) — 1eg(x) — o (lo diremo caso 1%).
- Funzioni del tipo f(x)93) con f(x) -~ 0 eg(x) — O (lo diremo caso 09).
- Funzioni del tipo f(x)9): con f(X) — o eg(x) — O (lo diremo caso «9).

Analogamente a quanto visto nel caso delle successioni, sussiste il seguente Teorema del
quale omettiamo la dimostrazione:

TEOREMA 14. (Limite delle funzioni monotone) - Sano f: E(0 R) - R una
funzione monotonaea = supE D E (cona 0O R O {+w}), allora esisteil limite della f per x
- aesha

Dsupf(E) se f € non - decrescente

lim f(x) =
X=a %) = [rmff(E) se f € non - crescente

Sussiste un analogo teoremanell'ipotesi a = inf E O E. In questo caso Si avra:

lim f(x) = Dmf f(E), sef e non - decrescente
e EBUP f(E), sef &non - crescente

L'esistenza del limite fa parte dellatesi del teorema e non dell'ipotesi; anzi €, in certo qual
modo, la parte piu importante dellatesi.

L'ipotesi a = sup E O E é essenziae. Infatti, se esiste il valore f(a), questo pud avere in-
fluenza per la determinazione di sup f(E) o di inf f(E), mentre sappiamo che non haalcunain-
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fluenza sul limite dellaf. Naturalmente, see a = sup E O E, Si pud sempre considerare lare-
strizionedi faE\ {a}.

ESEMPIO. 7) Siaf: [0, 1] —» R lafunzione definitada

_ X, perx<1
f(x)—&’ per x = 1"

S ha)!imf(x) =1, mentre e sup f(E) = 2.

TEOREMA 15. (Criteri del confronto) - Sano dati tre funzioni f, g, h: E(OR) - R e
unpunto a 0 R O {+co, -c0, 0} di accumulazione per E. Inoltre, esista vV O U (a) tale che,
per xOE n V\{a} siaf(x) < g(x < h(x).

1) Seé)!m f(x) = )!er& h(x)=10R, alloraéanche)!m g(x) =1.

2) Seé)!m f(X) = +oo, aJIoraéanche)!m g(x) = +oo.

3) Seé)!er& g(x) = -o0 aJIoraéanche)!im f(X) = -0,

DIM. 1) Fissiamo un numero reale € > 0. Per ipotesi, esistono U', U" O ‘U(a) tali che dax
OEn U \{a} seguel -e<f(x) <l +eedaxOEn U"\{a} seguel -e<h(x) <l +¢. Sia
oraU=VnUnU".SeexO0En U\{a}, s ha

|-£<f(x) <g(x) <h(X) < +¢.

2) Fissiamo un numero reale M. Per ipotesi, esiste U O ‘U(a) talechedax O E n U\ {a}
seguef(x) >M. DaxOE n V n U\{a} segue g(x) = f(x) > M. Analogamente per la (3). [

ESEMPIO. 8) Sianof, g, h: R\ {0} - R letrefunzioni definite da
f(xX) =1-1|x,9(x) =1+xsin % h(x) = 1+ [x].

Per ogni x 0 R \ {0} s haf(x) < g(x) < h(x). Lefunzioni f e h tendono a1 per x chetende a0;
ne viene che tende a 1 anche g. In realta, per arrivare a questo risultato ci bastavano i teoremi
sul limite del prodotto e della somma. Esempi piuistruttivi li vedremo nel § 6.

TEOREMA 16. (Limite delle funzioni composte) - Sano date due funzioni componi-
bilif ECR) - E(OR)eg: E(@R) - R.Sano poi xg, Ug 0 R, con xp di accumula-
zione per E, up di accumulazione per E' es abbiaxlimx f(X) =uge u"nl] g(u) =v. In fine,

- A0 — Yo
esista U* O U(xg) talechedax O E n U* \ {Xp} segua f(x) # up. Allora esiste ed e uguale a
y ancheil XIin)"(l g(f(x)).
- A0

DIM. Riscriviamo leipotes sull'esistenzadei limiti:

E VD UWMOEWD U(ug)(Duo E)Yuo W\ {ugt O g(u) OV),
(OWDO Uu)) (DU 0 Ux)(D X0 E)x 0 U\ {xg} O f(x) O W).
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SiaU =U"n U*. Prendiamo oraun X O E n U \ {xp}. S haf(x) 0 E' n W\ {ug} e quindi
g(f(x)) O V. Cio significa appunto cheéxlin)? g(f(x)) =y. O
-0

Osserviamo che I'ipotesi che sia f(X) # ug almeno in un intorno di X € essenziale per lava
lidita del Teorema.

ESEMPIO. 9) Siano date lefunzioni f: R\ {0} -~ R eg: R - R definiteda

£y = o1 _,seeu=20
(x) =xsin 3, g(u)_BJ,seéu:tO'

. . , 1 .
Si ha lim f(x) = 0 e |im g(u) = 0. D'altra parte, posto B :{ﬁ: ko Z\{0}}, s ha

,seex OB
g(f(x)):B), seexnOB -

Ne viene che non esisteiil )!erg) g(f(x)).

Il Teorema s estende in modo naturale al caso in cui Xg 0 Ug sono infiniti. Se ug € infinito,
I'ipotesi f(X) # ug € ovviamente soddisfatta.

Osserviamo ancora che il Teorema sussiste anche se g non é definitain ug, purché xg sia di
accumulazione per il dominio dellafunzione composta.

ESEMPIO. 10) Siano date lefunzioni f: R - R eg: Rt - R definiteda

Ox|-1,see|x|>1
fx) = %|)| seélx} <1 9=logu.

Si ha )!Lnb f(x)y=0e lIJiErb g(u) = -0, D'dltra parte, il dominio della funzione compostag e f e
dato dall'insieme {x: [x| > 1}. Ne viene che non ha senso ricercare il )!Lr% a(f(x)).

Esiste unaterzasituazione in cui s puo applicareil Teoremasul limite delle funzioni compo-
ste. Ne parleremo nel prossimo paragrafo (Ter. 16").

84 LE FUNZIONI CONTINUE

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzionef: E(0 R) - K eun punto xo O E che siadi ac-
cumulazione per E. Si dice che lafunzione f € continua in X seéxlirQ f(x) = f(xo)-
- A0

Se accettiamo di dire che unafunzione € continua in ogni punto isolato del suo dominio, si
vede subito che la definizione prcedente pud essere cosi riformulata:

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzionef: E(0 R) —» R eun punto xg O E. Si dice chela
funzionef e continua in xg se

(Oe>0)(06>0) (0 xTE)(Ix- x| <80 [f(X) - f(xo)| <€),
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ossiaseesolo se
OVDUFo)@U o Ux)(OxODE)(xoU O f(x)OV).

DEFINIZIONE. Unafunzionef: E(O R) » R e dettacontinua in E se € continua in ogni
punto di E.

Le nozioni di limite destro e limite sinistro di una funzione per x - Xp conducono a for-
mulare analoghe definizioni per la continuita.

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzionef: E(0 R) -» R eun punto xo 0 E. Si dicechela
funzione f e continua a destra [a sinistra] in xg Se € continua in Xg larestrizioned f aE n
[Xo, + o[ 0, rispettivamente, a E n ]-o, Xg].

S haimmediatamente che

Unafunzionef: E(0 R) - R écontinuain un punto xg O E se e solo sef € continua siaa
destracheasnistrain xg.

OSSERVAZIONE (Prolungamento per continuita). Siano dati una funzione f: E(O
R) - R eun punto Xy di accumulazione per E, con xq O E. SeéxlirQ f(x) =1 (0 R), si pud
— A0
prolungare f in modo naturale anche a punto Xg, definendo f(Xg) :=|. La huova funzione otte-
nuta, che continueremo a indicare con f, risulta, per costruzione, continua nel punto Xo.
Questao procedimento prende il nome di prolungamento per continuita della f in xo.
ESEMPIO. 1) Consideriamo lafunzionef: R\ {0} - R definitadaf(x) = ". Vedremo

nel § 6 che é)!in& f(x) = 1. Prolungando la nostra funzione per continuita in O, si ottiene la

nuovafunzioned R in R definitada

f(x):ﬁ’ seexz 0
El, seex =20

Quasi tutti i Teoremi sui limiti studiati nel 8 3 possono essere riformulati in termini di fun-
zioni continue. Rienunciamoli sinteticamente. Chi studia ne controlli la correttezza.

TEOREMA 17. Safunafunzionedi E(C R) in R.

1) (Permanenza del segno) - Sef & continua in un punto X 0 E, ed e f(xg) > 0[< (],
alloraesiste unintorno U di xg tale che, per ogni x 0 E n U, s haf(x) > 0 [f(x) <0Q].

2) (Limitatezza locale) - Sef e continua in un punto Xp O E, allora esiste un intorno U di
Xo dove f & limitata.

3) (Continuita della restrizione) - Selaf e continua in un punto Xp O E, € continua in Xg
larestrizone della f ad un qualunque sottoinsieme A di E contenente xo.

4) (Continuita del valore assoluto) - Sela funzione f e continua in xg O E, € continua in

Xp anche la funzione [f|. O

TEOREMA 18. Sano f,g due funzioni di E(0 R) in K.

1) (Continuita della somma e del prodotto) - Se f e g sono continue in un punto X 0 E,
allora sono continue in Xg anche le funzioni f + g efg, kf, conk O R.

2) (Continuita della reciproca e del quoziente) - Se f e g sono continue in un punto xg O

E, eseeg(xp) # 0, allora sono continue in Xg anche le funzoni é eé. O
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Dungue: Somma, prodotto, quoziente di funzioni continue sono ancora funzioni continue.
E ancora, dato che le funzioni costanti sono banalmente continue, s ha che:

L'insieme delle funzioni continue di E(0 R) in R formano uno spazo vettoriale.

TEOREMA 16'. (Limite delle funzioni composte) - Sano date due funzioni componi-
bili: EOR) - E(CR)eg E(0R) - R.Sano poi xg, up 0 R, con xq di accumula-
zZioneper E,ug0E es abbiaxlirg f(X) = up. Allora, se g & continua in U, esiste anche il

- A0

limite, per X — Xg, della funzione composta e si ha XILrQO g(f(x)) = g(up). O

TEOREMA 19. (Continuita delle funzioni composte) - Sano date due funzioni com-
ponibili f: E(C R) - E(CR)eg. E(CR) - R.Sefécontinuainxy 0 E egécontinuain
Up = f(xg) , allora é continua in xg anche la funzione composta g o f. [

Menzioniamo ancora un risultato che ci sara di una qualche utilita.

TEOREMA 20. (Continuita della funzione inversa) - Sano | unintervalloef: | —» R
una funzione strettamente monotona. Allora l'inversa di f & una funzione continua. [

Si tenga presente che, per lavaliditadi questo Teorema, I'ipotesi cheil dominio siaun inter-
vallo & essenziale, mentre non e affatto richiesto che f sia continua.

ESEMPIO. 2) Consideriamo lafunzionef: E(0 R) - R definitada

seel<x<
<

E=[0,1 012 3], f(x) = § 1 082 <x é

Questa € una funzione crescente, manon € definitasu un intervallo. Lasuainversa é lafunzione
¢: E'(0 R) - R definitada

. Dy, seel0=<sy=<1
E=00.2, M=5\ 1 sea1<y<2
Lafunzione ¢ non e continuanel punto 1, dato cheéylirgy d(y) =2#1=¢(1). Per contro, ¢ &
definita e crescente su un intervallo e, pur non essendo continua, ha inversa continua (laf).

OSSERVAZIONE. Dire che unafunzione f: E(0 R) — R non e continua, significa dire
che esiste ameno un punto Xy del suo dominio dove laf non é continua. E dunque xg O E, e X

di accumulazione per E; inoltre, o f non halimite per x — Xg, 0 éXIirQ f(x) £ f(xo).
- A0
E se Xp non appartiene al dominio E dellafunzione? Allorain xg f non & né continua né di-
scontinua, semplicemente in Xg lafunzione non c'e, e cio anche se xg € di accumulazione per E.
Consideriamo, per esempio, lafunzionedi R\ {0} in k definitadaf(x) = % Come vedremo

fraun attimo, questa &€ unafunzione continua. Orail punto 0 non fa parte del dominio di f; non
ha dunque senso dire che f & discontinuain O: lafunzione f in 0 non c'&; il problema della conti-
nuitain 0 non si pone. Quello che si puod dire e che, in questo caso, f non e prolungabile per
continuitain O.

Consideriamo ancora lafunzione f: R \ {0} — R definitadaf(x) = % Non ammettendo f

limite per x — 0, non pud essere prolungata per continuita in tale punto. E perd ovviamente
possibile prolungarlain modo darenderla continuaadestrao asinistrain O.
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§5 CONTINUITA DELLE FUNZIONI ELEMENTARI

In questo paragrafo verificheremo che le funzioni elementari sono continue. Per farlo, ne
constateremo la continuitain un generico punto del loro dominio, a meno che, si capisce, non
Sapossibile sfruttare i teoremi gia noti.

Continuita delle funzioni razionali e delle funzioni radice

E banale osservare che le funzioni costanti e la funzione identica f(x) = x sono continue.

Dalla continuita del prodotto segue quella delle funzioni ax” e dalla continuita della sommasi
ottiene poi quelladelle funzioni razionali intere. In fine, dalla continuita del quoziente s ricava
lacontinuita di tutte le funzioni razionali.

Sappiamo che lafunzione radice n - ima él'inversa di una funzione (lafunzione potenza xM)

crescente e definita su un intervallo (tutto R sen e dispari, R* 0 {0} sen épari). Dunque, per
il Teorema 20, lafunzione radice é continua.

Per puro esercizio, dimostriamo direttamente che € continua lafunzionevx. Siano dunque
dati un punto Xg > 0 e un numero reale positivo €. Si ha

X - Xo|  _ IX - Xol
VX + VXo  VXo

Basta dunque prendere d = €Vxg. Seé Xy =0, si ha |Vx - 0| <g - (0)x<e2

[Vx - Vx| = , cheé<eseesolosee|x- X < EVXo.

Continuita del'esponenziale e del logaritmo

Fissiamo un numero reale positivo a e supponiamo, intanto, che siaa > 1. In virtu della
densitadi @ in R edelladefinizione di potenza con esponente reale, per ogni o 0 R, s ha

sup{aX x<xg,x O R} =sup{a":r<xoprdQ} =aX=
= inf{aS: s> X, s Q) = inf {aX: x> xp, x O R).

In virtt del Teoremasul limite delle funzioni monotone, si ha
aX= limaX= _lim, a= lim aX
X - XO X - XO X - XO

E cio provala continuita della funzione esponenzialeaXcona> 1. Per 0<a< 1, s procedein

modo analogo o, sfruttando I'uguaglianza aX = s applica il Teorema sulla continuita

1
(Vayx’
dellafunzionereciproca. Per a=1, lates e owvia

[l logaritmo e l'inversa di una funzione strettamente monotona e definita su un intervallo (=
[R) ed &€ dungue continua per il Teorema 20.

Dalla continuita della funzione esponenziale e dal Teorema sul limite delle funzioni compo-
ste, si ha chelaricercadei limiti di unafunzione del tipo f(x)9() = e9® 1091 con f(x) > 0, &
ricondotta allaricercadei limiti dellafunzione g(x) logf(x). Ci si riconduce cosi ad utilizzare i
risultati sul limite di un prodotto. Questi cadono in difetto quando s ottiene una situazione di
oo x 0. Ci0 accade nei seguenti tre casi (che generano le forme indeterminate gia annunciate):

sef(X) - 1, (O logf(x) - 0) eg(x) - oo; s halaformaindeterminata 1.
sef(x) - 0, (O logf(x) - -0) eg(X) - O; s halaformaindeterminata 00.

sef(X) - +0, (O logf(x) - +0) eg(x) - O; s halaformaindeterminata oo0.
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Continuita delle funzioni goniometriche e delle loro inverse

Proviamo la continuita della funzione seno. Fissiamo xo O R e un € > 0. Dato che, per u #
0, ésempre [sinu| < |u|, s ha

|sinx - sinxg| = 2 lél;os X +2X° in”% _ZXOE< sz X - X,

Basta dunque prendere d = &.
La continuita dellafunzione coseno s pud provare in modo perfettamente analogo, masi puo

N N . Tt . . TN
piu comodamente osservare che é cosx = sm(z - X) ed applicare il Teorema sulla continuita

dallafunzione composta.

La continuita della funzione tangente segue ora subito dalla continuita del quoziente.

La continuita delle funzioni arcoseno, arcocoseno e arcotangente segue, al solito, dal
Teorema 20 sulla continuita dell'inversa.

86. LIMITI NOTEVOLI

In questo paragrafo stabiliremo alcuni limiti di fondamentale importanza, la cui conoscenza e
premessa indispensabile per affrontare un qualungue problema sui limiti che non sia del tutto
banale.

Limiti delle funzioni razionali

Per n> 0, s haintanto immediatamente:

lim xn lim xn=+ lim xn B+ @, sen & pai
= 00; = 00; = N .
X 00 "Xt T X0 o o, sen e dispari

Consideriamo lafunzione razionae intera
P(X) =apxN+an.-1XN-1+aq.xN-2+ . +ayx + ap.
S ha

. . 1
= lim xn + =+ +
)!llrgo P(X) )!wa %n an-1y + .. tax

1 .
+ ap—U= n=
-1 aoxn% )!ergo apXxN = oo,

Analogamente, per unafunzione razionae fratta

f(x):P(X): apnxX"+apn-1X""1+ap.ox"-2+ .. +aix+ap
Q) bmxM + by -1 XM-1+ bm-oxM-2+ . + byx + by
s ha
1 1 1
n = — =+ ag=0
by Entan-act e tangg taoad
M, Qoo =AM, 1 1 1D‘%xlmx7m'
X EDIbm+bm.1;+...+blxm_1+box—mD
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S ottiene

ETo, seen>m
P(x) _ z m , conn=grP(x), m=grQ(x).

83
O‘
~
=

- 3 %
0w u
® @
@ o
35 S
1

<m

L'unico atro caso in cui si poneil problemadellaricercadi limiti per le funzioni razionali e
guello in cui x tende axg, con Xg radice di Q(X). Ma questo € un falso problema. Infatti:

- Seé P(xg) # 0, lafunzione tende a .

- See P(xg) =0, siaP(x) che Q(x) sono divisibili per (x - Xg). Siccome per noi deve essere
X # Xg, possiamo semplificare la frazione e ricominciare daccapo.

ESEMPI. 1) Si ha

lim 3x3-17x2+11_00_ lim X2 -7x + 1 —0 Iim 2x4-x3+1 _2
X0 8X2 - 41X + 45 ' x>0 4x3-6X2+ 2 T x-03x4-x2+2x 3
2) S ha
im 3x3 - 8x2 + 1_.. im 3x2-8x+5_ im (x - 1)(3x - 5) _ lim 3x-5__:L
x-1 x2-1 T x=-1 x2-1  x-1(x-1(x+1) x-1x+10 ™

Limiti relativi alle funzioni circolari

. sinx _ . tgx _ . arcsinx _ . arctgx _
Jm X =1 Qm X =1 J% X =1 Jm X =1
i l-cosx_1 i x+sinx_2 i x-sinx_O i X-sinx _1
x% X2 2 X — X - x_r.rb X2 - x—r.rb x3 ~6

- o , sanx . . e
Cominciamo con il primo. LafunzmneT e pari; basta dunque cercarneil limite per x che

tende a0 da destra; einoltre lecito supporre 0 < x < 12; Per tali x sl ha

sinx x<1

sinx
— o < —< —— > — 2>
COSX 1 SiNX ~ COSX 1 X COSX.

SiNX<x<tgx =

Lates segue ora subito dal Teoremadel confronto, dato che la funzione cosx, essendo conti-
nua, tendeal per x - 0.

. . oo tgx_oosinx 1
Per il secondo limite, s ha: )!Ln& X - “f% X cosx 1.
Passiamo al terzo. S ha
l arcsinx:" M:” Lzl
XM x xm)sin(arcsinx) dMsnu ™+

Si & ovviamente, posto u = arcsinx es e applicato il Teoremasul limite delle funzioni compo-
ste. Lacosa e lecita, dato che, per x # 0 éarcsinx # 0.

Il quarto limite s provain modo perfettamente anal ogo.

Si hapoi
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i 1 - cosx i (1 - cosx)(1 + cosx) _
b x2 Ty X2(1 + cosx)

1 - cos?x 1 sinzx _ 1 Sinxe _1
%x2(1+ COSX) =20 2 T24Mgx g_i'

Il sesto limite non ci da problemi: Ilnbﬂ )!ina %L + S'%%: 2.

Passiamo al settimo limite. Cerchiamo intanto il limite per x — 0t e supponiamo 0 < x <]2—T.
S ha

X - SinX tgx-sinx _sSinx(1-cosx) _1-cosx sinx

- 0.
X2 X2 X2C0SX X2 COSX

0<

Per il Criterio del confronto, questo limite e 0. Essendo la funzione dispari, essatende a0 an-

che per x - 0.
L'ultimo limite non puo, per ora, essere giustificato. Lo faremo piu avanti, quando avremo a
disposizione le derivate. Ma & importante averlo giaa disposizione.

ESEMPI. 3) Si ha |IFQ) S|n3x = 3)!in6 S|g)1(3x = 3. (Basta porre 3x = u e applicare il
Teoremasul limite delle funzioni composte.)
i sinx X _q

4) S ha IIr%(’i'tl’CSIFIX X— X arcsinx

Limiti relativi alle funzioni esponenziali e logaritmiche

Cominciamo col provare che e

i Iy _
>!'mo +XD_e'

Ricordiamo cheil smbolo [X] indicala parte interadel numerorealexecheéx- 1 <[x] £ X
<[x] +1.

. , < 1 _ S
SapplamomoltrecheenILrQo0 %_ + ng - e. Ora, per x>0, s ha

1 1 x]+1 1 x] 1
R R AR = L A B 1 s e
1 1 1 X] 1 X +1 1 -1
3+ 80 gDl el s B ey Bt
E dunque:

1 X +1 1 1 x] 1
3 pgris Bl BB B s B d
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Per il Criterio del confronto, s haintanto Xlirpoo %L + }(%( =e Saorax<-1.S ha

%L+1ﬁ‘:d(+ld‘:d(+1'1m’(:%- 1 x_
xO0"OX 0 0Ox+1 0O X+ 10

1 (x+1) 1 1 1
B S 0= Sl 10
Frx+nn rtxsno A tyod tye
cony=-(x+1).Perx - -0,ey - +oe... il gioco é fatto.

Stabiliamo orai seguenti limiti:

. log(1+x) _ . log(1+x)_ 1
>!'m) X =1 J'm) X ~ loga
-1 _aX-1_

=1 )!l% X =loga

Cominciamo dal primo. Posto y = % e tenuto conto della continuita dd logaritmo, si ha:

1 . i 1
Jim % 10g(1 + ) = limy log(1 + X)¥* = lim logHL + yg = loge=1.

log(1+x) _ 1 log(l+x)
X ~ loga X '
Veniamo a terzo limite. Si pongaeX - 1 =u, dacui x=1log(1 +u). Perx - 0,s hau - 0,
conu# 0seéex#0. E dungue:

Per il secondo, basta osservare che &

lim € — i u _q
Xh ™ x _u'm)log(1+u)_

ax-1 exloga.q exloga . 1
X X = loga xloga

Per |'ultimo limite, si ha: - loga.

Cio spiega perchéil numero e sialabase piu naturale per esponenziali e logaritmi.

ax . abx ax . _ @bx

ESEMPI. 5) Siha Jim &= = im © 1:('1 Catays
bx

—Im?)a +I|nbb1bf =a-h.

o {}—J, 1-1 e(1/n) log(x +1) - 1 _
6) S ha = lim < =

_1, e(I/n)log(x+1) - 1 log(x+1) _1
T nx ”b (1/n) log(x + 1) X n

Questo risultato s generalizzaimmediatamente. Per ogni a 0 K s ha



Limiti e Continuita - 101

X- 0 X T
E ancora
Caso a> 1, con p redle positivo e n naturale positivo
_aX X : . logaX _ :

- = - = XxN = [im —<==0 =
X|_|>rpoo X oo X|_|>rpoo xP oo xl_l,rpoo X 0 X+ xP )!l_r:fa XplogaX 0
Caso 0 <a<1; con p rede positivo e n naturale positivo

X X : . 10gaX _ lim xPlogax = 0
= =- - = XxP = im —=<=0 - a
Xllmoo X ® Xllrpoo xn *® XLIII]OO axP =0 X—+oo  xP X r%

n
Primo limite. Cominciamo col provareche, pera>1,seend N+, s hanlirpoo aﬁ = +00,
Infatti, essendoa=1+h,conh>0, s ha

w_ (1+h)n:1+nh+g%2+K

n n n

,con K > 0.

E dunque

1+ nh + COTh2 n(n-1),
& (L4 g% _14nh+ S h

n n n n :
dato che il numeratore dell'ultima frazione ha grado maggiore del denominatore.

ax_ a ad[x ¥
Passiamo al casox 0 R e sfruttiamo I' uguagllanza AN X . Si ha; o0 2
X-1 . [X] calx

> dacui B 1; o " +oo, dato che, sex — oo, falo stesso anche [X].

1;12%

. - [(a’P)Xp
Secondo limite. S ha: PO x 0 +00.

-v\n
Terzo limite. S ha: Xlirpoo axxn = ylirpw (;3 = 0. (Ovviamente, S é posto y = -x.)

— . . 1ogaX _ u _ u
Quarto limite. Ponendologax—u,shaxllrpw v ILrpoo( au)p UIL s (ap)u =0.

Quinto limite. Posto ancoralogax=u, S ha)!ina XPlogax = ulinjoo u(aP)u =0.

Passiamo agli ultimi limiti. Si pongab:%(> l)ey=-x. S ha

im &= lim = jim Y= Jim &= gim L= lim 2=
X——00 X _X_.—oo XbX_y_,+oo —y ! X — —00 Xn_x_.—oo anX y o +00 (_y)n_

I|m axxP = I|m ——0 lim IOM lim - logpx

o pX X—+0  xP X M xP =0, >!Ln3 XPlogax = _J'f% xPlogpx = 0.
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Stabiliamo tre limiti notevoli riguardanti lafunzione n! (cfr. Cap. 3, 82, pg. 43).

n! . n n!
LI lim ™ =+, a>0 =0

nlrIloo np_ n— +oo a_n nlrpoo nn_

Primo limite. Seép < 0, latesi € ovvia. Siadunque p > 0. Supponiamo, intanto, che p sia
un numero naturale. Per n>p, s ha:

n_nn-1n-2 n-
nP-n o n n -

+1
B Z(m-p).

| primi p fattori tendono a 1, I'ultimo a +co; in questo caso latesi € raggiunta. Se p non € un
numero intero, lates segue dal fatto che e

n! n!

>———— _, +oo,
nP nipl +1

Secondo limite. Seea< 1, latesi éovvia. Siadungue a > 1. Fissiamo un n' > a e poniamo
n' .
K=—".S ha

an

n_nn-1n-2 n+1
ahn a a a " a

n
K aK

Terzo limite. Si ha

n_nn-1n-2 2

M- n n n "'n

Segnaliamo, in fine altri due limiti notevoli molto utili, dei quali non riportiamo pero la
dimostrazione.

Formuladi Stirling Formumadi Wallis

. n! _ . (2n!! _
lim ——— lim =
Nt e\ 21m N-+e (2n - 1)1 V2m

o . 10
ESEMPI. 7) Si ha lim_ (2x-Vx2+1) = Jim x@ - -;7 1+ QE_ +00.

8) S ha Jlim R+ 1- V- 1) =
i P+ L-VX-DEXE+ 1+ V- 1) _ 2 = 0.
X oo VXZ+1+Vx2-1 T Ux2+ 1+ x2- 1

4 4
9) Si ricerchi il lim_ x2(V/x4 + x - Vx4 - x). E lecito supporre x < 0. Si ha:

i 24 4 4 4 — L 3 1 1D_
Jim x(Vx*+ x - VxF-x) = lim_ | 1+ 3 - Sa0F
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Tt

u-0—

-1, -1+§7Tu 11
u

=—22=-%

-l

. . . + 12x_ . X+ 1
10) Si vogliacelcolareil lim %g = lim_ exp%x log,— 2%
Avendos
Iog%L
X + 2|:| -2X
Jim 2x|ogA7— lim 2x|ogEl r 2%_X|—I>+oo 1 < =2

X+ 2

e data la continuita della funzione esponenziale, il limite cercato e e 2.

11) Si ha
lim ! _ . (2n)! (2n)2Ne~2"V4mm (nNe~"v2mm)2 _
n-+o (N1)2 7 n=+eo (20)2Ne=2n 722011 (NNen V21m)2 (nh)?
— (2n)2ne—2n72mn = |lim 722”7]-[” = |j & = 400
n- +oo (nne—n V_Zm)z n- +oo m n- +oo V_T[n '
12) Si ha

. . n! . 25_2 n
lim 5n! = |lim ———————/nleNy2m) = lim T — = +00,
n— +oo n- +oo nne™N V_ZT[n n- +oo e

In questo paragrafo stabiliremo tre importantissimi risultati riguardanti le funzioni continue.
Partiamo dal seguente

PROBLEMA. Siadataunafunzione f: E(O R) - R. Ci chiediamo:

— E vero che, sef assume in E due dati valori, alora assume in E anche tutti quelli fraess
compresi?

—E vero chef assumein E un valore massimo e uno minimo?

Se larisposta € negativa, quali condizioni si possono dare su f e su E in modo da renderla
positiva?

La risposta alle prime due domande € effettivamente negativa. Basta infatti considerare la

funzionef: R\ (0} - R definitadaf(x) = % Questa non ha né massimo né minimo e non as-

sume mai il valore O, pur assumendone di negativi e di positivi. Vediamo dunque di stabilire
delle condizioni sufficienti per il verificars delle nostre richieste.

TEOREMA 21. (Degli zeri) - Sano | =[a, b] unintervallo ef: | - R una funzione
continua, con f(a) =a <0[>0] ef(b) =B > 0[< 0]. Allora esiste almeno un punto & 0 |
tale chef(§) = 0.



104 - Capitolo Quinto

DIM. Supponiamo a <0 e 3 > 0. Per comodita, ribattezziamo I'intervalo | ponendo | = Ig
= [ap, bg] e diciamo myg il suo punto medio. Se e f(mg) = 0, abbiamo finito. Se e f(mg) # 0, in
uno e uno solo dei due sottointervalli [ag, Mg] € [mg, bg] f assume, agli estremi, valori di se-
gho opposto. Ribattezziamo questo sottointervallo con 11 = [ag, bs]. A questo punto, ricomin-
ciamo daccapo. Diciamo my il punto medio di 1. Se e f(my) = 0, abbiamo finito. Se é f(my) #
0, in uno e uno solo dei due sottointervalli [ag, my] e [my, b4] f assume, agli estremi, valori di
segno opposto. Ribattezziamo questo sottointervallo con |, = [ay, by], ... e cosi via. Se dopo
un numero finito di passi troviamo un punto dove f si annulla, abbiamo finito. Se cio non ac-
cade, s ottiene una successione (In)n di intervalli chiusi, per costruzione, e decrescenti per in-
clusione, ossiatali cheloOl, Ol 0... Ol O ... Inciascuno degli I f assume, agli estremi,

I

valori di segno opposto. Se s ponel = b - a, I'ampiezza dell'intervallon - imo el = on 0
per n - oo, Per il Teoremadi Cantor, esiste uno ed un solo punto & appartenente a tutti gli Ip.
Vogliamo provare che e f(§) = 0. Supponiamo, per assurdo, che siaf(§) > 0 [< 0]. Essendo f
continua, per il Teorema della permanenza del segno, esiste un intorno U di &, con U =

1€ -0, & + J[, incui f & positiva [negativa]. Ora, preso un n per cui sia2|n <9,s halyOU.

Si ottiene cosi un assurdo, dato che, per costruzione, f cambia segno inly. O

zione continua. Allora f assumein | ogni valore compreso tra f(a) e f(b).

TEOREMA 22. (Di connessione) - Sano | = [a, b] unintervalloef: | - R una fun-
Da ci0 segue che: Una funzione continua muta intervalli in intervalli.

DIM. Sia, per esempio, f(a) =a < f(b) =3 e fisssamo un y tale che a <y < [3.
Consideriamo lafunzioneg: | — R definitadag(x) = f(x) - y. Anche g € unafunzione continua
sull'intervallo 1 esi hag(a) =a -y<0eg(b) =B -y > 0. Per il Teorema degli zeri, esiste un
punto & O | taleche g(§) =0, dacui f(§) =y. O

Riesaminiamo i Teoremi 10 e 16 del Capitolo 4. Lafunzione f definita daf(x) = x-N & conti-
nuain [0,+co[, assumeil valore 0 in O ed € superiormente illimitata. Fissato un a > 0, esiste un

punto b > 0 con f(b) > a. Dunquein f assumein [0, b] ancheil valore a e lo assume una volta
sola, dato che sl tratta di una funzione crescente. In modo perfettamente analogo s provache la
funzione aX, con 0 < a # 1, assume una e una sola voltatutti i valori positivi.

Se lafunzione non € continua o se il dominio non € un intervallo, lates del teoremadi con-
nessione (e di quello degli zeri che ne é un caso particolare) puo cadere in difetto.

ESEMPI. 1) Consideriamo ancoralafunzionef: R \ (0} —» R definitadaf(x) = % Questa

e unafunzione continua, ma non e definita su un intervallo; assume valori positivi e negativi,
manon s annullamai.

L : _ . ., seéx=20
2) Consideriamo lafunzionef: R - R definitadaf(x) = Er 1, seéx < 0 . Questa fun-

zione é definita su un intervallo, manon & continuain O; assume valori positivi e negativi, ma
non s annullamai.

1 \
3) Consideriamo ancora la funzione f: R - R definita da f(x) = g;mX’ seex#0

: seex =0
Questa funzione e definita su un intervallo, manon e continuain 0. Proviamo che per essa sus-
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siste comunque latesi del teoremadi connessione; ¢io mostra cheil detto teorema fornisce una
condizione sufficiente manon necessaria.
Fissiamo due numeri reali ae b, con a < b. Se éf(a) = f(b) non c'é niente dadimostrare. Sia

dunque f(a) # f(b) e slay un valore compreso fraf(a) e f(b). Dobbiamo provare che esiste un ¢
compreso fraa e b dovef assumeil valorey. Se €0 < a oppureb < 0, lates segue dal Teorema
di connessione, dato chef & continuain [a, b]. Siadunque a < 0 < b. Esiste un numero naturale

E{n%zm’ rﬁ%lafunzionef assume tutti i valori compresi

fra-1 el equindi ancheil valorey. Lo stesso ragionamento si applica anche alarestrizione di f
a R \ {0} che e continuamanon definitasu un intervallo.

n per cui é%ﬁ b. Nell'intervallo

Ricordiamo che un sottoinsiemedi R e detto compatto se € chiuso e limitato. Ricordiamo an-

che che (Teorema4): Un sottoinsieme E di K € compatto se e solo se ogni successione di ele-
menti di E ha una sottosuccessione convergente ad un e emento di E.
Teniamo inoltre presente che

B LEMMA 23. Ogni sottoinsieme chiuso elimitato C di R ha massimo e minimo.

DIM. Essendo C limitato esistono inf C=me sup C =M con me M numeri reali. Se fosse
mO C [M O C], questo, per la seconda proprieta dell'estremo inferiore [superiore] sarebbe un
punto di accumulazione per C, ma alora dovrebbe appartenere a C, visto che I'insieme é
chiuso. Assurdo. [

TEOREMA 24. (Di Weierstrass) - Sano E un sottoinsieme compattodi R ef: E - R
una funzione continua. Allora f assumein E un valore minimo e uno massimo. [

DIM. Proviamo che f(E) & compatto. Prendiamo una successione (yn)n di punti di f(E). Per
ogni indice n, esiste un x, O E tale che f(xn) = yn. Essendo E compatto, la successione (xp)n ha
una sottosuccessione (Xn,)k convergente a un punto x* O E. Per la continuita di f; la sottosuc-
cessione (f(xn))k = (Yndk di (Yn)n converge a f(x*) O f(E). Dunque f(E) & compatto. La tesi
segue oradal Lemma23. [

ESEMPIO. 4) Consideriamo la funzione f: [0, T — R definitadaf(x) = X
2+ JT+ x

immediato chef & continua e assumeil valore minimo 0. Dal Teoremadi Welerstrass segue che
f assume anche un valore massimo, anche se constatarlo direttamente non € del tutto banale.

Se la funzione non é continua o se il dominio non e compatto, la tesi del Teorema di
Weierstrass puod cadere in difetto.

ESEMPI. 5) Consideriamo ancora lafunzionef: R \ (0} - R definitadaf(x) = % E una

funzione continua, ma non e definita su un insieme compatto; non hané massimo né minimo.

. , _ - _ dgx, seex z 12 .
6) Consideriamo lafunzionef: [0,% - R definitadaf(x) = g) seax =12 " Questae
unafunzione definita su un insieme compatto, manon € ivi continua. Essa ha minimo, manon
ha massimo.

o . _ _ _, seex=0
7) Consideriamo ancora la funzione f: R - R definita da f(x) =01 seex<0"

Questa funzione non é definita su un insieme compatto e non € continuain O; tuttavia assume un
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valore massimo e uno minimo. Anche il Teorema di Weierstrass esprime dunque una condi-
zione sufficiente ma non necessaria.

Consideriamo ora le due funzioni di R in R definite daf(x) = sinx e g(x) = x2. Sappiamo
che esse sono entrambe continue. Fissiamo un € > 0 che possiamo pensare minore dil, e cer-
chiamo, per ogni xg reale, un & > 0 che soddisfi alla condizione di continuita. Sappiamo che,

nel caso dellafunzione sinx, basta prendere d = &.
Facciamo i conti per lafunzione x2 e partiamo daun xg > 1. Seé|x- x| < 1, s ha

X2 - X8| = |X - Xo| (X *+ Xo) = [X - Xo| (2% - 1).

. 3 . . .
Se e [x2 - x§| < €, deve essere anche [ - Xg| < %0 - 1° Dato €, s trovacheil d corrispondente

deve essere minore o uguae aﬁ chetende a0 a tendere di xg a+o. Si vede che, a dif-

ferenzadi prima, ora d dipende non solo da g, maanche da xy. Anzi, a tendere di xg ainfinito,
0 tende a 0. Non c'é dunque un d che, dato €, vada bene per tutti gli Xo.

DEFINIZIONE. Si dice che unafunzionef: E(0 R) - R € uniformemente continua in E
se, per ogni € > 0, esiste un & > 0 tale che, per ogni Xg O E, da |x - Xg| < & segue [f(X) - f(xg)| <
€.

Siccome guesta condizione deve valere per ogni Xg O E, il punto Xg non ha un ruolo diverso
daquelo di x. Dunque lacondizione di continuita uniforme puo essere cosi riformulata:

DEFINIZIONE. Si dice che unafunzionef: E(0 R) - R e uniformemente continua in E
se, per ogni € > 0, esiste un d > O tale che, per ogni X1, Xo O E, da [x1 - Xo| < & segue
[f(x1) - f(x2)| < €. In simboli:

(He>0)(00>0)(Hx1 0 E)(D x2 0 E)(IXy - X2f <0 U [f(x1) - f(x2)[ < €).

~ Ovviamente, ogni funzione uniformemente continua su E ivi continua, mentre non sussiste
il viceversa. Le funzioni x, sinx sono uniformemente continue, mentre si e visto che lafunzione
x2,nonlo & Si vede che non € uniformemente continua nemmeno la funzi ones . (Eserciziol)

Sussiste il seguente risultato del quale tralasciamo la dimostrazione.

TEOREMA 25. (Di Heine) - Ogni funzione continua definita su un insieme compatto &
uniformemente continua. [

Ancheil Teoremadi Heine da una condizione solo sufficiente per I'uniforme continuita.

ESEMPIO. 8) Proviamo che la funzione f(x) =V x e uniformemente continua in [0, +oof.
Per xo=1d ha

X-X X-X & s
x-xol | . ol chee<e seesoloseéx-x < 2.
VX + vV Xg

fix - T =

Dunque la f & uniformemente continua in [1, +oo[. Essa € uniformemente continua anche in
[0, 1] per il Teoremadi Heine. Mettendo assieme questi due risultati, si provafacilmente chela
f & uniformemente continua su tutto [0, +oo[. Ne lasciamo la verificaa chi studia.
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§8 ESERCIZI

1) La funzione f(x) :Iﬁ non e definitain due punti di . Per ciascuno di essi, si veda

se é possibile prolungare f per continuita.
2) Cosapuo dirs circalacontinuitadi una successione?

3) Determinare, attraverso I'individuazione dei punti di annullamento, i segni delle seguenti
funzioni (continue):

X(x - 1),

3. 23y2- 2\~ —/
-3 X+ 2)®

(x-1) cosx; (x-Tm)sin2x; (3-2srctgx) arctgx; X + 2Vx2 - 6.

4) Sfruttando ladefinizione di limite, s constati che &

_Vn+1__ . 27n+1_ i . [~ - N
n|—|>r-rl—100n+2 =0, nllmool_ Vn_-z’ nl_l,moo[n- n +2]_0’

Jn . n2-1 , . 2x-1
I|m arctgn+1—0 L”T-I]-oo on - T lem2x+1

=1
5) S ricerchino i seguenti limiti:

5 sinx
1-3x3 VX - 1 . 1 xsnTm

i 2 + S . L.
fim 02+ arctg); fim S Slst fim 2 Jim xarcsimfim g

VX - 2

. sin3x, . snx . . XSINXCOSX, tgx gx
Im& li li

. tgx |
x-0 X ' x%arctgx’ Jmarctgx’ X (arctgx)? ’ xnﬁm(m() xawzzx e

(arctgx)?2
sinx - Y1 - cosx

xﬂ'% (2x- mtgx; Xﬂr;rr)z tg2x (1 - sinx); )!Lr’rl tg% (x-21); )!m );

i X + sinx - X2tgXx. tgx - sinx VI - cosx - x2 i VI +Xx-v71I-X,
xm)3x-tgx+sin2x’ xnb sin3x ’x”bvl—cosxﬂz Xy X ’

3
Jim (2x-Vx2 + 1); Jim (x-Vx2 + 1); Jim X(Vx3+1-vVx2+1);

Jim, x(f/x3 + X - 3/x3 -x); Jlim (%(x +1)2 - %7(x - 1)2); lim %L + égjx;

im logx - 1, i 5X Sin3x - sin2x. i eS'nzx esinx lim 00
Xx-e X-€ ' ”131- X’ x"b log(x + 1) ekl XM ’

i i Ux- i 1/x2- i Mﬁx-l_ i X i 1/x-
Jing (s + cos g (cosg e iy BT fime i

. 10 . o . _
lim O + ,@‘ ; Jim, %. * im log ,(x + 1); lim_(sinvX+1 - sinVx- 1);

X -



108 - Capitolo Quinto

. eX-esinx o x2s5in(1/X) o2+ xpx, o log(l + sin?x)
J'm) x3 ’x%mg(ex-]_)’ xllrl‘ooD(Z-lg' JL 1-cosx -

6) S dimostri che non esistono i seguenti limiti:
lim cosx; Jim xsinx;  lim sinx2  lim xtgr.
X — 00 ' XS oo ! X— 00 ! X—r:% X

7) Si dimostri il seguente Teorema:

Sef. 1 =[a, b] - R euna funzione strettamente monotona ed assume tutti i valori compresi
traf(a) ef(b), alloraf e continua.

8) S dimostri che una funzione continua, periodica e non costante ha minimo periodo.
9) Si dimostri che la funzione f: [0, +o[ — R definita da f(x) = % non e uniformemente
continua.

10) Si provi che la composta di due funzioni uniformemente continue € uniformemente
continua.

11) Suaf unafunzione continuadi R in R esiaxlir_noof(x) =a XIi(anf(x) =B. Si dimostri
che f assume tutti i valori compresi (in senso stretto) traa e 3.

12) Siaf: 1 =]a, b[ - R unafunzione continuaesia)l(ima f(x) = )!irrk])f(x) = +c0, S dimostri
cheadloraf assumein| un vaore minimo.
13) Siaf: 1 — R unafunzione monotona definita sull'intervallo | e sia xg un punto interno

di 1. Si dimostri che esistono i limiti di f per x che tendere a Xy da destra e per x che tendere a xg
dasinistra. S dicacherelazione c'é fraquesti due limiti e il valore f(xg).



