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ESERCIZIO N. 1.

Si consideri la successione di funzioni (f,)n, con f, : R — IR definita da f,(z) = %
nix

(7) Si studi la convergenza puntuale e uniforme della successione.

La successione tende uniformemente a 0. Poiché le funzioni sono dispari, possiamo limitarci allo studio per
x > 0. Calcolando la derivata di f,, si trova il punto di massimo x = n~3/2, da cui

1
|fu(@)] < | fu(n™%?)| = N 0.

+oo +oo
(49) Si stabilisca se ¢ soddisfatta I'uguaglianza lim folz)de = / lim f,(x)dz
0

n—-+oo 0 n—-+oo

No. Infatti, per ogni n si ha

“+oo
JE

AT
; n(z)dr = |5 log nat)|

mentre oo
li " dz = 0.

“+o0
(79t) Si consideri la serie Z fn(x). Si studi la convergenza puntuale e uniforme della serie.

n=0

La serie converge puntualmente assolutamente. Infatti, per ogni > 0 si ha

nx 1 11

pr— < T a T o
1+ n3z2 %+n2z2 22 n2

e si conclude per confronto con la serie armonica di esponente 2.
Se z = 0 la convergenza € ovvia.

Invece non c’e¢ convergenza uniforme. Questo si vede applicando il criterio di Cauchy. Se la convergenza
fosse uniforme, fissato ad esempio ¢ = L. dovrebbe esistere n. tale che, per ogni n > n. e ogni p € IN,

10°
n-+p L !
o _ 1 . . .o .
Z 1532 < e.Prendendop=nez= N ottiene la contraddizione
k=n+1
i> (n+1)x n (n+2)z - 2nx >n n _ 21_
107 14+ (n+1)322 14 (n+2)3a2 1+ (2n)32? 1+ (2n)3a? 82
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri la funzione f : IR? — IR? definita da f(x,y) = ﬁ

() Si verifichi che lim f(z,y) =0 e si deduca che esistono max f e min f.
ll(z,) T || >+o0
Si ha
T ’ < 1
L+ 42921 7\ fa2 42

L’esistenza del massimo e del minimo si deduce dal teorema di Weierstrass applicato alla restrizione di f ad
un disco compatto al di fuori del quale la funzione verifica ad esempio |f(z,y)| < f(1,1).

(49) Si calcoli il gradiente di f.

1 2 2 T

(#it) Si determinino eventuali punti critici di f.

Non puod essere z = 0, perché si otterrebbe 1 + 2y? = 0, impossibile. Quindi necessariamente si ha y =0 e
|z] = 1. Abbiamo pertanto due punti critici: (—1,0)7 e (1,0)%.

(4v) Si studi il carattere dei punti critici di f.

Poiché la funzione ammette necessariamente massimo e minimo e abbiamo soltanto due punti critici, questi
devono essere un punto di minimo e un punto di massimo (assoluti). Si ha

min f = f(—1,0) = —%; max f = f(1,0) = %

(v) Si determinino il massimo e il minimo assoluti di f ristretta all’insieme E = {(z,y)” € R? : 2% —y? < 1}.

Nell’interno di £ non ci sono punti critici, quindi i punti di minimo e massimo devono appartenere all’iperbole

di equazione z? — y? = % Si osservi che ascissa x di tutti questi punti soddisfa |z| > % Sostituendo
y? = 2? — J nell’espressione di f si ottiene la funzione h :] — 0o, =] U [, +00[— R
1
h(z) = —
(@) = o

che ha massimo nel punto x = % e minimo nel punto —%. Pertanto si conclude

V2 V2
; max f=—.

minf =—-3= ma 3
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ESERCIZIO N. 3. Si consideri ’equazione differenziale

(B) o +2=f(t); f(t):{o set <0,

t set>0.

(i) Si determinino tutte le soluzioni locali dell’equazione (E) definite in | — oo, 0].

In questo caso possiamo risolvere 'equazione lineare x’ + 2 = 0, le cui soluzioni, su | — oo, 0], sono le funzioni
z(t) = Aet, con X € IR.

(#3) Si determinino tutte le soluzioni locali dell’equazione (E) definite in |0, 4o0].

In questo caso possiamo risolvere 'equazione lineare 2’ + x = ¢, le cui soluzioni, su ]0, +00[, sono le funzioni
x(t) = pe~t +t—1, con u € IR.
(#i7) Si determinino tutte le soluzioni globali dell’equazione (F), definite su IR.

t

Dobbiamo imporre che la soluzione Ae™ si raccordi con continuitd in 0 alla soluzione pe™ 4+t — 1, pertanto

si deve imporre A = p — 1. Pertanto le soluzioni sono le funzioni definite da

—1e ! set<0,
z(t) = (H,t ) B
pe Tt +t—1 set >0,

per ogni 1 € IR. Si noti che queste sono effettivamente soluzioni in quanto sono anche derivabili in £ = 0 con
2'(0)=1—p.

(iv) Sia ¢ : R — IR la soluzione di E che soddisfa ¢(—1) = e. Quanto vale ¢(1)?

Dalla relazione ¢(—1) = e si ottiene p = 2. Pertanto ¢(1) = 2e~ .
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ESERCIZIO N. 4. Si calcoli il baricentro del solido omogeneo ottenuto ruotando di 27 gradi intorno
all’asse x la figura piana
E:{(x,z)TGIRQ:JJEO, 0<z<e ™}

RISULTATO

1 T
(2’07“)

SVOLGIMENTO

Si calcola facilmente il volume integrando per sezioni rispetto all’asse z. La sezione S, € un disco di raggio
e~ . Pertanto
+o0 T
V:/ e 2 dr = <.
O 2
L’ascissa del baricentro ¢ pertanto

™

2 [T 1
aAc:f/ xme 2 dr = —.
0 2




