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ESERCIZIO N. 1. Al variare del parametro o € IR™ si calcoli il limite

L[ log (1+1%) at
om0t 1 cos(z?)

RISULTATO

Il limite ¢ —oo se a < 3. Il limite & f% se = 3. Il limite ¢ 0 se @ > 3.

SVOLGIMENTO

Per ogni o > 0 sia il numeratore che il denominatore della funzione in oggetto tendono a zero per z — 0,
quindi si puo applicare il teorema di de I’'Hopital.

2
- [ log (L+t)dt .y i log (1 + z%*) - 2z — log (1 4 22)

z—0t 1 —cos(z?) z—0+ 2z - sen (x?) -

r2a T

= lim sen (z2)
:E—>0+ 21‘3 T

o (log (1+z2°‘) gpatl _ log (1+m”) )

Dall’espressione scritta si deduce che il limite esiste finito se e solo se @ = 3, e in questo caso vale —2

5
Se invece a > 3 il limite & zero, perché il numeratore ¢ infinitesimo di ordine superiore del denominatore.
Viceversa se 0 < o < 3 il limite & —o0.
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri la funzione

1+ (z+1)?

fla) = 1422

() Si determinino eventuali asintoti di f e si stabilisca se la funzione f ¢ limitata su IR.

Si ha lim, 1 f(z) = 1, quindi la funzione ha asintoto orizzontale y = 1 a +oo. La funzione quindi &
limitata su IR. Infatti, per definizione di limite si ha |f(x) — 1| < 1 se |z| > K per qualche K > 0, e sul
compatto [— K, K] la funzione & continua e quindi limitata.

(49) Si calcoli la derivata di f.

—z?—z
Si ha f’(x) = %

(#it) Si determinino gli intervalli di crescenza, decrescenza e gli estremi relativi e assoluti di f.

La funzione & crescente in [%‘/5, _1%\/5] La funzione & decrescente in | — oo, _15‘/5} ein [_1'*2"/5, +oof. Il

_15 5 & punto di minimo assoluto, il punto _1'5\/5 € punto di massimo assoluto.

punto

(iv) Al variare di a € IR si determini il numero delle soluzioni dell’equazione f(x) = .
Se a < f(%‘/g) oa> f(_l%‘/g) l’equazione non ha soluzioni.

Se a = f(%\/g) oppure o = 1 oppure o = f(_l%\/g) I’equazione ha una soluzione.

Se f(*l?/‘?’) <a<lol<ac< f(%‘/g) Pequazione ha 2 soluzioni.

(v) Si determini la retta r tangente il grafico di f nel punto (0,2), e si trovino tutte le intersezioni di r con
il grafico di f.

L’equazione della retta tangente nel punto (0,2) ¢ y = 2 4+ 2. Ponendo a sistema le equazioni y = 2 + 2x e
y = f(z) si ottengono le soluzioni x = 0 (doppia) e z = f%. Pertanto le intersezioni di r con il grafico di f
sono il punto (0,2) e il punto (—1,1).
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ESERCIZIO N. 3. Si consideri la funzione

1+ (z+1)?
(4) Si calcoli una primitiva della funzione f.
Si ha ) )
x
= ]_ _— _—
/(@) +1—|—x2+1+x2
da cui

F(z) = 2 + log(1 + 2?) + arctg (z).

/;(/;f(t)dt)dx.

(49) Si calcoli I'integrale

Calcoliamo
1 1 1 1
/ (x +1log(1 4 z?) + arctg (:z:)) dx = 5 +/ log(1 4 2?) dz + / arctg (z) dz.
0 0 0

Integrando per parti si ha

2

1 1
/0 log(1 + 2%)dz = [z log(1+x2)](1)—2/0 #dw:lOg(Q)_2+g

1 1
1 T 1

= — _ = — — =1 2
/0 arctg (z) dv = [z arctg (a:)]o /0 T2 dx 173 0g(2)

L’integrale cercato vale quindi %T’T + %.
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ESERCIZIO N. 4. Si consideri la funzione definita da

log =
f(x):/o ’ e dt.

() Si determinino il dominio dom f, gli zeri e i segni di f:

domf =]0,4+o0], si ha logz < 0sex < 1lelogz >0sex > 1, logl =0, et >0 per ogni t. Pertanto
flz)<0seO<az<l, f(x) >0sexz>1, f(1)=0.

(i) Si provi che per ogni z € domf si ha f(1) = —f(z):

Con il cambio di variabile s = —t si ottiene

—logz log x
1) = = — 5 ds = —f(x).
f(3) /0 e t /0 e s f(z)

(#it) Si caleolino f'(x) e f"(z):

: 1 1
f/(l’) _ eflogz(x) - f”(I) = e~ log?(z) |

- ?(1+210gx).

(iv) Si determinino gli intervalli di concavita, convessita e i punti di flesso di f:

Siha f"(z) =0sexz=e2, f'(2) >0se 0 <z < e 2, f'(x) <0sex >e 2. Pertanto f & convessa su

10,z < e*%], concava su [e” 2, +oo[ex = e~z & un punto di flesso discendente.

(v) Si provi che la funzione f & limitata sul suo dominio:

Osserviamo che f'(x) > 0 su domf, quindi la funzione f & crescente, inf f = lim f(z)esup f= lim f(x).
r—0Tt r——+00

Sihae® <lsetc [0,1] e e~ < e tset>1. Pertanto
1 2 “+o0 2 “+o00
/e*t dt<1 e / et dtg/ e tdt =1.
0 1 1

1 5 “+ o0 R
sup f = lim f(z) = / e " dt +/ e dt <2.
0 1

T—r—+00

Di conseguenza

Inoltre, per la simmetria provata in (i),

inf f = ;cli>r(()1+ f(z)= lim f(2)=- lim f(z)> -2

T —+00 T—+00




