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1 La derivata direzionale

In questa sezione, E sara un sottoinsieme aperto di RY, x; un punto di E
e f : EF — R una funzione. Vogliamo estendere il concetto di derivata gia
introdotto nel caso N = 1. Iniziamo con il fissare una “direzione”, ossia un
vettore v € RY tale che ||v]| = 1 (detto anche “versore”). Chiamiamo, se
esiste, “derivata direzionale” di f in xy nella direzione v il seguente limite

lim f(xo +tv) — f(x0)
t—0 t

Y

che verra indicato con il simbolo

0
L (a0,

Se v coincide con un elemento e, della base canonica (ey,es,...,ey) di RY,
la derivata direzionale si chiamera “derivata parziale” k—esima di f in xg e si
indichera con

of

5y, (@0) -
Ty
Se Lo = (l'(l)ax& s 7x9V)7 si ha quindi:
ﬁ(mo) = lim fla@o +ter) — f(xo)

oxy, {0 t
:hmf(x(f,xg,...,x%+t,...,:1;?v) — f(20,29, .. 2 a2
t—0 t ,

per cui si usa parlare di “derivata rispetto alla k—esima variabile”.

Esistono delle funzioni che, pur avendo derivate direzionali in tutte le possi-
bili direzioni, non sono continue. Ad esempio, la funzione f : R> — R definita
da

4,2

L se (x
flz,y) = (x4 + y?)? (z,y) # (0,0),

0 se (l‘ay) = (O’()))



ha tutte le derivate direzionali nulle in @y = (0,0), ma non ¢ continua in tale
punto, come si vede considerando la restrizione alla parabola {(x,y) € R? :
y = x?}. Questo fatto ci porta a cercare una generalizzazione pilt appropriata
del concetto di derivata.

2 Il differenziale di una funzione a valori sca-
lari

Definizione. Diremo che la funzione f ¢ “differenziabile” in xy se esiste una
applicazione lineare { : RN — R per cui si possa scrivere

f(x) = f(xo) + l(x — o) + (),
dove r & una funzione tale che

m @) g
== [[@ — o

Se f é differenziabile in xq, I’applicazione lineare ¢ si chiama “differenziale” di
f in xq e si indica con il simbolo

Teorema. Se f é differenziabile in xq, allora f é continua in x.

Dimostrazione. Sappiamo che I'applicazione ¢ = df(xg), essendo lineare, ¢
continua e £(0) = 0. Ne segue che

lim f(z) = lim [f(zo) + ((z — z0) + ()]

x—xQ T—x20

= f(xo) + £(0) + wli_)nrcclor(m)
= f(xo) + lim ﬂ lim ||x — x|

T—xQ ||$ — m0|| x—x0

= f(=).

Seguendo un’abitudine consolidata per le applicazioni lineari, si usa spesso
scrivere df (xo)h invece di df (xo)(h).

Teorema. Se f ¢ differenziabile in x(, allora esistono tutte le derivate di-
rezionali di f in xy: per ogni direzione v € R" si ha

of B
%(a:o) = df (x)v.



Dimostrazione. Usando la definizione di differenziale, abbiamo

flao +1v) = flzo) _ . df(@0)(tv) + (o +tv)

lim

t—0 t t—0 t
_ PI% tdf (xo)v —I;r(azg + tv)

t
— df(awopv + i " TV,

d’altra parte, essendo ||v|| =1, si ha

@)

=m0 [|@ — o |

i r(xo + tv)

t—0

:07

da cui la tesi. m
In particolare, se v coincide con un elemento ey della base canonica (e, es,
.,en), si ha:
of
——(xg) = df(xp)e
5 wk( 0) = df (zo)ex

Scrivendo il vettore h € RY come h = hie; + hoes + ... + hyey, abbiamo

df(wo)h = hldf(:zzo)el + thf(CUo)BQ + ..+ hNdf<£C0)eN

0 of of

o (wo)+h2a2( 0) + '-+hN%(m0)7

ossia
.’Bo h E
Ga:k

Introducendo il vettore “gradiente” d1 f in x

Vf(xo) = (g_i(mo)ag—xf?(wo)wwi—{v(iﬂo)) )

si puo scrivere

df (xo)h =V f(20) - b

3 Funzioni di classe C!

Il seguente risultato ¢ noto come “teorema del differenziale totale”.

Teorema. Se f possiede le derivate parziali in un intorno di x, ed esse sono
continue in xg, allora f é differenziabile in x.

Dimostrazione. Supporremo per semplicita di notazioni N = 2. Definiamo
I'applicazione lineare ¢ : R* — R che ad ogni vettore h = (hy, hy) associa

of of

8:(71 (wo)hl + a_Q(CEQ)h

((h) =



Vedremo che /¢ e proprio il differenziale di f in xy. Intanto, e lineare, come si
vede immediatamente. Inoltre, scrivendo @y = (29,29) e © = (z1, x5), per il

teorema di Lagrange si ha

f(@) = fmo) = (f(w1,22) — f(a1,72)) + (f (2], 22) — f(a1,25))

0 0
~ Lo - a8) + 508 ) (w2~ aD),

per un certo & € ]xY, z1[ e un certo & € |29, z5[. Quindi,

r(@) = f(x) = f(®o) — l(z — x)

{ f(fla Tp) — gjl(xl,xg)} (21 — 29) +
+ [§f< 06— 2Lt ) (22— ),

ed essendo |z, — 20| < ||x — xo| € |22 — 25| < ||l — 0],

()| of of

0
H:IZ—:BOH ax1(§1’ 2) a 1(.%'17332)

Facendo tendere & a @, si ha che (&1, x9) — (29,29) e (29,&) — (29, 29) per

cui, essendo g—g{l e gf continue in xy = (29, 29), si ha
L @)
== [[@ — o

_O’

da cui la tesi. n

Diremo che la funzione f & di classe C! su E se f possiede le derivate
parziali ed esse sono continue su tutto E. Dal teorema precedente segue che
una funzione di classe C! ¢ “differenziabile su E”, ossia in ogni punto di E.

4 Derivate parziali successive

Supponiamo, per semplicita, N = 2. Consideriamo FE, un insieme aperto di
R? e una funzione f : E — R che abbia le derivate parziali 86_:51’ g—{é in tutti i
punti di £. Se esse posseggono a loro volta derivate parziali in un punto x,
queste si dicono “derivate parziali seconde” della f in @x( e si denotano con i

simboli

92 f o of 92 f o of
3_30%(330) 8x 8561 ( ) ’ 8.73281’1 (:BO) 81’2 8%1 ( )
9 f o of 9 f o of

P10, ) = B 9y )0 323 (@) = 5 g, (@)



02 f 02 f
0x20x1’ Ox1072

Teorema (di Schwarz). Se esistono le derivate parziali seconde
in un intorno di xo ed esse sono continue in xq, allora
0% f 0*f
8w28x1 (93518332

(xo) =

(o) -

Dimostrazione. ! Sia p > 0 tale che B(xg,p) C E. Scriviamo o = (z9, 1)) e
prendiamo un & = (z1,72) € B(xo, p) tale che 1 # ¥ e zo # x3. Possiamo
allora definire

[y, 22) — flay,29)

Ty — 29 ’

f(x1,m9) — f(a), 2) _

zy — 29

g($1,$2) = h(mlaxQ) =

Si verifica che vale 'uguaglianza

g(x1, 22) — 9(37?»$2) _ h(xq,z2) — h(ml,xg)
xy — 29 Ty — 19 '

Per il teorema di Lagrange, esiste un &; € |z9, x| tale che

p) B
g(xy,22) — g(2Y,22) Oy a—xfl(fbmz) — a—i(fbl’g)

ry — 2 - On (€1,22) = Ty — 19 ’
ed esiste un & €|z, zo[ tale che
9 d
har,22) = by, ) _ Ok (&) — (. &)
0 = (71,&2) = 5 )
Ty — Ty (9@ ry — 29

Di nuovo per il teorema di Lagrange, esiste un ny € |29, 75| tale che

38_;51(617:172) - aa_gi(gbajg) . a2f

Ty — a3  Omp0xy (61,m2)
ed esiste un 7y €2y, 2] tale che
g0 8) (@ 6) | &F
xr1 — 3;'(1) 81'1833'2 ’ .

Quindi,
*f >’f
m(&ﬂb) = 92107, (11, &2) -
Facendo tendere & = (71, 22) a o = (29, 29), si ha che sia (£1,72) che (n1, &)
tendono a xg, e per la continuita delle derivate seconde miste si ha la tesi. m

Diremo che la funzione f & di classe C? su E se f possiede tutte le derivate
parziali seconde ed esse sono continue su tutto E. Dal teorema precedente
segue che se una funzione di classe C?, le derivate parziali “miste” sono uguali.

IDimostrazione solo accennata a lezione.



E utile definire la “matrice hessiana” di f nel punto x:

9? 92
a—é(%) fol (o)

Hf(wo) = ;
EL (@) Lh(mo)
Bmlaxg 0 Bxg 0

se f & di classe C?, si tratta di una matrice simmetrica.

Quanto sopra si puo estendere senza difficolta alle funzioni di N variabili,
con N qualunque. Se f ¢ di classe C?, la matrice hessiana risulta allora una
matrice simmetrica del tipo N x V.

Procedendo per induzione, si possono definire le derivate parziali n—esime
di una funzione. Si dice che la funzione f e di classe C" su F se f possiede
tutte le derivate parziali n—esime ed esse sono continue su tutto F.

5 La formula di Taylor

Supponiamo ora che f : E — R sia una funzione di classe C"™!, per un certo
n>1.

Consideriamo come sopra, per semplicita, il caso N = 2. Introduciamo le
seguenti notazioni:

9, 9,
DJJ = 3. > D&? = 3. >
! 8[E1 2 8x2
> _ O __®
T Qad ST Qw1 0wy 2 Qa3

e cosi via, per le derivate parziali successive. Si noti che, per un vettore

h = (hy, hy) € R?, si ha
df (®o)h = h1 Dy, f(20) + h2Da, f (o) ,
che risultera conveniente scrivere
df (xo)h = [h1 Dy, + ha Dy, ] f(20) -

In questo modo, possiamo pensare che f viene trasformata dall’operatore
[h1 Dy, + hoD,,] nella nuova funzione [hyD,, + hoDy,|f = hi Dy, f + hoDy, f.

Dati due punti 2y e  in RY, si definisce il “segmento” che li congiunge:
(g, 2] = {xo + t(x — x0) : t €]0,1]};
analogamente, scriveremo
o, [ = {xo + t(x — () : t €]0,1[ }.

Supponiamo ora che [z, x| sia un segmento contenuto in E e consideriamo la
funzione ¢ : [0, 1] — R definita da

o(t) = f(xo + t(x — x)) -

6



Dimostriamo che ¢ ¢ derivabile n 4 1 volte su [0,1]. Per t € [0, 1], essendo f
differenziabile in wy = @ + t(x — @), si ha

f(u) = f(uo) + df (uo)(u — ug) + r(u),

con

lim M =0.
s T —
Quindi,
lim M = lim f(@o + s(@ — 20)) — tf(e’ﬁo +t(x — xp))
s—1 S — s—t g —
 lim df (xo + t(x — o)) ((s — t)(x — x0)) + (20 + (T — X))
s—t s—1
= df (xo + t(x — ) (T — ) + lim r(xo —I—Ss(_:z:t— x)) |
ed essendo
lim r(@o + s(@ — xo)) — | |r(u)| |l —xo|| =0,
SR i [ o]
si ha
¢'(t) = lim M =df (xy + t(x — x0))(x — o) .

s—t S—t

Con le nuove notazioni, ponendo & — &y = h = (hy, hs), abbiamo
@' (t) = [h1 Dy, + hoDy,] f(xo + t(x — x0)) = g(x0 + t(x — 2Y))

dove ¢ ¢ la nuova funzione [hyD,, + heD,,]f. Possiamo allora iterare il pro-
cedimento, e calcolare la derivata seconda di ¢:

¢"(t) = [hDqy + hoDy,]g(xo + t(x — 20))
= [thm -+ hQDZQ][thxl -+ thm]f(wo -+ t(CB — :1:0)) .

Per brevita, scriveremo
¢"(t) = [hDa, + ho Dy, | f (2o + t(x — x0)) .

Notiamo che, usando la linearita delle derivate parziali e 'uguaglianza delle
derivate miste (teorema di Schwarz), si ha

[hi Dy, + hoDy,)*f = hiDZ f + 2hihe Dy, Dy, f + h3D2_f
= [h{D2, + 2h1hs Dy, D, + h3D2 1 f .

Osserviamo che I’espressione

[hi Dy, + hoDy,)* = [WD2, + 2h1hy Dy, Dy, + h3D? |

7



si ottiene formalmente come il quadrato di un binomio. Procedendo in questo
modo, si puo dimostrare per induzione che, per k =1,2,...,n+ 1, la formula
della derivata k—esima di ¢ e

0" (t) = [h Dy, + haDay)" f(ao + t(a — @0)),

e che, usando formalmente la formula del binomio di Newton, si ha

k
et =[5 (ot
§=0
(in questa formula, i simboli D? L€ DgQ vanno interpretati come 'operatore
identita).

Per poter scrivere agevolmente la formula di Taylor, introduciamo la no-
tazione

d* f(@o)h* = [ Dy, + haDay]* (o) .

Teorema. Sia f : E — R di classe C"™! e [z, x| un segmento contenuto in
E. Allora esiste un € € |x, x| tale che

f(w) - pn($> + Tn(m) )

dove
1 1
p(®) = f(wo)—irdf(:co)(w—wo)—ir§d2f(:c0)(w—a:0)2+. : .—|—Ed”f(w0)(a:—:c0)"
é il “polinomio di Taylor di grado n associato alla funzione f nel punto x,” e
o 1 m—+1 n+1

e il “resto di Lagrange”.

Dimostrazione. Per la formula di Taylor applicata alla funzione ¢, si ha

8(1) = 6(0) + (Ot + 3¢ (OF + .-+ 6O + s,

n! (n+1)!

per un certo £ €]0,t[. La formula cercata si ottiene prendendo ¢ = 1 e sos-
tituendo i valori delle derivate di ¢ trovati sopra. |

Il polinomio di Taylor si puo anche scrivere nella forma compatta
~ 1
pal) = Y 13 Flao) (@ — o)
k=0

con la convenzione che d°f(xy)(x — xo)°, il primo addendo della somma, sia
f(xp). Si ha quindi

n

pal@) = 3 21lley = DD, + (22 — ) Dl (20

k=0

B k! (Z <j) Wf@g@(mo) (21 — 20 (g — l”g)j> ‘
—0 0

k j=



Puo essere utile la seguente espressione per il polinomio di secondo grado:

po(a) = Flo) +V f(mo) - (2 — w0) + 3 (Hf (@)@ — 20)) - (@ — ).

Il teorema sopra dimostrato resta valido per qualsiasi dimensione N, pur
di interpretare correttamente le notazioni: ad esempio, per un vettore h =
(hi,ha, ..., hy), si dovra leggere

d* f(xo)h* = [h Dy, + hoDy, + ... + hy Dy JF f(220) .

6 Il differenziale di una funzione a valori vet-
toriali

Sia F un sottoinsieme aperto di RY, &y un punto di £ e f : £ — R una
funzione.

Definizione. Diremo che la funzione f ¢ “differenziabile” in x se esiste una
applicazione lineare { : RN — RM per cui si possa scrivere

f(x) = f(zo) + l(x — x0) +1(x),
dove r & una funzione tale che

m ") _g.
== || — |

Se f é differenziabile in xq, I'applicazione lineare ¢ si chiama “differenziale” di
f in xq e si indica con il simbolo

df (zo) -

Siano f1, fa, ..., far le componenti di f, per cui

f(il?) = (f1<32>,f2(33), e 7fM(w>> :

Teorema. La funzione f e differenziabile in xy se e solo se lo sono tutte le
sue componenti. In tal caso, per ogni vettore h € RN si ha

df (zo)h = (dfi(zo)h, df2(xo)h, . .., dfs(zo)h) .

Dimostrazione. Considerando le componenti nell’equazione

f(x) = f(zo) + lU(x — o) + (),

possiamo scrivere
fi(®) = fj(xo) + (2 — @0) + 75(2) ,
con j =1,2,..., M, e sappiamo che

r(z) rj(x)

lim =0 <= lim =0 perognij=12,....M,
| B | | B |
da cui la tesi. n



Il teorema precedente permette di ricondurre lo studio del differenziale di
una funzione a valori vettoriali a quello delle sue componenti, che sono funzioni
a valori scalari.

E utile considerare la matrice associata all’applicazione lineare ¢ = df (x),
data da
61(61) 61(62) Ce El(eN)
62(61) gg(Bg) Ce 62(61\1)

KM(‘el) EM(’GQ) Ce EM('BN)

dove ey, es,...ey sono i vettori della base canonica di RY. Tale matrice si
chiama “matrice jacobiana” associata alla funzione f nel punto x, e si denota
con J f(xp). Ricordando che

of;

8—%(330) = dfj(wo)ek )

conj=1,2....Mek=12,... N, siottiene la matrice

gt (o) gi(@0) -+ o (ao)

ox1 Oxo orn

Tf(zo) = | 52(x0) 52 (o) -+ 52 (a0)

far Ofar Ofar
%f(wo) %(wo) "' %(wo)
Studiamo ora la differenziabilita di una funzione composta.
Teorema. Se f : E — RM ¢ differenziabile in xy, E' & un aperto di RM
contenente f(E) e g : E' — RE ¢ differenziabile in f(x,), allora g o f &
differenziabile in xg, e si ha

d(g o f)(xo) = dg(f(x0)) o df (z0) -

Dimostrazione. ? Ponendo y, = f(x), si ha

f(x) = f(zo) +df (x0)(x—20) +71(2) , 9(y) = 9(Yo) +dg(Yo)(Y—Yo) +72(y) ,

con
TR 1GNP T P 1) I

— =0.
x—x) ||1B—330|| Y—Y% ||y_y0||

Introduciamo la funzione R, : B/ — RE cosi definita:

ro(y

\wﬁﬁu * Y7 Y,
Rz(y): 0

0 sey=1-

2Dimostrazione non svolta a lezione.

10



Si noti che Ry ¢ continua in y,. Allora

9(f(®)) = g(f(@0)) + dg(f(@0))[f (®) — f(20)] + r2(f(2))
= 9(f(0)) + dg(f(x0))[df (w0)(x — @) + 71()] + ra(f ()
9(f () + [dg(f(20)) o df (zo)]( — 20) + 73(2) ,

dove

r3(x) = dg(f(20))(ri(x)) + ra(f(x))
= dg(f(0))(r1(x)) + [ f(x) — f(0)|| Ra(f (x))
= dg(f(x0))(ri()) + [|df (zo) (2 — x0) + r1 () || Ra(f () -

8

Quindi,

iz < o (55|
= ozl

(o (=) |+ o) vt

Se & — X, il primo addendo tende a 0, poiché dg(f(xg)) & continua; f & con-
tinua in @ e Ry ¢ continua in Yy, = f(xo) con Rz(y,)) = 0, per cui || Ra(f(x))]|
tende a 0; df (), essendo continua, € limitata sull’insieme compatto B(0,1).
Quindi, si ha che

@l

@ [[@ — o
Ne segue che go f ¢ differenziabile in xy con differenziale dg(f(xo)) o df (xy). m

Come noto, la matrice associata alla composizione di due applicazioni li-
neari ¢ il prodotto delle due matrici corrispondenti. Dal teorema precedente
abbiamo quindi la seguente formula per le matrici jacobiane:

J(go f)(zo) = Jg(f(x0)) - J f(20)

ossia
O(go d(go 16) 0
(gz{)l (330) T (agx]{,)l (930) aii (f(mo)) T ayg;[ (f(mO)) gill (wO) e aailv (wo)
o. o: 16) : .”8 F: 3] : ”.8 :
8%&:{)L (CBO) T a(g;cfm)L ("BO) 8%,:(] (:130)) e 85_164( (:130)) GLII\;[(J:Q o %(wo)

Ne segue la formula per le derivate parziali:

d(go f); d9; 0 dg; P 94, 9
(szf)(fBo = 851 (f(mo))a_it(fvo) + 8§Q(f(:vo))a—£(mo) +ot ang(f 0))%(‘%)
M
_ 9gi of;
- k=1 9y; (Flo ))aﬂik( o)

dovet=1,2,...,Lek=1,2,...,N.

11



7 Il teorema della funzione implicita

Teorema. Siano Q C R x R un aperto, g : Q — R una funzione di classe C*
e (zo,yo) un punto di §) per cui si abbia:

0
9(z0,90) =0 a—z(xo,yo) £0.

Allora esistono un intorno aperto U di xg, un intorno aperto V di y, e una
funzione n : U — V di classe C! taliche U x V C Qe, presiz € U ey €V, si
ha:

g(r,y) =0 <= y=n().

Inoltre, la funzione n ¢ di classe C! e vale la formula

%z, (x))
Nz) = =222 27
T = )

La funzione 7 risulta definita “implicitamente” dall’equazione g(x,y) = 0; il
suo grafico e l'insieme

Gr(n) ={(r,y) €U xV : g(x,y) = 0}.

Dimostrazione. Supponiamo ad esempio g—z(xo,yo) > 0. Per la proprieta di

permanenza del segno, esiste un § > 0 tale che, se |[x — x| < 0 e |y — yo| < 9,

allora g—z(x,y) > 0. Quindi, per ogni x € [xg — 0, x¢ + J], la funzione g(x,-) &

strettamente crescente su [y — 6, yo + 6]. Essendo g(xo,40) = 0, avremo che

9(xo, 50 —6) <0 < g(x0, Y0 +6).

Per la permanenza del segno, esiste un ¢’ > 0 tale che, se x € [xg — ', 29+ 0],
allora

g(xay()_(s) <0<g(xay0+5)

Definiamo U =]zg — 0,20+ 0'[ € V =]yo — 9,0 + 0. Quindi, per ogni z € U,
siccome g(z, ) & strettamente crescente, esiste uno ed un solo y € |yo — 9, yo+9]
per cui g(z,y) = 0; chiamo n(x) tale y. Resta cosi definita una funzione 7 :
U — V tale che, presix € U e y € V, si ha:

9(r,y) =0 <= y=n(z).

Per vedere che 7 ¢ continua, fissiamo ora un z € U e dimostriamo la continuita
in z. Preso un x € U e considerata la funzione + : [0,1] — R x R definita da

Y(t) = (2 +t(z — 2),n(Z) + t(n(x) — (7)),

applicando il teorema di Lagrange alla funzione go-y si ha che esiste un £ €10, 1|
per cui

g(x,n(x)) — g(z,1(T)) = g—i(v(f))(iﬂ —z)+ = (7(€))(n(x) — n(z)).

12



Essendo g(z,n(x)) = g(z,n(Z)) = 0, si ha che

Jg (
_ 2(v(¢ _
n(z) = n(z)] = |5 |z — 7|
5 (v(&
Siccome le derivate parziali di g sono continue e g—z ¢ non nulla sul compatto
U x V, si ha che |g—i(7(§))(g—g(7(§)))*l| ¢ limitato superiormente e ne segue la

continuita di n in z. Resta da vedere la derivabilita: procedendo come sopra

si ha che 5
n@) — (@) 206)
T 2 (1©)
con v(§) appartenente al segmento che congiunge (z,7(z)) con (z,n(zx)). Se =
tende a Z, si ha che (&) tende a (Z,n(z)) e quindi

n(z) —n(@) @)

77/(5:) = lim — = T 89/~ -\
S %5 (7))
Ne segue che 7 ¢ di classe C. |

8 Il teorema della funzione implicita -
caso generale

Vediamo come si generalizza il teorema della funzione implicita. Conside-
reremo un insieme aperto 2 di R™ x R e una funzione ¢ :  — R", di classe
C'. Quindi, g ha N componenti

g(may) = (gl(mvy)a s ,gN(:B,y)) :

Qui x = (71,...,2y) € RM ey = (y1,...,yn) € RY. Useremo la seguente
notazione per le matrici jacobiane:

9 0 d B
%(way): : : ; a—y(iﬂ,’y)z : .. :
B 0
G (@y) - G (2, y) 5 (3, y) - - - 205 (, )

Teorema. Siano 2 C R™ x RY un aperto, g : Q — RY una funzione di classe
C' e (zg,y,) un punto di Q per cui si abbia:

dg
9(To,yp) =0 det @(aﬁo, Yo) #0.

Allora esistono un intorno aperto U di xy, un intorno aperto V di y, e una
funzionen : U — V di classe C! taliche U xV CQ e, presiz € U ey €V, si
ha:

gz, y) =0 <= y=n(z).
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Inoltre, la funzione n & di classe C* e vale la formula
-1
(@) =~ (Fe@n(e)) i@,

Dimostrazione. ® Faremo la dimostrazione per induzione su N.

Nel caso N = 1e M > 2, si procede in modo del tutto analogo a quanto gia
fatto nel caso M = 1. Bastera prendere, al posto dell'intervallo [xo—d, xo+4], la
palla chiusa B(zxg,d), e similmente per gli intorni aperti di xy, per dimostrare
I’esistenza e la continuita della funzione 7. Resta da vedere la derivabilita:
considerato & = (71, ..., Ty ), prendiamo ora = (T1+Ah, ..., Ty ); procedendo
come in precedenza, si ha che

@4 hy . Ey) — (T, T 2L(~(¢))
h S(v(6)

con y(&) appartenente al segmento che congiunge (Z,7n(&)) con (x,n(x)). Se
h tende a 0, si ha che v(£) tende a (Z,n(Z)) e quindi

_ B ~ ~ o0
O gy = gy MELA P Ba) =@y Zar) 5 (B, 1(R))
o " %(@.0(@)
Analogamente si calcolano le derivate parziali rispetto a xs,...,x,, per cui si

vede che 7 ¢ di classe C! e

O Pp——— Yy

% (a, n(x)) O

Supponiamo ora l'enunciato valido fino a N — 1, per un certo N > 2 (e
M > 1 qualsiasi) e dimostriamo che vale anche per N. Useremo la notazione

U= (Y, Yn-1),
per cui scriveremo y = (gy, yn). Siccome
dg1 B}
8y1( O’yO) 35;, (a"07'y0)
det : . : #£0,
dgn P
Byr ( To, Yo) - azx( 0, Yo)

almeno uno degli elementi dell’ultima colonna ¢ non nullo. Possiamo sup-
porre senza perdita di generalita, eventualmente permutando le righe, che sia

D95 (4, y,) - 0. Serivendo g, — (5, 43, con § = (40,...,y%_,), sard
~ 391\/
gn (o, 91, yk) =0, ayN(wo,yl,yN) #0.

3Dimostrazione non vista a lezione.
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Allora (caso unidimensionale) esistono un intorno aperto U; di (g, #)), un
intorno aperto Vi di 4% e una funzione 7, : U; — Vy di classe C* tali che
Up x Viy C Q, per cui si abbia: se (,9;) € Uy e yy € Vi,

QN(%?IU?JN) =0 <= yn= 771(33;@1) )

~ 1 dgn
J771 (a:a yl) (‘)gN

T (@ 3,))) O, I8

Possiamo supporre U; della forma U x V;, con~U intorno aperto di @, e Vi
intorno aperto di @(1). Definiamo la funzione ¢ : U x V; — R¥~! ponendo

¢($, @1) = (gl(mv @17 771(%@1)% s agN—l(w73~/17771(w7 @1))) :
Per brevita, scriveremo

Ja,...,.N—1) (wa '!J) - (gl(wa y)a s 79N—1(wa y)) .

Notiamo che ¢(xo, %°) = 0 e che, essendo 7 (xo, 7°) = ¥,
dp ~0 a9(1,.‘.,N—1) a9(1,...,1\/—1) om
8~ ( Ouyl) a—gl(wmyO) + W( 07y0)ay1 (w07y1) (*)

Inoltre, siccome gn(x, Yy, m(x,y,)) = 0, per ogni (x,y,) € Uy, differenziando
si ha:

dg dg om
0 8~N (w()? y()) + ayg (wOJ y0)8~ (wOJ yl) (**)
Scriviamo
0 dg(1,..N—
fb(mﬂ)y> —Nl)(mﬂ)y0>
0¢ 1 Y, Oyn
0y __
det — 5 (%0, 91) = 555 det )
Y ayN( 07y0) 0 \ agN(w )
ayN anO

avendo usato la notazione di matrice suddivisa a blocchi. Sostituendo le due
uguaglianze (%), (x*) e usando le proprieta dei determinanti, si ha:

0% o | 991,...N—1)
—— (0, 1) = (z0,y0)
1o} 0
det Y1 8yN _
0 \ %@0790)
9g(,..., -1 99a1,...N—1) ony o | 99q1...., —1
e i (%0, y0) + oy ( ,yo)ale(xoayQ ay (%0, v0)
dgn gN 0 0 \ dg
6‘3}1< 0, 0)+a N(ﬂfoayo)a~ (%0,77) 73@/ (z0,%0)
_ 9y 9 Om, — -oy| 99
det (3171 (w0, y0) + oy ( O’yO)agl( 0,71) 8yN(x0’y0)




Abbiamo quindi

~ 0 N
(@0, i) =0,  det 22 (2o, 0) £0.
ayl

Per l’1p0t681 induttiva, esistono un intorno aperto U di @, un intorno aperto
Vi di y1 e una funzione 7, : U — V; di classe C! tali che U x V; C U x VI, per
cui si abbia: per ogni x € U e y, € V4,
o(x,9,) =0 = gy =mn().
In conclusione, per € € U e y = (Y,,yn) € V4 X V3, si ha:
9(1,...,N—1)(337 Y1, yN) =0
9N(337y17?JN) =0
9(1,...,N—1)(w7 Y1, yN) =0

9g(z,y) =0 <=

< ~
Yn = 771<£E,y1>

— ¢<w7@1> :q
Yn = 771(“%’!/1)

— Yy = m2(x)

— — = =

Yn = 771<w73~/1>
=  y=(n@),n(znx)).

Ponendo V' = V; x Vj, resta pertanto definita la funzione n: U — V:

n(®) = (n2(2), m(z,n2(2))) -

Tale funzione & di classe C', siccome lo sono sia 17, che 1. Siccome g(x, n(x)) =
0 per ogni € U, se ne deduce che che

S @n(@) + 52 () Jn(@) =0,

da cui la formula per Jn(zx). n

9 M —superfici

Indichiamo con I un rettangolo di RM, dove 1 < M < N. Avremo quindi:
I = [al,bl] X [ag,bz] X ... X [CLM,bM] .

Definizione. Chiameremo “M —superficie” in RY una funzione * o : I — RV
di classe C'. Se M = 1, o si dira anche “curva”; se M = 2, si dira semplice-
mente “superficie”. L’insieme o(I) é detto “supporto” della M —superficie o.
Diremo che la M —superficie o ¢ “regolare” se, per ogni w interno ad I, la
matrice jacobiana Jo(w) ha rango M.

4Le derivate parziali di o devono essere continue su tutto I e nei punti di frontiera
vanno intese, se necessario, come derivate destre o sinistre. Equivalentemente, si potrebbe
estendere o ad una funzione di classe C'! definita su un aperto contenente I.
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Consideriamo da vicino il caso N = 3. Una curva in R? ¢ una funzione
o : [a,b] = R3 o = (01,09,03). La curva & regolare se, per ogni ¢t €]a, b,
il “vettore derivata” (o “vettore velocita”) o'(t) = (o1(t),05(t),o%(t)) € non
nullo. E individuata una retta, passante per il punto o(t), avente la direzione
di o’(t); essa ¢ detta “retta tangente” alla curva nel punto o(t). Si definisce il
seguente “versore tangente”:

o)
lo' (&)1l

Una superficie in R? ¢ una funzione o : [ay, by] X [as, bz] — R3. La superficie

& regolare se, per ogni (u,v) € Jar, bi[ x Jag, bo[, i vettori 22(u, v), 42 (u,v) sono

To(t) =

linearmente indipendenti. E individuato un piano, contenete il punto o(u,v),
parallelo al piano generato dai due vettori %% (u,v) e 92(u, v); esso & detto “pi-
ano tangente” alla superficie nel punto o (u, v). Si definisce il seguente “versore
normale”:

g (1, v) x §2(u, v)

195 (u,v) x G2 (u, )|

Esempi. 1. La superficie o : [0, 7] x [0, 7] — R? definita da
o(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu)
ha come supporto la semisfera

{(z,y,2) : 2> +9y* + 2> = R*,y > 0}.

Calcolando
0
a—g(u, v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, —Rsinu) ,
u
do . . .
a—(u,v) = (—Rsinusinv, Rsinucosv,0),
v

vediamo che

do

%(u,v) X 8—Z(u,v) = (sin®u cos v, sin®u sin v, sin v cos ) .

Essendo

do do
%(uav) X %(U, U)

=sinu,

si tratta di una superficie regolare, e si ha:
Vy(u,v) = (sinu cosv, sinusinv, cosu) .
2. La superficie o : [0, 27] x [0, 27] — R3? definita da
o(u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu)

dove 0 < r < R, ha come supporto 'anello toroidale o “toro”

{(z,y,2) : (Wa2+ 92— R)?*+ 22 =r?}.

Si puo verificare che anche in questo caso si tratta di una superficie regolare.
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3. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, data da
o(u,v) = (ucoswv,usinv,0),
ha come supporto 'insieme
{(z,y,2) :r* <2* +y* < R? z =0},

che e un cerchio se r = 0, una corona circolare se r > 0. Anche in questo caso
si tratta di una superficie regolare.

4. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, definita da

o (1, v) = <(”;R 4 <u— TER) 008 (g)) cos v,
(C58+ (= cos (5) s

ha come supporto un nastro di Mobius. Si puo verificare anche in questo caso
che si tratta di una superficie regolare.

10 M —parametrizzazioni locali

In questa sezione supporremo 1 < M < N. Identificando R con RM x RN-M

ogni vettore p = (p1,...,pn) di RY si scrivera nella forma p = (p,p), con
D= (plu e 7PM> ep= (pM-i—la e 7PN>-

Useremo inoltre la seguente notazione: dato p = (py1,...,pn) € RM e
r >0,

B[ﬁ’r]:[pl_r7pl+r]X"'X[pM_TapM—'—T]gRM-

Per semplicita, scriveremo B[r] invece di B0, r].

Teorema. Siano ) un sottoinsieme aperto di RY, p, un punto di Q e g :
Q — RY"M una funzione di classe C*, tale che g(p,) = 0 e Jg(p,) abbia rango
N — M. Allora esistono un intorno U di p, e una M —superficie regolare e
iniettiva o : B[r] — R, per un certo r > 0, tali che 0(0) = p, e

{peU:yg(p)=0}=0o(B[r]).

Dimostrazione. Supponiamo, per esempio, che sia invertibile

B f)
5 apf,il (Po) -+ a,,%(po)
)= | -
op B dgn_»
—a?ﬁ; +A11 (Po) -+ —%I;,;,M (Po)

18



Per il teorema della funzione implicita, esistono un intorno aperto U di Py, un
intorno aperto U di P, € una funzione 7 : U — U, tali che U x U C Q e, se
p e Ue p e U, siha:

9(p,p) =0 < p=np).
Preso r > 0 tale che B[py, 7] C U, sia U = B[p,, 7]|xU e o : B[r] — RN definita
da o(u) = (u + py, n(w + Py)). Si verifica che la matrice jacobiana Jo(u) ha
come sottomatrice la matrice M x M identita, per cui o ¢ regolare. Si vede
facilmente che o ¢ iniettiva, in quanto lo € la prima componente u — u + p,.
Inoltre, se p = (p,p) € U,
9BP) =0 & p=np) & (bD) =0l h).

da cui la tesi. Nel caso in cui la sottomatrice considerata non sia invertibile,

bastera operare degli scambi nelle colonne della matrice Jg(p,) per ricondursi
alla situazione precedente. [ |

La M —superficie ¢ individuata dal teorema precedente ¢ detta “M —para-
metrizzazione locale”.

Vediamo tre casi di particolare interesse. Iniziamo con una curva in R?

(caso M =1, N =2).

Corollario 1. Siano € un sottoinsieme aperto di R?, (zg, o) un punto di Q e
g : Q — R una funzione di classe C', tale che g(xg,v0) = 0 e Vg(xo,%0) # 0.
Allora esistono un intorno U di (xg, %) e una curva regolare e iniettiva o :
[—r,r] — R?, per un certo r > 0, tali che o(0) = (¢, yo) €

{(z,y) € U g(z,y) = 0} = o([=r7]).
Vediamo ora il caso di una superficie in R? (caso M =2, N = 3).

Corollario 2. Siano  un sottoinsieme aperto di R?, (x¢,%0,20) un punto
di Qeg: Q — R una funzione di classe C', tale che g(wg,90,20) = 0 e
Vg(zo,yo, 2z0) # 0. Allora esistono un intorno U di (g, yo, 20) € una superficie
regolare e iniettiva o : [—r,r] x [-r,r] — R3, per un certo r > 0, tali che

0'(070) = (.Io,yo,Z()) e
{(xvya Z) eU: g(x,y,z) = O} = O-([_Ta T] X [_Tv T]) :
Infine, vediamo il caso di una curva in R? (caso M =1, N = 3).

Corollario 3. Siano © un sottoinsieme aperto di R?, (¢, o, 20) un punto di
Qe g, g : Q— R due funzioni di classe C!, tali che

G1(0, Yo, 20) = 92(z0, Yo, 20) =0,

Vg1(z0, Y0, 20) X Vga(z0, Y0, 20) # 0.

Allora esistono un intorno U di (zg, 4o, 20) € una curva regolare e iniettiva
o : [—r,7] — R per un certo r > 0, tali che o(0) = (o, Yo, 20) €

{(l’,y, Z) elU: gl(I,y,Z) = 92(x7y7 Z) = 0} = U([_T7 T]) :
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11 Moltiplicatori di Lagrange

Teorema. Siano  un aperto di RY, p, un punto di Q, g :  — RN-M
una funzione di classe C! tale che g(p,) = 0 e Jg(p,) abbia rango N — M, e
f+Q — R una funzione differenziabile in p,. Posto

S={peQ:y(p) =0},

se py € un punto di minimo o massimo relativo per f|g, allora esistono (N — M)
numeri reali A1, ..., Ay_ys tali che

N-M
V(py) = Z AiVyg;(po) -
j=1
[ numeri Ay, ..., Ay_ps si chiamano moltiplicatori di Lagrange.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, esistono un intorno U di p,, un
r > 0 e una M —superficie regolare o : B[0,r] — R¥ tali che ¢(0) = p, e

SNU =o(B]r]).

Considerata la funzione F(y) = f(o(y)), si ha che 0 & un punto di minimo o
massimo relativo per F. Quindi, VF(0) = 0, per cui

0=JF(0) =Jf(py)Jo(0).

Ne segue che V f(p,) ¢ ortogonale a g—;l(O), Ce %(0). Inoltre, essendo per
ogni y € BJr]

9(o(y)) =0,
si ha che

J9(po)Jo(0) = 0.

Quingi anche i vettori Vg (py), - - .,Vgn_m(py) sono tutti ortogonali a g—;l(()),
ey ay_M(O).
Essendo Jo(0) di rango M, lo spazio vettoriale 7 generato da g—;(O), N

6‘22 (0) ha dimensione M. Quindi lo spazio ortogonale 7+ ha dimesnione N —

M. Siccome, come abbiamo visto,

VDo), Var (Do), -, Van_ar(py) € T,

essi devono essere linearmente dipendenti. Essendo i vettori Vgi(py), ...,
Vgn-n(py) linearmente indipendenti, ne segue che Vf(p,) si deve poter e-
sprimere come combinazione lineare dei Vg;(p,). [

Vediamo anche qui tre casi particolari interessanti.
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Corollario 1. Siano  un aperto di R?, (zg,yo) un punto di ©, g : Q@ — R
una funzione di classe C! tale che

9(@o,50) =0 e Vg(zo,90) # 0,
e f:Q — R una funzione differenziabile in (z¢,yo). Posto
§={(z,y) € Q: g(z,y) =0},

se (xo, %) € un punto di minimo o massimo relativo per f|g, allora esiste un
numero reale A tale che

Vf(l“Oa yo) = AVQ(J?O:?JO) .

Corollario 2. Siano Q un aperto di R3, (zg, 3o, 20) un punto di Q, g : @ — R
una funzione di classe C'! tale che

9(T0,Y0,20) =0 e Vg(zo,Yy0,20) # 0,
e f:Q — R una funzione differenziabile in (x¢, yo, 29). Posto
S = {(x,1,2) € glr,9,2) = 0}

se (o, Yo, 20) € un punto di minimo o massimo relativo per f|g, allora esiste
un numero reale A tale che

V f(zo, Y0, 20) = AV g(z0, Y0, 20) -

Corollario 3. Siano  un aperto di R?, (zg, 3o, 20) un punto di Q, g1, g2 : Q —
R due funzioni di classe C*! tali che

91(1;0790720) = 92(%7%, Zo) =0 e v.gl(xmyOwZO) X ng(xo,ymzo) #0,
e f:Q — R una funzione differenziabile in (x¢, yo, 29). Posto
S = {($7yaz) € U: gl(xaya Z) = 07 92(x7yaz) = 0}7

se (g, Yo, 2z0) € un punto di minimo o massimo relativo per f|g, allora esistono
due numeri reali \;, Ay tali che

V f(20, Y0, 20) = MV gi(zo, Yo, 20) + A2V ga(z0, Yo, 20) -

12 Convergenza uniforme

Siano F de E’ due spazi metrici. Indichiamo con B(FE, E’) U'insieme delle
funzioni f : £ — E’ limitate. > Definiamo in B(E, E’) una distanza:

ds(f,9) = sup{d(f(z),9(x)) 1w € E}.

5Siricorda che f : E — E’ & limitata se la sua immagine f(F) & limitata, ossia ¢ contenuta
in una palla di £’
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Verifichiamo che si tratta effettivamente di una distanza. Prese due funzioni
fyg in B(E,E"), & evidente che dg(f,g) > 0. Inoltre, se dg(f,g) = 0, allora
f(z) = g(x) per ogni z € E, quindi f = g. La simmetria dg(f, g) = dg(g, f) &
anch’essa di immediata verifica. Vediamo la disuguaglianza triangolare: presa
una terza funzione h, per ogni x € F si ha

d(f(x), h(x)) < d(f(x), g(x)) + d(g(x), h(z)) < ds(f, 9) + ds(g, ) ,

per cui

ds(f,h) = sup{d(f(z),h(x)) : @ € E} < dp(f,g) +ds(g, D).
Nel seguito, B(E, E') sara sempre considerato uno spazio metrico con la di-
stanza dg sopra introdotta.
Teorema. Se E’ ¢ completo, allora anche B(E, E') & completo.

Dimostrazione. Sia ( f,), una successione di Cauchy in B(E, E'). Essendo, per
ogni x € I,

si ha che (f,(z)), € una successione di Cauchy in E’, per ogni x € E. Essendo
E’ completo, la successione (f,(x)), ha limite in E’. Indicheremo tale limite
con f(z). Resta cosi definita una funzione f : E — E’. Vediamo che f, — f
in B(E, E'). Fissiamo ¢ > 0. Essendo (f,), di Cauchy, esiste un n € N tale
che

(m>nen>n] = dg(fo,fm)<e = VexeFE d(fu(z), fm(r)) <c.
Passando al limite, se m — oo si ha
n>n = VeekE d(f.(x),f(zx)) <e.
Ne segue che f € B(E,E') e
n>n = dg(fu,f)<e.

Se (fn)n € una successione e f,, — fin B(E, E'), diremo che (f,,), “converge
uniformemente” a f. In tal caso, si ha che

Ve>0 IneN: VeeFE n>n = d(f.(z), f(z)) <e.
Teorema. L’insieme
{f €B(E,E"): f & continua su E}
¢ chiuso in B(E, E').
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Dimostrazione. Sia (f,,), una successione di funzioni continue in B(E, E’) tale
che f, — f, per una certa funzione f € B(FE, E’). Si tratta di dimostrare che
tale f e continua. Prendiamo un punto xy in £ e dimostriamo che f e continua
in xy. Fissiamo un € > 0. Esiste un n € N tale che

1
n>n = dB(fn,f)<§&t.

Siccome

d(f(x), f(w0)) < d(f(x), fu()) + d(fu(2), fulw0)) + d(fn(20), f(20)),

per n =7 si ha che

A(f(2), Fw) < 56+ d(a(e), folwn)).

Usando la continuita di f5, troviamo un ¢ > 0 tale che

d(z,z9) <d = d(falz), falzo)) < %5.
Ne segue che
d(z,zg) <d = d(f(x), f(z0)) <e.
]

Indichiamo con C(E, E’) 'insieme delle funzioni f : E — E’ continue.
Abbiamo dimostrato che C(E, E') N B(E, E’) ¢ chiuso in B(E, E’). Pertanto,
se una successione di funzioni continue e limitate converge uniformemente a
una funzione f, allora f ¢ anch’essa continua. Possiamo allora scrivere

lim( lim fn(aj)> = lim (lim fn(ac)> :
n x—x0 T—xQ n
per ogni o € E.

Ci occuperemo ora del caso in cui E sia compatto.

Teorema. Se F ¢ compatto e f € C(E, E'), allora f(E) ¢ compatto.

Dimostrazione. Sia (y,,), una successione in f(F). In corrispondenza, possiamo
trovare una successione (z,), in E tale che f(z,) = y,. Essendo E compatto,
esiste una sottosuccessione (z,,); che ha un limite z € E. Essendo y,, =
f(zyn,), per la continuita di f,

lim f(zn,) = f(limz,, ) = f(z).

Quindi, la sottosuccessione (y,, )r ha limite f(z) € f(E). ]

Siccome ogni insieme compatto € limitato, dal teorema precedente segue
che, se E ¢ compatto, allora C(E, E') C B(E, E').

Corollario. Se E & compatto ed E’ & completo, allora C(E, E’) & completo.

Un tipico esempio ne ¢ il caso E = [a,b] CR ed £’ = R.
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13 Due teoremi di passaggio al limite

Dimostreremo ora il seguente teorema di “passaggio al limite sotto il segno di
integrale”.

Teorema. Sia (f,), una successione in C([a,b],R) che converge uniforme-
mente. Allora , ,
lim / Fu(t) dt = / lim f,, (1) dt

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

U : C([a,b],R) — C([a,b],R)

:/:f(t)dt

Prese f,g € C([a,b],R), per ogni x € [a, b] si ha

() - |—\/ d-o|< [1r-ai< [ 154

(b —a)ds(f,9),

cosl definita:

da cui segue che
ds(¥(f), ¥(g)) < (b—a)ds(f.9) -

Vediamo cosi che ¥ ¢ continua.

Sia ora lim, f, = f. Per quanto visto sopra, essendo la convergenza
uniforme, si ha che f € C([a,b],R). Inoltre, essendo ¥ continua, si ha che
lim,, U(f,) = ¥U(f). Ne segue che

(W (f))(z) = [P(f)](z),

per ogni € [a,b]. In particolare, prendendo x = b,

1i£n/ab Fult) dt = /abf(t) dt

che e quanto si voleva dimostrare. [ |
Vediamo ora un teorema di “passaggio al limite nella derivata”.

Teorema. Sia (f,), una successione in C'([a, b], R) tale che lim, f,(a) = f(a)
e lim,, f/ = g, uniformemente. Allora f € C'([a,b],R) e f' = g. Potremo
quindi scrivere:

i (5540) = (120
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Dimostrazione. Per ogni n, si ha:

Qﬂ@%zhm%+/aﬁ@dt

Siccome lim,, f,(a) = f(a) e (f}), converge uniformemente a g, possiamo pas-
sare al limite sotto il segno di integrale, ottenendo

@) = @) +1im [ p0de= @+ [Tt fi0d = @)+ [ gty

Ne segue che f ¢ derivabile e f'(x) = g(x), per ogni = € I. [

14 Spazi di Banach

Se E’ ¢ uno spazio vettoriale normato, con norma || - || e distanza d(z,2’) =
||l — ||, si puo definire, per ogni f € B(E, E’),

1/l = supfl[f(2)[| : = € E}.

Si puo verificare che si tratta di una norma, poiché verifica le seguenti proprieta:

a) [ flls =0,
b Ifls=0 <« f=0,
o) IMflls =M fls (qui A & un numero reale) ,

d) [[f +glls < [1f 1l + llglls -

Si vede inoltre che

ds(f,g9) =IIf —gll5-

2

Definizione. Si chiama “spazio di Banach” uno spazio vettoriale normato e

completo.
Abbiamo immediatamente i seguenti corollari.

Corollario. Se E’ ¢ uno spazio di Banach, allora B(E, E’) & uno spazio di
Banach.

Corollario. Se E ¢ compatto ed E’ ¢ uno spazio di Banach, allora C(E, E’) ¢
uno spazio di Banach.

Dato un intervallo I = [a,b], indichiamo con il simbolo C™(I) I'insieme
delle funzioni f : I — R di classe C™, su cui definiremo ora una norma || - || .
Se m = 0, si intende che C°(I) = C(I,R), e la norma || - ||o coincidera con la
norma || - ||z gia introdotta. Se m = 1, poniamo

1Al = 1Al + 1N -

Si puo verificare che si tratta effettivamente di una norma. Vogliamo di-
mostrare che, con questa norma, C'(I) ¢ uno spazio di Banach. A questo
scopo, dimostriamo dapprima il seguente risultato.
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Dimostriamo ora che C'(I) & uno spazio di Banach. Sia (f,), una suc-
cessione di Cauchy in C!(I). Allora (f,)n € (f,)n sono di Cauchy in C(I,R),
per cui convergono uniformemente. Siano f = lim, f, e ¢ = lim,, f/. Per il
teorema della sezione precedente, si ha che f € C1(I) e f' = g.

In generale, si definisce su C™ (/) la norma
1 £llm =D _ 17l
j=1

Si dimostra per induzione che tutti questi sono spazi di Banach.

15 Serie in spazi di Banach

Sia V' uno spazio vettoriale normato. Indicheremo con || - || la sua norma. V'
risulta quindi uno spazio metrico, con la distanza definita, come al solito, da
d(z,2') = ||z — 2'||. Data una successione (ax), in V' chiameremo “serie” (ad
essa associata) la successione (s,,), cosl definita:

S0 = aop,

St =ap+a,

So = g + a1 + az,

S, =ag+ay+ay+...+a,,

L’elemento a; si dice “termine k—esimo”, mentre s, = ZZ:O ax si dice “somma
parziale n—esima” della serie. Nel caso in cui esiste il limite di (s,,), in V, si
dice che la serie “converge”. In tal caso, il limite S = lim,, s,, si dice “somma
della serie” e si scrive

S = li£n (iak> = iak,
k=0 k=0

o talvolta anche
S:a0+a1+a2+...+an+...

Con un abuso di notazioni, si usa spesso indicare la serie stessa con i simboli
oo
g ag , oppure ap+ay+as+...+a, +....
k=0

Talvolta, per brevita, scriveremo semplicemente ), ay.

Raramente si ha la fortuna di riuscire a calcolare la somma di una serie, se
questa esiste. Molto spesso, ci si accontenta di stabilire se la serie converge o
meno.
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Teorema. Se una serie ), a; converge, allora
lima, =0.
n

Dimostrazione. Sia lim,, s,, = S € V. Allora anche lim,, s,,_1 = S, da cui

lima, = lim(s, — s,-1) =lims, —lims, ;=5 —-5=0.
n

Teorema. Supponiamo che le due serie ), ay e Y, by convergano e abbiano
somma A e B, rispettivamente. Allora converge anche la serie )y, (ay + by) e
la sua somma vale A+ B. Inoltre, per ogni scalare fissato a,, converge anche la
serie Y, (aay) e la sua somma vale aA. Scriveremo brevemente

Z(ak+bk):Zak+Zbk, Z(aak):aZak.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Dimostrazione. Siano s, = Y ,_, ax € s, = Y ,_, bg. Allora
Sp + S, = Z(ak + be) , s, = Z(aak) :
k=0 k=0
da cui segue la tesi. ]

Vediamo come si adatta alle serie il criterio di Cauchy.

Teorema. Se V' & uno spazio di Banach, la serie ), aj converge se e solo se

n
Ve>0 dn: n>m>n = Zak < €.
k=m+1

Dimostrazione. Essendo V' completo, abbiamo che la successione (s,), ha li-
mite finito se e solo se e di Cauchy, ossia

Ve>0 3dn: [m>nen>n] = |s,—su|<e.
Non essendo restrittivo supporre m < n, sostituendo s, = Y ,_,ax € Sp, =
Y oo a si ha la tesi. ]
Dimostreremo il seguente criterio della convergenza totale.

Teorema. Se V' ¢ uno spazio di Banach e la serie a termini reali ), |la||
converge, allora anche la serie ), aj, converge.

In tal caso, si dice che la serie ), a; “converge totalmente”.
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Dimostrazione. Supponiamo che la serie ), ||ax|| converga. Fissiamo une > 0.
Per il criterio di Cauchy, esiste un n € N tale che

n

n>m>n = Z||ak||<€.

k=m+1
Essendo
n n
> " ap < D el
k=m+1 k=m+1
si ha che
n
n>m>n = E ail| < €.
k=m+1

Quindi, (s,), € di Cauchy. Siccome V' & completo, si ha che (s,), ha limite in
V, per cui la serie ), aj converge. [

La convergenza totale di una serie in V' ci riporta allo studio di una serie a
termini reali positivi. Vediamo di richiamare alcuni criteri di convergenza visti
per le serie a termini reali. ® E molto utile il seguente criterio del confronto.

Teorema. Siano ), aj una serie nello spazio di Banach V e ), b, una serie
a termini reali, tali che

Se la serie ), by, converge, allora converge anche la serie ), aj .

Dimostrazione. Poniamo

$p = |lao]| + |lar|] + ||az|| + - - . + ||an]|, s, =byg+b+by+...+b,.
Se la serie ), by converge, esiste il limite

lims), =S € R.

n
Usiamo ora la seguente considerazione generale:

Se modifichiamo solo un numero finito di termini di una Serie, otteniamo
una nuova serie con la sequente proprieta: essa converge se e solo se converge
la serie di partenza.

Possiamo quindi modificare un numero finito di termini nelle due serie e
supporre che sia ||ag|| < by, per ogni k. Allora anche

/
Sn§8n7

per ogni n. Inoltre, la successione (s,), € crescente e pertanto ha limite. Da
quanto sopra, lim,, s, <5, per cui la serie ), ||ax|| converge. Quindi, la serie
>, @i converge totalmente. |

5Delle note che seguono si & solo accennato a lezione.
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Vediamo il criterio della radice.

Corollario 1. Sia ), a; una serie nello spazio di Banach V' per cui si abbia
limsup {/||ax]| < 1.
k

Allora, la serie converge.

Dimostrazione. sia L = limsup,, v/||ax|. Fissiamo un a €]L,1[. Allora esiste

un k tale che B
k>k = al| <a,

E>k = ||ak||§ak,

ossia

La conclusione segue per confronto con la serie geometrica di base «, che
converge, essendo 0 < o < 1. [ |

Ricordiamo ora il seguente fatto generale.

Proposizione. Data una successione (ay), di numeri reali positivi, si ha
sempre

A1

hmklnf < hm inf /oy, < lim sup oy, < lim sup
Qe 73

Il seguente corollario ci fornisce il cosiddetto criterio del rapporto.

Corollario 2. Sia ), a; una serie nello spazio di Banach V', a termini non
nulli, per cui si abbia

lim sup a1 1
N

Allora, la serie converge.

16 Serie a termini complessi e serie di funzioni

Se V & Iinsieme C dei numeri complessi, lo si identifica con R?, che ¢ dotato
della norma euclidea. Quindi, se z = a + b, la sua norma coincide con il suo

modulo complesso |z| = va? + b2

Data una serie a termini complessi ap = x + 1y, possiamo scrivere la sua
somma parziale in questo modo:

S, = ixkﬂyk Zxk+22yk—an+17n
k=0

dove o, e 7, sono la parte reale e la parte immaginaria di s,,. Abbiamo quindi
una successione (o, 7, )p in R2. Ricordando che una tale successione ha limite
in R? se e solo se le sue componenti hanno limite in R, avremo il risultato
seguente.
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Teorema. Se aj, = xj+ iyx, con zy, e Yy, reali, la serie ), a), converge se e solo
se convergono le serie Y, xy e Y, yx. In tal caso, la somma della serie e data

da
Zak = Z$k+lzyk
k=0 k=0 k=0

Esempio. Consideriamo la serie

SR S A S N "
prt k+1 2 6 7 8 n+1
La serie delle parti reali e
IR
3 5 7 ’
mentre quella delle parti immaginarie e
1 1 1 1

2 176 8"
Entrambe convergono, per il criterio di Leibniz sulle serie reali a segni alternati.
Quindi anche la serie di partenza converge.

Nel caso delle serie a termini complessi, invece di “convergenza totale” si
preferisce parlare di “convergenza assoluta”, come nel caso delle serie a termini
reali. Nel caso della serie dell’esempio precedente, si noti che la serie dei moduli

non converge:
Sl s
k=0 k=0

¢ la serie armonica, che diverge a +oo. Quindi, in questo caso la serie data
non converge assolutamente.

Z’k
k+1

Supponiamo ora che sia V' = C(E, E’), dove E & uno spazio metrico ed E’
¢ uno spazio di Banach. Ricordiamo che, in tal caso, V' e anch’esso uno spazio
di Banach, con la norma || - ||5. I termini di una serie in V' sono delle funzioni
continue, che indicheremo con f; : ' — E’; avremo quindi la serie

> I
k=0

Se la serie converge in V e ha per somma una funzione f : E — FE’, si dice
che la serie “converge uniformemente” a f. Ricordiamo che cio significa, in
simboli,

Ve>0 dneN: VeeFE n>n = < €.

> fule) = f(x)

k=0

Se questo accade per una certa funzione f : E — E’, allora necessariamente
anche f deve essere continua.
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Esempio. Sia E = [a,b] C R ed E' = R. Consideriamo la serie

Studiamo la serie delle norme in C([a, b]): si ha

el 4 arctan(z? + V).

P?‘l,_.

supﬂ g sin(e ! arctan(a? + vV ))‘ ve [a,b]} <

¢ la serie a termini reali ), 75 converge. Essendo [a,b] compatto, C([a, b], R)
¢ uno spazio di Banach. Pertanto, la serie data converge totalmente.

17 Serie di potenze

Un esempio importante di serie di funzioni si ha prendendo ¥ = C, £ = C
e le funzioni fj, : C — C definite da fi(r) = apz®, per un certo a € C. Si
ottiene cosi la “serie di potenze”

o0

(SP) Zakxk,

k=0

dove gli a; e x sono numeri complessi.

L = limsup v/|a| .
k

Teorema. Sia

Allora
(i) se L = +o0, la serie converge solo se x = 0;
(ii) se L =0, la serie converge per ogni x € C;

converge se |z < T,

(iii) se L €]0,400[, la serie { non converge se |x| > %

Dimostrazione. Se L = +oo e x # 0, allora {/|ay| > 17 per infiniti £, quindi

lagx®| = (¥/|ax||z|)* > 1, per infiniti & .

Se la serie convergesse, dovrebbe essere limy azz® = 0, mentre cosi non e.
Pertanto, se L = 400, la serie converge solo se x = 0.

Se L = 0, prendendo un qualsiasi = € C, si ha
lim sup v/ |axx®| = |z|limsup /|ax| =0,
k k
e la serie converge assolutamente, per il criterio della radice.
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Supponiamo ora L €10, 4+o00[. Se |z| < 7, allora

lim sup +/|axx*| = |z|limsup v/|ax| = |z| L < 1,
k k

1

e la serie converge, per il criterio della radice. Se invece |z| > % , ossia L > ol

allora {/|ag| > ﬁ per infiniti &, quindi

larz®| = ({/|ax||z])* > 1, per infiniti k.

Se la serie convergesse, dovrebbe essere limy, aiz® = 0, mentre cosi non ¢. m

Corollario. Se esiste il limite

L = lim [%41

koo lag]

si ha la stessa conclusione del teorema precedente.

Dimostrazione. In questo caso si ha che limy {/|ax| = limy, _|“‘Z:|1‘ ) -

Si definisce il “raggio di convergenza” r della serie (SP):
(0 se L = +o0,

400 se L =0,

1
W se L €]0, 400 .
Se r > 0, diremo che B(0,r) ¢ il suo “cerchio di convergenza”. Si tratta di un

cerchio, privato della circonferenza esterna. Nel caso in cui r = +00, poniamo
B(0,r) = C.

Abbiamo dimostrato che la serie di potenze converge per ogni x € B(0, 7).
Purtroppo, tale convergenza potrebbe non essere uniforme. Vediamo ora che
si ha la convergenza uniforme se ci si restringe a un cerchio piu piccolo.

Teorema. Se r > 0, allora, per ogni p €)0,r[, la serie di potenze (SP)

converge totalmente, e quindi uniformemente, su B(0, p).

Dimostrazione. Sia p €]0,r[. Allora

sup{Jara®| : 2] < p} < [ax[p"

e siccome

lim sup v/ |ag|p*F = plimsup v/|ax] < 1,
k k

la serie ), lag|p* converge, per il criterio della radice. Quindi, la serie converge
totalmente su B(0, p). [
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Corollario. Ser > 0e f: B(0,r) — C ¢ la somma della serie,

[e.9]

f(.?:) = Zakxkv

k=0
allora f ¢ continua in B(0,r).
Dimostrazione. Dal teorema precedente, per ogni p €]0,7] la convergenza e

uniforme su B(0,p), per cui f ¢ continua su B(0,p). Per 'arbitrarieta di
p €10, 7[ si vede allora che f & continua su tutto B(0,r). [

18 Serie di Taylor (a termini reali)

Consideriamo ancora la serie di potenze

o
(SP) Z apz®

k=0
dove pero stavolta tutti gli ax e anche x sono numeri reali. In questo caso,
prendiamo F = R, E' = R e le funzioni f; : R — R definite da f,(z) = ap2*.
Il cerchio di convergenza B(0,r), in questo caso, si riduce all’intervallo | —r, r].
Se r = +o00, € tutto R.

Siccome le f, : R — R sono funzioni derivabili, ci chiediamo se, nel caso
in cui il raggio di convergenza sia non nullo, la funzione che si ottiene come
somma della serie di potenze (SP) sia essa stessa derivabile. A tal scopo,
abbiamo bisogno di un risultato preliminare.

Teorema. Data una serie ), f, I cui termini fj, : [a,b] — R sono funzioni
di classe C', se essa converge uniformemente con Y, fr = f e la serie delle
derivate converge uniformemente con Y., f; = g, allora f & di classe C* con
derivata f' = g.

Dimostrazione. Consideriamo le successioni delle somme parziali s, = Y ,_, f&
esh, = r_oft- Quindi (s,), ¢ una successione in C'([a, b]) e si ha lim,, s, = f
e lim, s/, = g, uniformemente. Come abbiamo visto in precedenza, ne segue

che f € C!([a,b]) e f' =g. n

Iterando il ragionamento, possiamo generalizzare il teorema precedente.

Teorema. Data una serie ), f, I cui termini fj : [a,b] — R sono funzioni
di classe C™, se le seguenti serie convergono uniformemente con le rispettive

somme
Shi=f Y=o Y = > K" =g,
k k k k

allora f e di classe C™ e si ha:

fI:g17 f//2927"'7f(m):gm'

Possiamo ora affrontare il problema della derivabilita della funzione somma
della serie di potenze (SP).
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Teorema. Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie di potenze (SP) a
termini reali, e sia

o0

Zakxk:f(x), perognix €] —r,r|.
k=0

La serie
o0
E kagz® !
k=1

ha come raggio di convergenza lo stesso r. Inoltre, la funzione f :] —r,r[— R
e derivabile e si ha:

f(z) = Zkakxkfl, per ogni z €] —r,7|.
k=1

Dimostrazione. Siccome
lim sup v/ |kax| = liin VE limsup /]ag| = limsup /]ag|,
k k k

si vede che il raggio di convergenza ¢ lo stesso r, e possiamo definire g(z) =
S oo, kagx®t per x €] — r,r[. Fissato p €]0,r[ sappiamo che si ha la con-
vergenza uniforme su [—p, p|. Ponendo fi,(x) = axz”, abbiamo che f = >, fi
e g = >, fi, uniformemente entrambe su [—p, p|. Per un teorema precedente,
abbiamo che f ¢ derivabile e f'(z) = g(z), per ogni = € [—p, p|. Ne segue la
conclusione, essendo p € |0, r[ arbitrario. ]

Iterando il procedimento, si dimostra la generalizzazione seguente.

Teorema. Sia r > 0 il raggio di convergenza della serie di potenze (SP) a
termini reali, e sia

Zakxk:f(:t), perognix €] —r,r[.
k=0

Le serie
D kaatt Y k(= Daga® > k(e = 1)(k = 2)aat
k=1 k=2 k=3

ik(k_1)(k_2)"'(k?—771+1)akxk_m,

hanno tutte come raggio di convergenza lo stesso r. Inoltre, la funzione f :
| = r,r[— R é derivabile infinite volte e, per ogni x €| — r,r|, si ha:

oo

FO) =3 k(e —1)(k—2) - (k- j + Daga"7.
k=j
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A questo punto, se usiamo la formula ora scritta prendendo x = 0, otte-
niamo

f(0) = jla;,
per ogni j € N (ricordo che f(© = f). Quindi,

flr) = S aat = 3" O (0
k=0 k=0

Quest’ultima e la “serie di Taylor” associata alla funzione f nel punto xy = 0.
Abbiamo cosl dimostrato che una serie di potenze con raggio di convergenza
r > 0 definisce una funzione f, che ¢ analitica su | —r,7|.

Ridordiamo, ad esempio, che la funzione esponenziale ¢ analitica su tutto

R, e si ha
Z -
k!
k=0

Notiamo infine che tutta la teoria puo essere svolta piu in generale per le serie

del tipo
e}
Z ap(z — x0)"
k=0

semplicemente operando la sostituzione u = x — . Il cerchio di convergenza
sara del tipo B(xg,7), e se la serie & a termini reali e f(x) ne & la somma, la
serie di Taylor ¢ la seguente:

Z f 0)(z — 20)".

k=0

=~

19 La funzione esponenziale complessa

Date due serie Y, ai e > oo by, si definisce la serie “prodotto alla Cauchy”

in questo modo:
9] k
> (o).

k=0 \;j=0
Enunciamo il seguente importante risultato.

Teorema (di Mertens). Se la serie y ;- a, converge e ha somma A, la serie
Y peo bi converge e ha somma B e almeno una delle due converge assoluta-
mente, allora la serie prodotto alla Cauchy converge e ha somma AB.

Dimostrazione. © Supponiamo, per fissare le idee, che sia la serie Y ;- ay
a convergere assolutamente. Indichiamo con ¢, = > 5 jax—;b;, il termine

"Dimostrazione non svolta a lezione.
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. . . _ n / o n "o
k—esimo della serie prodotto. Siano s, = >, _,ak, S, = > ,_obx € s =
n . . / . /
> h_o Ck- Sia inoltre r;, = B — s, Allora

Slr: = aobo + (albo + Gobl) + ...+ (anbo -+ an,1b1 + ...+ Cllbn,1 -+ aobn)
= aps, + a18,_1+ ...+ an_18] + a,s;
=a(B-r)+a(B-r_1)+...+an_1(B—r])+a,(B—ry)

/ / / /
= $,B — (aor), + a17;,_; + ... + an_17] + anry) .

Siccome lim s, B = AB, la tesi sara dimostrata se
n
. / / / /
117rln (agr), + a7y, + ...+ ap_177 + a,rj) =0.

Fissiamo ¢ > 0. Essendo lim 7/, = 0, esiste un 7; tale che
n

n>n = |rl<e.
. . B _ / . . . . o0
Poniamo inoltre R = max{[r,| : n € N}. Per ipotesi, la serie » ;” |ax| con-
verge: sia A la sua somma. Per il criterio di Cauchy esiste un ny tale che
N9y Z ny e
n Z Mo = |6Ln_ﬁ1+1| + |an_ﬁ1+2| + ...+ |an| < €.

Allora, se n > no,

laor!+ arr! |+ ..o an_1ry + anrg| <
<laol rpl + -+ lan—s, [ 5, | + |an—s, 1| [, 1| + -+ [an] 7]
< e(laol + .-+ |an—ni]) + R(|an—ny+1] + - .-+ |an])
<eA+ Re
= (A+ R)e
il che completa la dimostrazione. [ ]

Per z € C, consideriamo la serie
oo
>
k!
k=0
Si tratta di una serie di potenze. Vediamo che converge assolutamente: si ha
che
o0 oo ’
>l =2 =
k=0 k=0
E pertanto possibile definire una funzione f : C — C in questo modo:
oo
-> 5
k!
k=0
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Teorema. Per ogni zy, z5 si ha
f(z1 4 22) = f(21) f(22) .

Dimostrazione. Le serie Y2 2 e > 77 2 convergono assolutamente e hanno
per somma f(z1) e f(z2), rispettivamente. Per il teorema di Mertens, la serie
prodotto alla Cauchy converge e ha per somma f(z1)f(22). Ma il prodotto alla
Cauchy ¢ la serie

gy AR 1 "k ki i) s (21 2)f
Z<ZWE>“ZH<Z(j>Zl 22)_2T,

k=0 \j=0 k=0 §=0

che ha per somma f(z; + 25). Da qui la tesi. [

Questa proprieta ci porta a chiamare la funzione f “esponenziale com-
plessa”: invece di f(z) scriveremo exp(z) o anche e?:

:;F

La proprieta dimostrata sopra si puo allora scrivere in questo modo: se 21 e 2
sono due numeri complessi,

21tz o722

€ e

Sia ora z = a + tb. Allora
a+1ib a b

e = e,

vediamo quest’ultimo:

@2, @ @) @) @) @)

ib .
b T e e T
1 ; 2 b3 b4 b5 bG b7
+1 —5—254‘ +1 g—a—lﬁ

2 bt BS BB b
:cosb+281nb.
Abbiamo cosi la formula di Eulero
et = e%(cosb +isinb).

Si possono allora verificare le seguenti uguaglianze: per ogni t € R,

eit 4 e—it _ it _ it
cost = —, sint= ——
2 21
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Queste formule possono essere utilizzate, ad esempio, per estendere anche le
funzioni trigonometriche al campo complesso. Anche le funzioni iperboliche,
definite da N . N N
e’ +e . e’ —e”
_ sinh(z) = ———,

2 2

si possono estendere con le stesse formule al campo complesso. Si noti che

cosh(z) =

cost = cosh(it), sint = —isinh(it) .
A questo punto risulteranno finalmente spiegate le similitudini incontrate tra
le funzioni trigonometriche e quelle iperboliche.
Il fatto che, per ogni z € C,
€z+27ri — 62627ri = e

si puo interpretare dicendo che la funzione esponenziale complessa e perio-

dica di periodo 27i. Questo fatto compromette la possibile definizione di una

funzione “logaritmo” nel campo complesso: dato z € C, con z # 0, 'equazione
u

e =z,

vista la periodicita della funzione esponenziale, presenta molteplici soluzioni.
Precisamente, se scriviamo z = p(cos 6+ sin ), il numero complesso u = z+iy
ne ¢ soluzione se e solo se

e”(cosy +isiny) = p(cosh +isinb),

ossia
r=Inp, y=0+2rk,

con k € Z. Pertanto,
e =2z & we{ln|z|+i(Arg(z) +27k): ke Z}.

Talvolta si interpreta il “logaritmo complesso” come una “funzione multivoca”
che assume in questo caso infiniti valori, riservando il nome di “logaritmo
principale” al particolare valore ottenuto scegliendo k = 0.

Ad esempio, il logaritmo complesso del numero 7 assume tutti i valori

dell’insieme .
{i<§—|—27rk> :keZ} .

Il logaritmo principale di i vale pertanto 1.

20 Serie di Fourier
Studieremo ora i seguenti “polinomi trigonometrici”:

" 2k 2k
co + Z (ak CoS (—t) + by, sin (—t)) ,
pet T T

dove ¢y, ap e by sono dei numeri reali. Si tratta di funzioni T—periodiche.
Ci interessa il problema dell’eventuale convergenza della serie che si ottiene
facendo tendere n all’infinito.
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Teorema. Supponiamo che la serie converga uniformemente su [0,7] a una
certa funzione f. Allora f si puo estendere per T-periodicita a una funzione
continua su tutto R, e si ha

ft)=co+ i (ak Ccos (#t) + b sin (#t)) ,

uniformemente per ogni t € R. Inoltre, i coefficienti ¢y, aj e by sono necessa-

riamente i seguenti:
1 T
= — t)dt
Co T/()‘ f( ) )

2 [ 2k 2 (7T . (27k
ak_?/o f(t)cos(Tt) dt, e bk_f/o f(t)Sln(Tt) dt .

Dimostrazione. La prima parte dell’enunciato segue dal fatto che tutte le fun-
zioni nella serie sono continue e T-periodiche. Vediamo la seconda parte. Us-
ando la convergenza uniforme, abbiamo che

T r = 2 2
/ f(t)dt = / co + Z (ak cos (th> + by, sin (th)) dt
0 0 Pt T T
oo AT
=cod + Z/ (ak cos <@t> + by, sin (ﬁt)> dt = coT,
— Jo T T

da cui la formula per ¢y. Analogamente, per un intero j > 1,

T 2mj
/0 f(t) cos (Tt) dt =
T o0 .
= /0 (co + kz:; (ak cos (#t) + by, sin (#t))) cos (2%‘%) dt
00 T .
= kz:;/o (ak cos <¢t> + by, sin (#t)) cos (?t) dt .

D’altra parte, usando per due volte la formula di integrazione per parti, si puo
verificare che, se k # 7,

T 21k 27 r 21k 27
/0 sin (%t) cos (%‘yt) dt =0, /0 coS <%t> COS (%t) dt =0,

mentre, se k = j,

2 2 2 T
/0 sin (%t) oS <% ) dt =0, /0 cos” (% ) dt:E'

Quindi,
g 27 T
/0 f(t) cos (%t) dt = P
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da cui la formula per a;. Analogamente si vede che

da cui la formula per b;. [ |

Data una funzione continua f : [0,7] — R, si definiscono, per k € N, i
“coefficienti di Fourier”

2 (T 21k 2 (T [ 27k
ag = ?/o f(t) cos (Tt) dt, by = T/o f(t)sin <Tt> dt ,

e la relativa “serie di Fourier”

ao > 2k . [ 27k
2 —l—kz:; (akcos < T t) + by, sin (Tt)> .

Si pone immediatamente il problema della convergenza di tale serie. Purtrop-
po, anche se f e defnita su tutto R ed e T-periodica, la sua continuita non
e sufficiente a garantirla. Come dimostrato da Du Bois-Raymond, ci sono
delle funzioni continue e T-periodiche la cui serie di Fourier diverge per alcuni
t € [0,7]. In altri termini, se consideriamo le funzioni

a = 2k . 2k
falt) = 50 + ; (ak cos (Tt) -+ by, sin (Tt>) ,

potrebbe essere che, per alcuni ¢ € [0,7], la successione (f,(t)), non abbia
limite finito.

21 1l teorema di Fejer

Consideriamo allora le “medie”
1
on(t) = nl [fo(t) + fi(t) + ...+ fult)] .

Si potrebbe sperare che, pur non essendoci il limite di (f,,(¢)),, esista almeno
il limite della successione (0,(t)),. E quanto afferma il teorema seguente.

Teorema (di Fejer). Se f:R — R é continua e T-periodica, allora
lim o, (t) = f(1),
uniformemente in t € R.
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Per semplificare le notazioni, introduciamo i seguenti coefficienti (comples-
si) di Fourier: per k € Z,
]_ T 2k
Cp = — t)e T tdt.
=5 | 1

Ponendo by = 0, sii vede allora che

%(a_k +ib_g) sek <0,
C, —
(g — iby) se k>0,

per cui
- -2k
t) = Z cpe’ T
k=—n
e
on(t) = ! [coeo F (e e T 4 e + et T L+
n+1

_ s27n _s27m 27 27n
Fempe Tl e1eT T e F el T L —i—anTt)}

1 s 2T ;2T 7|"I'L 2mn
Tl [(n + 1)coe” + n(cf1eﬂ%t + cle’%t) +o (e T P et T t)]
n
1 < 3k
= ST (n+1 - [E])ere’

n—i—lk:_

Dimostrazione del Teorema di Fejer.® Per semplicita, considereremo il caso
T = 2m. Questa ipotesi non sara comunque restrittiva, potendocisi sempre
ricondurre con un cambiamento di variabile. Abbiamo quindi

n

1 o —ikt ikt
Cr = %/0 f(t)e dta fn(t) = Z cge

R .
on(t) = > (n+1—[k|)cge™

n—+1

=N
n

1 L[ : :
Tt Z (n+1—1k|) (ﬁ/o f(s)e s ds) ekt

/ F($)Kult — 5) ds,

avendo posto

8Dimostrazione non svolta a lezione.
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Notiamo che, se x = 0 (o un multiplo intero di 27),

1424+...+n+(n+1)+n+...+2+1
n+1
nn+1)+ (n+1)

= = ]_
n+1 ntd

Kn(o) =

mentre, se x non e un multiplo intero di 2,

1 A A .
K,(z) = e [e7m* 4+ 2T L 4ne® 4 (n4 1)+

+n€ix 4.+ 2€i(n—1)1’ + einw]

= [e7™ (1 +2e" + ...+ ne'™ V) 4 (n 4+ 1)e+
n+1

+e™ (127 + ...+ ne_i("_l)”)] :

Essendo, per a # 1,

i - 1—(n+1)a" + na"t!
(8% —=
P (1—a)?

(lo si puo dimostrare per induzione), ponendo alternativamente o = € oppure
—ix

a = e ¥ otteniamo:
1 ) 1— (n + 1)em:p + nei(nJrl)ac

K — —inx : 1 0

n() e (e 1P + (n+1)e+
i 1— (n + 1)e—in:t 4 ne—i(n—i—l)x
+e .
(1 _ e—zm)?

1 e~ _ 9pix 4 ei(n+2)x e~ /1 _ ei(n-{—l)x 2

Con+1 (1 —eir)2 _n—i—l( 1 —e® )

1 <€_ z(n;rl)z o ei(nékl)z )2 1 Sin (( n+1 ) >

2
n+1 e _ % Cn+41 sm(%)

Osserviamo che K, (z) > 0 per ogni z. Inoltre, fissato un ¢ €0, 27|, abbiamo
che, se x €]0,2m — ¢,

1 1 ’ 1 1 ’
() < n+1 (sin(%)) = n+1 (sin(%)) ’

per cui K, (z) tende a 0 uniformemente in |9, 27 — §[. Osserviamo inoltre che

= n—i—l
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indipendentemente da n. Ritornando a o,(t), si ha:

nt) =5 [ FOK =) ds
:é% T ) K(n) do
:% 27rf(t—q:)K’ (x)dz.

Dimostriamo che o, (t) converge a f(¢) uniformemente. Fissiamo ¢ > 0. Es-
sendo f continua e T-periodica, esiste un M > 0 tale che

|lf(t)] < M, perogniteR,

e f e uniformemente continua, per cui esiste un 6 > 0 tale che
€

t=t1<d = fO—-FE)] <

Inoltre, esiste un n tale che

n>n = vxem%—ﬂ,ug@ﬂgi?,
e quindi:
27 1 2
o) = 101 = g [ =) de - o [T om0 do
1 19 27 —§ 27
:27T/ dx—{—/ d:t—f—/%&...dl’

2r—0 2r—0
S%(/K ot o5 [ U=+ oD dr+ 5 [ de)

)

<Sy fomyt=
S1t o +4

La dimostrazione e cosi completa. [ |
Ne segue immediatamente il seguente importante

Corollario. Siano f, f : R — R due funzioni continue e T-periodiche. Se per
i rispettivi coefficienti di Fourier ¢y e ¢, si ha che ¢y = ¢ per ogni k, allora f
e f coincidono.

Dimostrazione. Con le ovvie notazioni, avremo che o, (t) = &,(t), per ogni n,
per cui

f(t) = f(t) = lim (0,(t) = 6,(t)) =0,

n—oo

per ogni t € R. [ |
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22 Convergenza della serie di Fourier

Ci interessiamo ora alla convergenza delle funzioni f,,. Useremo la notazione

[e%S) n
E ap = lim E (72 .
n—0o00
k=—o00 k=—n

Teorema. Se f : R — R é continua e T-periodica e la serie Y .- |ck]
converge, allora

lim f(t) = f(1),

n—oo

uniformemente in t € R.

Scriveremo quindi:

a > 21k . 2k
f(t) = ?0 + ; <ak cos (Tt) + by, sin (Tt>) ;

oppure
o0
27k
f(t) = E cret Tt
k=—o0
Dimostrazione. Essendo
27rkt
ke’ T <exl,

siccome la serie Y ;- |ex| converge, per il criterio di Weierstrass si ha che le

fn convergono uniformemente ad una certa funzione continua f. D’altra parte,
per tale funzione si ha:

I .
Cr, = ?/ f(t)e”%tdt / hm fn(t) *lMtdt

= lim —/ fu(t) e T dt = lim —/ Z cje' e i3 ER gy

j_n

T
) n(i—k)
= lim g / cje 2 ]ktdt lim T/ cLdt = ¢,
n—oo n—oo 0

j*—n

per ogni k. Per il corollario al teorema di Fejer, f e f coincidono, per cui la
dimostrazione ¢ completa. [ |

Corollario. Se f : R — R ¢ di classe C? ed & T-periodica, allora

lim f(t) = f(1),

n—oo

uniformemente in t € R.
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Dimostrazione. Integrando per parti due volte,

1 T -2k
k= f/o ftye ' tdt
1

T -2k T T T -2k
B e —i%ke "t F dt
T([ﬂ)—i%kze L+z'27rk/0 Jit)e )

1

T
! —i2zky
_ ¢ dt
2k /0 f)er

T
" ({f,(t) 'T 6—@‘2?}%} +‘T Tf//(t)e—iwtdt>

127k

Essendo f” continua, esiste un M > 0 per cui
|f"(t)] < M, perognite][0,T].
Quindi,
T r ok, T r 2k M
= —— e T Hdt| < —— "He T dt < —
o = e || 10 F @] < s [ e < s

per cui laserie Y .2 |cy| converge, e il risultato segue dal teorema precedente.
]

Nota. I risultati sopra dimostrati si estendono senza difficolta alle funzioni a
valori complessi anziché reali.

Concludiamo con il seguente enunciato. Qui f potrebbe non essere continua.

Teorema. Supponiamo che esistano un numero finito di punti tg, t1,ts, ..., tn,
con

O=th<ti<tya<...<ty=T,
per cui f risulti di classe C' su ogni intervallo |t;_1,¢;[, con j = 1,2,...,N.
Nei punti t; la funzione f potrebbe non essere continua, oppure, pur essendo
continua, potrebbe non essere derivabile. Supponiamo comunque che, per ogni
t € {to,t1,ta,...,tn}, esistano e siano finiti i seguenti limiti:

o ), B 1), fn 7l )

Allora la serie di Fourier associata a f converge per ognit € R, e si ha

a 2k C(2mk \\ 1/ .. ,
> + ; (ak cos (Tt) + by sin (Tt>) =3 <81Lrtn_ f(s)+ Slirg f(s)) .

Si noti che, se f € continua in un certo t, allora

%( lim f(s) + lim f(8)> = f(t).

s—1~

Per la dimostrazione di questo teorema, si possono consultare, ad esempio, i
libri di E. Giusti o di G. Prodi consigliati per questo corso.
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23 Equazioni differenziali: il problema
di Cauchy

Consideriamo equazioni del tipo

u = f(t,u).

Qui f ¢ una funzione continua definita su un sottoinsieme aperto A di R x RV,
a valori in RY. Si tratta di trovare una funzione u, definita su un intervallo I
di R, da determinarsi, per cui si abbia

per ogni t € I. Ricordiamo che
—ul(t
W/ (t) = lim ws) zult) o pw
s—t s—t

e il “vettore derivata” di u in t. Spesso, pensando ai modelli della meccanica,
si parla di “vettore velocita” di u “al tempo ¢”.

Nelle applicazioni ci si trova spesso ad affrontare la ricerca di una soluzione
dell’equazione differenziale che soddisfi una “condizione iniziale” del tipo
u(to) = up
Avendo in mente i modelli della meccanica, si dice che la “posizione” di u “al
tempo iniziale ty” € ug.
(i si trova cosi a dover risolvere il “problema di Cauchy”

{ u' = f(t,u)

U(to) = Ug

dove f: A C R x RY — RY & una funzione continua, e (ty,ug) € A. Si tratta
di trovare un intervallo I, contenente ¢y, e una funzione derivabile u : I — R¥,
per cui si abbia che u/(t) = f(t,u(t)), per ogni t € I, e u(ty) = uy.

Teorema. Il problema di Cauchy é equivalente a trovare una funzione continua
u: I — RY per cui si abbia

u(t) = uo + / F(s,uls)) ds,

per ognit € I, dove I & un intervallo contenente t.”

9L’integrale di una funzione a valori vettoriali g : [a,b] — RY, con

9(t) = (g1(8),- -, gn (1)),
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Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare una doppia implicazione. Se u € una
soluzione del problema di Cauchy, allora

uw—wwzﬁw@wzﬁﬁwmm@,

il che dimostra una delle due implicazioni, essendo u(ty) = uo.
Viceversa, se u € una funzione continua per cui si abbia

u(t) = ug +/t f(s,u(s))ds,

si ha che u(ty) = wg, e la funzione s — f(s,u(s)) e continua. Quindi u &
derivabile, e si ha

W) = 5 [ fssuts))ds = tu(o).

Affronteremo ora il problema dell’esistenza e dell’unicita della soluzione per
un problema di Cauchy, definita in un opportuno intorno di ¢5. A tal scopo,
aggiungeremo un’ipotesi sulla funzione f.

Siano r; > 0 e r9 > 0 tali che il “rettangolo”
R = [to — r1,to + 1] X B(ug,72)
risulti contenuto in A, e sia
M = max{||f(t,u)| : (t,u) € R}.
Supponiamo che esista una costante L > 0 tale che

1f(t,0) = [t w)|| < Lilv —wl],

per ogni t € [ty — r1,tg +71] e v,w € B(ug, 7). Infine, sia 79 > 0 tale che

. ro 1
o < mins 7y, M, Z .
Consideriamo l'insieme X, costituito dalle funzioni continue v : I, — R, con

Iy = [to — 70, to + 7o), tali che v(t) € B(ug,ry), per ogni t € Iy. Sotto queste
ipotesi, vogliamo dimostrare che il problema di Cauchy ha una ed una sola

soluzione u € X.
b b b
[ ottt = (/ n(tdt..... [ gw)dt) .

Esso ¢ quindi un vettore di RY. Se a < b, risultera utile la seguente disuguaglianza:

/a " ot) di

¢ definito da

b
< / lg(t)] dt
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Sia F' la funzione che associa ad ogni v € X la funzione F(v) : Iy — RY
definita da

[ﬂw@:m+/f@www

Dimostriamo che F'(v) € X. Infatti, F'(v) € una funzione continua, e si ha

/fsv ))ds

Notiamo inoltre che, prese due funzioni v, w in X, si ha

[1£(v) = F(w)llo = sup{[|[F(v)](t) = [F(w)]@)] - ¢ € Lo}

— | ;G@wwﬂ—f@wS»MS
Swp{l]ﬁ@w@ﬁ—f@wwﬂwk
< sup{ /t:LHv(s) —w(s)||ds| : t € 10}

< Lro|lv —wllo -

IE@)I(E) = uoll =

§M|t—t0‘ <Tg.

S(ZHﬂ&MﬁM%

te[o}
tE[O}

Ponendo o = L1y, si ha quindi che o < 1 e
1F(v) = F(w)llo < allv —wllo.
Osserviamo che, se u € X soddisfa I'equazione
Fu)=u,

allora u € una soluzione del nostro problema. Si tratta quindi di trovare un
“punto fisso” della funzione F' : X — X. Notiamo che X & un sottoinsieme
chiuso di C'(Ip, RY), per cui X & uno spazio metrico completo.

Dato uno spazio metrico E, diremo che una funzione F' : E — FE & una
“contrazione” se, per un certo o < 1, si ha

d(F(v), F(w)) < ad(v,w),

per ogni v,w € E.

Teorema. Se E é uno spazio metrico completo e F' : E — FE é una contrazione,
allora esiste un unico x € FE tale che F(x) = x. Inoltre, scegliendo xy € E
arbitrariamente, la successione (x,), definita da

Tnt1 = F<xn)

e tale che lim,, x,, = x.

Ricordiamo che, se F(z) = x, si dice che z ¢ un “punto fisso” di F.
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Dimostrazione. Consideriamo la successione (z,),, definita come nell’enunciato,
con xg € E arbitrario. Dimostriamo che e una successione di Cauchy. Osser-
viamo che, se m e n sono due numeri naturali, con m < n, si ha

n—1

d(xpm, xn) < Z d(Tp, Tpi1) -

k=m

Dimostriamo per induzione che, per ogni k € N, vale la seguente proposizione:
(Pr) d(xy, 1) < a*d(zo, 1) .

Infatti, se k& = 0 si ha chiaramente 'uguaglianza, per cui (/) ¢ vera. Suppo-
niamo ora vera (Py), per un certo k € N; allora

A(@pr1, Tpro) = d(F (1), F(2p11)) < ad(p, ppr) < oFd(mo, 21)

per cui e vera anche (Pyyq).
Usando (P), abbiamo quindi

n—1 n—1-m
AT, Tp) < Z oFd(zg, 1) < a™d(xg, 1) o,
k=m k=0

Siccome o € [0, 1], la serie geometrica di base a converge e ha somma ——

1—a?
per cul

d(l’o, .ZEl)

d m’n< "
(T, ) < o

Fissato € > 0, siccome « € [0, 1], esiste un 7 € N tale che

o d(wo, 1)

m>n =
l—«

Ne segue che
n>m>n = dTn,,r,) <ec,

per cui (z,), ¢ di Cauchy. Siccome E ¢ completo, esiste il limite di (z,),. Sia
esso un certo x € E:
limz, =z.
n

Allora, essendo F' continua,
F(z) = F(limz,) = lim F(x,) = limz,; =z,

il che dimostra che z ¢ un punto fisso di F.

Resta da dimostrare che il punto fisso € unico. Supponiamo che z’ sia
anch’esso un punto fisso di F'. Allora

d(z,2") =d(F(z), F(z")) < ad(z,2'),

e siccome « < 1, deve essere x = 2. ]
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Abbiamo quindi il seguente corollario.

Corollario. Siano A C R x RY un insieme aperto, (ty,up) un punto di A e
f: A — RY una funzione continua. Siano r; > 0 e ry > 0 tali che

[to — Tl,to + 7"1] X B(Uo,TQ) Q A,

e sia
M = max{|| f(t,u)|| : t € [to — r1,to +71], u € B(ug,m2)} .

Supponiamo che esista una costante L > 0 tale che

1F(t,0) = [t w)|| < Lilv = wl],

per ognit € [ty — r1,to + 1] e ogni v, w € B(ug,rs). Siarg > 0 tale che

e
o < Min ThM,Z .

Allora il problema di Cauchy
{ u' = f(t> U)

U(to) = Ug

ha una ed una sola soluzione u : [ty — ro,tg + o] — RY, i cui valori sono in

B(ug,rs). Inoltre, presa una qualsiasi funzione continua x : [tg — ro, to+17o] —
RY, con valori in B(ug,s), la successione di funzioni (z,,),, definita da

Tni1(t) = ug +/t f(s,z,(s))ds,

é tale che lim,, x,, = u, uniformemente su [ty — ro, to + o).
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