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Capitolo 1

Funzioni di una variabile
complessa

1.1 Piano e sfera complessi. Continuita.

Ricordiamo che un numero complesso, nella sua forma algebrica, si scrive
z = x +1y, con x,y € R, dove i & I'unitdh immaginaria, tale che i2 =
—1. Rappresentando la parte reale di z, Rz, sull’asse = e il coefficiente
dell’immaginario, Sz, sull’asse y, ogni numero complesso z individua un
unico punto di un piano cartesiano Ozxy e, viceversa, ogni punto individua
un unico numero complesso. Il piano cartesiano, quando lo si pensi luogo
della rappresentazione dei numeri complessi, si dice il piano di Gauss.

E noto che un numero complesso si puo rappresentare anche in forma
trigonometrica: z = pe'®, dove p & il modulo di z e 6 il suo argomento o
anomalia. p &€ un numero reale non negativo e f € un numero reale che ogni
z # 0 individua a meno di multipli di 27.

Il legame tra x, y e p, 0 ¢ il seguente: dati = e y si ottengono p e 6 dalle
equazioni:

p=Vz2+y2 cosh = L, sinf = ——2
/x2+y2 /x2+y2

Dati p e 0, z e y si ottengono da z = pcosf, y = psinf.
p e 6 si possono interpretare come le coordinate polari del punto rap-
presentativo di z nel piano di Argand — Gauss!

1Jean Robert Argand (1768-1822); Carl Friedrich Gauf (1777-1855). GauB usod per
la prima volta la rappresentazione dei numeri complessi come punti del piano, nella sua
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Conviene pensare che il piano complesso C sia dotato di un unico punto
all’infinito, che verra indicato con z = co.

Intorno di un punto zyp € C e ogni insieme U che contiene una sfera
aperta (o palla o disco) avente centro in zg e raggio r > 0: U & intorno di
2o se esiste 7 > 0 tale che ST = {2z € C: |z — 2| <r} C U. Un intorno di
oo & ogni soprainsieme di ST, = {z: |z| > r}.

Il fatto che C si pensi dotato di un unico punto all’infinito, puo es-
sere giustificato, rappresentando i punti del piano complesso mediante una
proiezione stereografica sulla superficie di una sfera, che diremo sfera com-
plessa o di Riemann.

Prendiamo dunque una sfera di centro ’origine e raggio 1, riferita a co-
ordinate cartesiane &, 7, . Proiettiamo i suoi punti dal polo nord della sfera
stessa, N = (0,0, 1), sul piano equatoriale della sfera. Il piano equatoriale
sia il piano u = 0 di un sistema cartesiano x, y, u, nel quale gli assi x e &, y
e n, u e ¢ coincidono. Se P = (z,y) = z & un punto del piano equatoriale,
la congiungente N P incontra la sfera complessa in un punto P’ = (£, 7, ().

Una semplice similitudine di triangoli mostra che la relazione tra le
coordinate di P e P’ ¢ data da

.

1—(: = —
r oy

Cioe se (£,7,¢) & un punto della sfera complessa, allora z = I%C’ Y= IZ—C se

¢ # 1. Se P’ sta sulla semisfera superiore, allora { = /1 — &2 —n2,e( — 1
se (&,m) — (0,0) e \/22 4+ y? = |z| tende a oo per (£,n7) — (0,0). Cioe,
il punto corrispondente al polo nord della sfera ¢ il punto co del piano di
Gauss. Se P = (z,y) = z ¢ un punto del piano di Gauss, il corrispondente
punto sulla sfera complessa, ha equazioni

2z _ 2y
22 4y2 41" 77_:tz—i-yQ—l-l

2?2 +y? -1
24 y2+1

&=

Si noti che la sfera unitaria & un insieme chiuso e limitato (cioé compatto) di
R3. Le trasformazioni tra i punti del piano di Gauss e quelli della sfera com-
plessa sono continue e biiettive con inverse continue tra C e la sfera privata
del polo nord N. Tali trasformazioni individuano dunque un’immersione
continua di C in un insieme compatto che ha, per cosi dire, un solo punto in
piu di C. Quest’immersione si dice allora una compattificazione a un punto o

tesi nel 1799; aveva scoperto questa rappresentazione nel 1797. Caspar Wessel uso la
rappresentazione in una memoria presentata all’Accademia danese delle Scienze nel 1797,
pubblicata nel 1798-99. Argand la propose nel suo “Essai sur une maniere de représenter
les quantités imaginaires dans les constructions géométriques” nel 1806. Infine a Gauf
si deve il nome di “numeri complessi” (1831), Werke, II, pag. 102.
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di Alexandroff di C. In generale, una compattificazione di uno spazio topo-
logico (X, 7) ¢ la coppia formata da uno spazio topologico compatto (¢ X, 7")
e da un’applicazione continua ¢ : (X,7) — (c¢X,7’) tale che ¢(X) = ¢X,
essendo la chiusura presa nella topologia di c¢X.

Sia f : E(C C) — C una funzione definita su un sottoinsieme E di C a
valori complessi e sia zg un punto d’accumulazione di E. Diremo che f(z)
ha limite £ per z che tende a zg, in simboli

lim f(z)=14¢

z—20
conl € C,seVe > 0,30 >0talecheVz € E,0 < |z—2p| <0 = |f(z)—{| <
€. Ovviamente la definizione puo essere data equivalentemente in termini

di intorni; una definizione analoga vale se al posto di zg o di £ o di entrambi
N
c’e 0o.

Figura 1.1: Sfera di Riemann

Diremo che f(z) & continua in un punto zo € E se Ve > 0, 30 > 0 tale
che Vz € E, |z — z| <0 = |f(2) — f(20)|] < &. Equivalentemente se, per
ogni intorno V' di f(zg) esiste un intorno U di zg tale che f(U) C V. Una
funzione f(z) che sia continua in ogni punto zy € E, si dice continua in E.

Se z = x + iy e f(z) & una funzione di variabile complessa, allora,
separando la parte reale e quella immaginaria, si ha f(z +iy) = u(z,y) +
w(x,y). u(z,y) ¢ la parte reale di f(z), mentre v(x,y) ¢ il coefficiente
dell'immaginario. Se £ = ug + ivg, € lim,_,,, f(z) = £ se e solo se

lim u(z,y) =up e lim v(x,y) = v
o B,y LBy =0 e o@y) = v
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Similmente f(z) & continua in zy se e solo se u(z,y) e v(z,y) sono continue
in (2o, Yo)-

Ricorderemo un fondamentale teorema della topologia del piano, che ci
sara utile in seguito. Si tratta del teorema di Jordan sulle curve continue
semplici chiuse, formulato (e dimostrato in modo non completo) da Camille
Jordan nel 1887. La prima dimostrazione completa e rigorosa e dovuta al
topologo americano Oswald Veblen (1905).

Un’applicazione continua z : [0,1] — C si dice un arco continuo se
z(0) # z(1); si dice una curva chiusa continua se z(0) = z(1). Un arco
continuo si dice semplice se t; # to implica z(t1) # z(t2). Una curva chiusa
continua ¢ semplice se z(0) = z(1) e t1 < ta, z(t1) = z(t2) implicat; =0e
to = 1.

Teorema 1.1.1 (Jordan). Se I' é una curva continua semplice chiusa, il
complemento di T' nel piano é 'unione di due insiemi aperti, connessi (per
archi) (cioé di due domini) disgiunti. Ogni punto di T & punto di frontiera
di ciascuno dei due domini.

Ricordiamo che per un aperto di R™ l'essere connesso equivale all’essere
connesso per archi. Uno dei due domini ¢ limitato e si dice ’interno di I':
(T");. Il dominio illimitato si dice I'esterno di I': (T'),.

In generale, consideremo funzioni definite all’interno di una curva sem-
plice chiusa I' e all’esterno di k curve semplici chiuse I'y, T'g, ... I'x. 1
sostegni delle curve I'y, I's, ... 'y sono interni a I' e ciascuno di essi ¢ es-
terno ai rimanenti: cioe per ognir (1 <r < k)sihaTl', C (I');N{Nsxzr(Ts)e}-
La curva I' puo “andare all’infinito”, cio¢ mancare e qualche curva I';. puo
ridursi a un punto (cioe ', pud essere la curva costante). Si veda la Figura
1.2.

1.2 Monogeneita. Funzioni olomorfe.

Diremo che la funzione f(z), definita in un dominio D, & differenziabile o
derivabile in zy € D se il rapporto incrementale di f(z) ha limite finito per
z — zo. Cioe se esiste finito il

i £2) = (z0)

zZ—20 zZ— 20

Tale limite si dice derivata di f in zg e si denota con f'(z). Se f(z) &
differenziabile in ogni punto di D essa si dice olomorfa in D. Essa si dice
olomorfa in zg se ¢ derivabile in un intorno di zy.
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Figura 1.2: Dominio molteplicemente connesso in C

Altri termini usati al posto di olomorfa sono analitica, monogena, rego-
lare o analitico-regolare.
Le usuali regole sulla derivabilita della somma, del prodotto e del quoziente
di funzioni, valgono anche nel caso complesso.
E facile stabilire che ogni funzione f(z) = 2z ¢ derivabile su tutto C.
Infatti
Z'Vl _ Z’I’L

lim O = lim (2" ' 42" 220+ ...+ 207 ) = ngy !
Z—/2Z0 Z — 20 Z—2z0

In base alla validita delle regole di derivazione sopra ricordate ogni poli-

N . . . . . P N . . .
nomio & derivabile e ogni funzione razionale fratta Qgg ¢ derivabile nei

punti in cui Q(z) # 0.
Una funzione f(z) & olomorfa in z = 0o se f(+) & olomorfa in w = 0.
In particolare, f(z) = gg; ¢ olomorfa in z = oo se grP(z) < grQ(z).
Conviene mettere in evidenza la seguente conseguenza della derivabilita
d’una funzione complessa.

Teorema 1.2.1 Sia f(x+iy) = u(x,y) +iv(z,y) definita in un intorno di
20 = o + 1yo. Se esiste finita f'(29) allora vale

Uz(xo, yo) = Uy(x07 yo)

Uy(l’o,yo) = —vg(wo,%0) -

(1.1)
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Inoltre le parti reale e immaginaria u(x,y) e v(z,y) sono differenziabili
in (o, Yo)-

Dimostrazione. Se esiste il

L 1) = 1)

zZ—20 z — ZO

allora tale limite esiste indipendentemente dal modo e, quindi dalla di-
rezione lungo la quale z tende a zy. In particolare il limite si puo calcolare
prendendo z del tipo z = = + iy, cioe facendo tendere z a zy lungo una
retta parallela all’asse =, oppure facendo tendere z a zy lungo una parallela
all’asse y, cioe prendendo z = zg + ty. In ciascuno dei due casi il limite
deve valere f'(2).

Ora
f/(z ) _ hm U(l'ayo) + iv(l',yo) — ’U,(l'o, yo) — iv(anyO) _
’ T—To T — Zo
— lim [U(x;yo) - u(x()vyo) + Z,'U(Cl',yo) — U(xO;yO)] _
rT—TQ T — X0 T — T
U v
= %(35073/0) +Z%($07y0)
Analogamente
f/(ZO) — lim u(zo,y) + Z"U(ﬁo,y) — u(l‘o,yo) - 7:'11(330’ Yo) _
Yo i(y — o)
= lim u(mo,y) iu(xoayo) + Z.U(xo’fy) iv(ﬁfo,yo)] _
y—vo i(y — Yo) i(y — o)
3u 81}
= *Za—y(xo,yo) + a—y(%’yo)
Dunque si ha
ou Ov ov Ou
f'(20) = %(ﬂfo,yo) + Z%(Jﬂovyo) = 8—y(l’o,yo) - Za—y(ffo,yo) . (1.2)

Dunque valgono le condizioni (1.1) che si dicono condizioni di mono-
geneita o equazioni di Cauchy-Riemann.

E inoltre facile dimostrare che u(z,y) e v(z,y) sono differenziabili nel
punto (xg,yo). Infatti, dalla derivabilita di f(z) in 2o segue che

f(2) = f(z0) + f'(20)(z = 20) + B(2,20) - (2 — 20)
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con ((z,zp) funzione infinitesima per z — z5. Detto f'(z9) = v + id,
separando la parte reale e quella immaginaria, si ottiene
uw(x,y) +iv(x,y) = u(zo,yo) +1i v(zo,yo) + (v +1 0)(x — 20 +1i (y — yo))+
+8(z,20) - (2 — 20)
Ossia
u(z,y) +1i v(z,y) = u(xo,yo) + i v(o,y0) + (v (x —20) — - (¥ — yo))+
+i (8- (x —x0) +7- (y — o)) + B(2,20) - (2 — 20)

Dunque

u(z,y) = u(wo,yo) + (v (x —w0) =6 - (y — o)) + R{B(2,20) - (2 — 20)}

v(z,y) = v(zo,yo) + (0 (x —x0) +7v- (¥ —v0)) +S{B(2,20) - (z — 20)}

Cio mostra che u(z,y) e v(x,y) sono differenziabili in (xg,yo) €, inoltre, che
valgono le gia ricordate condizioni di monogeneita. O

E allora immediato riconoscere la validita del seguente

Corollario 1.2.1 Se f(z) é una funzione olomorfa in un dominio D, allora
le sue parti reale e immaginaria soddisfano in D le equazioni di Cauchy-
Riemann in ogni punto z =x +iy € D

ou Ov ou ov
a_x(xay) - 8—y(x7y) ) B_y('ray) - _%(‘ray)

Le condizioni di monogeneita sono dunque una condizione necessaria
per la derivabilita o differenziabilita di una funzione di variabile complessa.
Tuttavia esse non sono sufficienti. Cio ¢ evidenziato dal seguente esempio
molto semplice dovuto a D. Menchoff. Si consideri

_Jgr verz#0,
JG) {0 per z =0.

Allora @ = (%)4 ha valore 1 se h ¢ reale o puramente immaginario. In

generale il rapporto incrementale vale e*? se h = |h|e?®. Percid non esiste
il limite del rapporto incrementale per h — 0; ossia f(z) non ¢ derivabile in
zo = 0. Tuttavia esistono le derivate parziali delle parti reale e immaginaria
di f(2) in (0,0) e soddisfano ivi le condizioni di monogeneita. Infatti si ha

u5(0,0) = v,(0,0) =1, u,(0,0) = —v,(0,0) =0 .

Vale tuttavia il seguente
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Teorema 1.2.2 Si supponga che f(z) = u(x,y) + w(x,y) sia definita in
un intorno U di zg e che u(x,y) e v(z,y) siano differenziabili in (xq,yo)
(in particolare, che le derivate parziali esistano in U e siano continue in
(z0,y0)). Allora, se valgono le equazioni di Cauchy-Riemann, esiste finita

f'(20).

Dimostrazione. Il rapporto incrementale in zg, con z € U \ {z}, & dato
da
f(z) = f(20) _ u(r,y) +iv(z,y) — u(@o, yo) — (o, Yo) _

z— 29 (x — o) +1i(y — vo)

u(sc,y) —u(l'o,yo) +i ’U(.’L’,y) _U(l”o,yo)
(x —z0) +i(y —vo)  (z—x0) +i(y — vo)

g0, Y0)(x — x0) + uy (0, y0) (Y — yo) + Bi(x,y)|z — 20| n

Z— 20

+ivx($o,yo)(33 — 20) + vy (20, Y0) (Y — Yo) + Ba(x,y)|2 — 20|
zZ— 20

Qui B1(z,y) e Ba(x,y) sono funzioni infinitesime per (x,y) — (xo,yo)-
Tenendo conto che ug (o, yo) = vy(xo,yo) € che uy(zo,yo) = —vz(z0, yo),
I’espressione precedente del rapporto incrementale diviene:

|z — zo|

[UI(ZL'(), Z/o) + ivm(l'o,yo)} + [61(1'73/) + iﬂQ(xa y)] 2 — 20

Poiché il fattore ‘z:—zg‘ e limitato, mentre il fattore [51(z,y) + if2(x,y)] &
infinitesimo, si vede facilmente che il rapporto incrementale ha limite finito
per z — zp, dato da f’(20) = uz(0,Y0) + ivz(0,Y0).0

Si puo dunque concludere con il seguente

Corollario 1.2.2 Sia f(z) definita in un dominio D; se essa ha ivi parti
reale e immaginaria differenziabili (in particolare, se le loro derivate parziali
sono continue), se inoltre sono soddisfatte le condizioni di monogeneita,
allora f(z) é olomorfa in D.

Abbiamo gia osservato che le funzioni razionali fratte ggz; sono olomorfe

eccezione fatta per i punti nei quali Q(z) = 0. Ricordando quanto gia si e
stabilito per le funzioni che sono somma di una serie di potenze, possiamo
. . . oo
concludere che la somma di una serie di potenze f(z) = >~ jan(z —
20)™ & una funzione olomorfa nei punti interni del cerchio di convergenza.
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Percio le funzioni esponenziale, seno e coseno, definite dalle seguenti serie
assolutamente convergenti in tutto C, sono olomorfe su C.

. 22 z" 2"
e :14—z+74—...4-H+...=n2:;JH
.3 L2n+1 o0 L2n+1
D I A
sinz =z grt )(2n—|—1 ; "G
22 42n e 42n
=1——++... " o= -1"
cos z 5 +(-1) (2n)!+ ;( ) n)!

1.3 Integrale di Riemann - Stieltjes.

Facciamo una digressione sulle funzioni a variazione limitata e l'integrale
di Riemann - Stieltjes. Considereremo funzioni definite su un intervallo
I = [a,b] a valori reali o complessi (in generale a valori in R™). Prendiamo
una suddivisione 7 = {tp = a < t; <ty < ... < t, = b} dell’intervallo [a, b]
e consideriamo la somma

Diremo che la funzione f(t) & a variazione limitata sull’intervallo [a, b]
se 'insieme delle somme S (f) & limitato. Si dice variazione totale di f su
[a, b] il numero

VE(f) = sup{Sx(f) : 7 & una suddivisione di [a, b]}

L’insieme di tutte le funzioni a variazione limitata su [a, b] si denotera con
VL(a,b) o con BV (a,b).

Proveremo ora alcune proprieta fondamentali dell’insieme delle funzioni
di variazione limitata a valori complessi.

feVL(ab), [o,f] C[a,b] = f € VL(e, B) e VI(f) <V2(f) (1.3)
Infatti bastera raffinare un’assegnata suddivisione inserendo i punti « e

[ tra quelli della suddivisione stessa e trascurare eventualmente i contributi
alla variazione totale dovuti ai punti antecedenti a: o seguenti 3.



10 CAPITOLO 1. FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA

Sono poi di agevole dimostrazione, a partire dalla definizione, le seguenti
proprieta valide per f € VL(a,b)

V() 2 1£(8) = f(a) (1.4)

Infatti, basta osservare che {a, 5} & la minima, nel senso dell’inclusione, di
ogni suddivisione di [«, 5]. Da questa disuguaglianza, tenendo fisso il punto
a in [a,b] e facendo variare (3, si deduce che ogni funzione a variazione
limitata &, in particolare, limitata sul [a,b]. Infatti si ha |f(z) — f(a)| <
V(f) < VA(), e quindi | £(2)] < |f()] + VE().

Infine si ha che la variazione totale & additiva

VO =VI)+VI(f)sea<a<y<B<h . (1.5)

Bastera raffinare ogni assegnata suddivisione di [a, 3] con l'inserimento del
punto ~ per provare la disuguaglianza <, e ricordare la definizione di es-
tremo superiore per dedurne la disuguaglianza opposta >.

Converra ricordare che le proprieta sopra citate sono quelle della lun-
ghezza di una curva rettificabile, e che si dimostrano allo stesso modo.
Osserveremo ulteriormente che la variazione V!(f) con a < ¢ < b & non-
decrescente sull'intervallo [a, b]. Infatti se t; < to si ha V'2(f) — Vi (f) =
V2 > [ f(t2) = f(t1)] > 0.

Teorema 1.3.1 L’insieme V L(a,b) ¢ stabile per la somma, il prodotto
di una funzione per una costante o € C e il prodotto di funzioni. Cioé
V L(a,b) forma un’algebra sul corpo dei complessi.

Dimostrazione. La tesi segue dalle disuguaglianze di immediata verifica

Vo(f+9) SVIN) +VAlg) | Valaf) =lalVy(f) e

V2 (fg) <sup|f| Vi (g) +suplg| V,(f)

Cio ¢ conseguenza della seguente disuguaglianza
|f(t)g(t:) — f(tim1)g(ti—1)| <
< |fa)llg(ts) — g(tim)| + gt f(t:) — f(tiza)] O

Teorema 1.3.2 Sia f € VL(a,b), a valori reali. Allora f ¢ differenza di
due funzioni non-negative, non-decrescenti.
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Dimostrazione. Sia f(t) a variazione limitata. Potremo pensare che
f(a) > 0, senza ledere la generalita; infatti, come vedremo nel corso della
dimostrazione, nulla cambia se al posto di f(¢) consideriamo la traslata
f(t) + k. Se poniamo g(t) = f(a) + VI(f) la funzione g(t) & non-negativa
( f ( ) e V(t) sono > 0) e inoltre & non-decrescente poiché cosi ¢ la variazione
Vi (f). Sia poi h(t) = f(a) + Vy(f) = f(t). Poiché Vi(f) = [f(t) — f(a)],
( ) > 0 per ogni t € [a,b]. Sia poi t; < ta; allora h(t2) — h(t1) = V2 (f) —
VI (F) = Flta) + £(t1) = Vi2(F) = Lf(ta) — F(01)] > |F(t2) — £ (1)) — [F(E2) —
f(t1)] > 0. Ovviamente ¢ f(t) = g(t) — h(t). O

Teorema 1.3.3 Sia f € VL(a,b), a valori complessi. Allora f ¢ combi-
nazione lineare di quattro funzioni non-negative, non-decrescenti.

Dimostrazione. La parte reale e la parte immaginaria di f sono a varia-
zione limitata. Infatti V/(Rf) < VE(f) e VIH(SS) < VEH(f). Percio sia Rf,
che S f sono differenza di due funzioni con le proprieta suddette. Si ottiene
allora

Z% gk (t) = go(t) +igi(t) — g2(t) —igs(t)

Ovviamente la decomposizione di f(¢) non & univocamente determinata; ci
sono infinite decomposizioni possibili: per esempio, tutte quelle che cor-
rispondono a g (t)+ costante. O

E noto (Teorema sul limite delle funzioni monotone) che ogni funzione
monotona su un intervallo ha limite destro e sinistro finiti in to € (a,b).
Per la decomposizione appena ricordata, si puo concludere con il seguente

Teorema 1.3.4 Ogni funzione a variazione limitata su un intervallo [a, b]
ha limiti finiti destro e sinistro in ogni punto ty € (a,b).0

Diremo salto destro di f in t € [a,b] il numero S4(f,t) = |f(t) — f(t1)].
Il salto sinistro & S_(f,t) = |f(t) — f(t7)]. Qui f(tT) = lim,_;+ f(u)
e f(t7) = lim,_ f(u) Se a € [a,b], allora S;(f,a) + S_(f,a) <
VE(f). T punti di discontinuitd di f sono esattamente quelli nei quali si
ha S;(f, @) + S_(f,a) > 0. Una funzione monotona e a valori reali su un
intervallo, per es. una funzione non-decrescente, & tale che in ogni punto ¢g
dell’intervallo stesso, esistono sia i limiti da destra che da sinistra e si ha,
nel caso ipotizzato, lim,_,, - f(t) < flto) < lim, f(t). Dunque, i punti
di discontinuita di una funzione monotona su un intervallo individuano una
famiglia d’intervalli aperti disgiunti. Una siffatta famiglia puo essere al
pitt numerabile sulla retta reale (in ognuno degli intervalli cade un punto
razionale diverso e Q & numerabile!). Ogni funzione a variazione limitata,
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a valori reali o complessi, su un intervallo ¢ combinazione lineare di due
o quattro funzioni monotone a valori reali. Dunque anch’essa puo avere
al pitt un’infinita numerabile di punti di discontinuita. Si ¢ dimostrato il
seguente

Teorema 1.3.5 Una funzione a variazione limitata su un intervallo am-
mette al piv un’infinita numerabile di punti di discontinuita. O

Infine, definiamo funzione a variazione limitata su un intervallo [a, c0)
una funzione che & a variazione limitata su ogni intervallo limitato [a, k]
e tale che sia finito il limy_., V*(f). Tale limite si dice allora variazione
totale di f su [a,00): V2°(f). Allo stesso modo si definiscono le funzioni a
variazione limitata su R.

Occupiamoci ora di un’importante generalizzazione dell’integrale di Rie-
mann introdotta da Thomas Jan Stieltjes nel 1894. Consideriamo due fun-
zioni, una continua e l'altra a variazione limitata su un intervallo chiuso
e limitato [a,b] C R: f € C(a,b) e ¢ € BV(a,b). Ricordiamo che f
risulta uniformemente continua su [a,b]. Consideriamo una suddivisione
m={tg=a <t <ty <... <t,=>} dellintervallo [a,d] e sia 0 = {si}
una scelta di punti dell’intervallo con s € [tg—1,tx], k = 1,2,...,n. Con-
sideriamo inoltre la somma

Seo(fr9) = F(sk)lgltr) — glte—1)]
k=1

Definiamo diametro della suddivisione 7 il numero

diam(rw) = lrél]?é(n(tk —th-1)

Diciamo infine modulo di continuita di f € C(a,b) il numero

p(0; f) = max{|f(z1) = f(x2)| : 21,22 € [a, 0], |21 — wa| < 0}

Notiamo che se f ¢ una funzione uniformemente continua il suo modulo di
continuita ¢ infinitesimo con 4.
Allora possiamo dimostrare il seguente

Teorema 1.3.6 Se f € C(a,b) e g € VL(a,b) esiste un numero J (reale o
complesso) tale che

|J = Sro(f,9)] < 4V20(5; )V (g)

se diam(m) < 4.
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Definizione. Il numero .J, 'esistenza del quale ¢ affermata dal precedente
teorema, si dice integrale di Stieltjes di f(t) rispetto a g(t) sull’intervallo
[a, b] e si denota con

b
/ f(t)dg (1)

Dimostrazione. Cominciamo ad osservare che se due somme relative alla

stessa suddivisione 7w avente diam(w) < § si riferiscono alle scelte o1 e og,
allora e

S (f+9) = S (Fr9)] < D 1f(s1) = flsw2)llg(tr) = g(te—1)] <
k=1
W& HValg)

per la definizione di variazione totale di g e avendo tenuto conto che |sy 1 —
Sk2| < 0 per ogni k.

Siano ora m; e my due suddivisioni di [a,b] di diametro < 4, tali che
m C my (cioe tale che g sia un raffinamento di ), e consideriamo due
somme corrispondenti a queste suddivisioni: Sz, o, (f,9) € Sr,.0.(f,9). Sia
T = f(s)[g(B) — g(@)] un termine di Sy, 5, (f,g). L’intervallo [a, (] &
suddiviso dai punti {ta;} di m2. Vale allora 3 ;[g(ta,;) — 9(ta,-1)] =
g9(B) — g(). I termine T; & allora sostituito da

15 = Zf(sa,j)[g(ta,j) - g(ta,j—l)]

in Sx, 0, (f,9). poiché |so ; —s| < d, abbiamo

Ty —To| = \Z[f(S) ~ F(sai)lg(tas) = 9(tai-1)ll < u(6; VI (9)

e quindi
|S7T2,U2(f7 g) - Sﬂ'hffl (f?g)l < M((S; f)Vab(g)

Siano ora due somme arbitrarie, corrispondenti alle suddivisioni 1 e w5 con

le scelte 01 e 09. Sia w3 = 7 U mo; tale suddivisione ¢ un raffinamento di
71 e di m. Allora si ha

|S7T2,0'2 (.f7 g) - STrl,O'1 (fa g)‘ S |Sﬂ'2702 (f7 g) - S7T370'3 (fa g)‘—i_

+Sms.00 (f:9) = Smion (£.9)] < 2083 )V (9)
Definiamo ora Lj§ = sup{RSr »(f, g) : diam(r) < 0}, I§ = inf{RS; »(f,9) :
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diam(m) < 8} e LY = sup{SSr o (f,g) : diam(w) < ¢}, If = inf{SS (f,9)
: diam(w) < ¢}; sia poi Iy = [l§, Ls] + ¢[l§, LY]. Evidentemente ¢ I5 C
I, se § < p e inoltre Ly — I, LY — 1% < 4u(6, f)V2(g). Prendendo per
i valori di 4, per esempio, i numeri del tipo %, si trova una successione
d’intervalli chiusi inscatolati I,,, aventi diagonale arbitrariamente piccola
(< 4v2u(; /)VE(g)). Dunque esiste un unico numero J comune a tutti
gli intervalli I,, e tale J soddisfa la disuguaglianza enunciata. O

Passiamo ora brevemente in rassegna le proprieta dell’integrale di Riemann-
Stieltjes. Dalla definizione seguono immediatamente le seguenti proprieta
di bilinearita e di additivita dell’integrale

b b b
/ lafs() + Bfa(0)]dg(t) = o / fi(D)dg(t) + / Rdgt) . (16)

a

b b b
/ F()dlagy(t) + Boa(t)] = a / F(t)dgi (1) + B / ftdgs(t) . (17)

/f )dg(t) /f )dg(t) /f )dg(t) , pera<c<b . (1.8)

Inoltre vale la disuguaglianza

b
| / F(H)dg(t)] < max | £(5)] - V(g) (1.9)

poiché essa € vera per le somme.
Ricordando che per ogni termine di una somma vale

[£(9)lg(B8) = g()]| < |£(s)IVE(9) = |F(s){V(9) = Vi (9)}

si ottiene
|/f (t)dg(t) /|f dViEi(g) . (1.10)

Osserviamo che anche il membro destro dell’equazione ¢ un integrale di
Stieltjes, poiché |f(t)| & continua e V!(g) € BV(a,b). La precedente
dlsuguaghanza viene scritta spesso con la seguente, diversa notazione :

|f f(t)dg(t)| < f |f(t)||dg(t)], dove |dg(t)| sta al posto di dV!(g). Se g(t)

ha derivata continua, allora si ha, come ¢ noto, fab ft)dg(t) = f; F@)g' (t)dt
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Infine, scambiando i ruoli di f e di g, si perviene alla formula d’integra-
zione per parti. Infatti, si ha

Seo=>_ fsu)lglte) — g(te-1)] = f(sn)g(b) — f(s1)g(a)—
k=1

n

n—1

= gtr)[f (sk41) — f(sk)]

k=1

Prendendo il limite dell’uguaglianza per diam(w) — 0, si ottiene

b

/ F(t)dg(t) = FD)a(b) — fla)g(a) - / odf(t) . (L1D)

a

Se si sa solamente che f € C(a,b) e g € BV (a,b), allora questa formula

fornisce la definizione dell’integrale del membro destro. Se f,g € C(a,b) N
BV (a,b), allora la formula stabilisce la formula d’integrazione per parti,
estremamente utile per valutare gli integrali di Stieltjes.

1.4 Integrazione complessa. Teorema di Cauchy.

Sia I una curva rettificabile del piano complesso. Intenderemo con cio una
curva d’equazione z = z(t), 0 < ¢ < 1, dove z(¢) ¢ una funzione continua e
di variazione limitata su [0,1]. ' & orientata dalla parametrizzazione. Cioe
z1 = z(t1) precede zo = z(t2) se t; < ta. —I rappresenta la stessa curva
con lorientazione opposta, cio¢ d’equazione z = z(1 — t). La lunghezza di
I ¢ data da ¢(T') = V{'(2). Se f(z) ¢ una funzione continua definita sul
sostegno della curva I (con cid intenderemo che f & definita su un aperto
di C, 2 D I'([0,1]). Spesso il sostegno I'([0, 1]) sara semplicemente indicato
con I'), allora f(z(t)) & una funzione continua su [0, 1].

Definizione. Se f ¢ una funzione continua sul sostegno della curva
continua rettificabile I' definiamo

/F f(2)dz = / fewnd=)

dove l'integrale al secondo membro € inteso nel senso di Riemann-Stieltjes.
Le proprieta gia dimostrate per l'integrale di Stieltjes permettono im-
mediatamente di verificare che valgono le seguenti uguaglianze
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I. Linearita.

/F[Oéf1(2)+5f2(2)]d2:a/rﬁ(z)dZ—i—ﬁ/Ffﬂz)dZ

I1. Additivita rispetto al cammino. Se I'1 e I'y sono due curve rettificabili

consecutive, cioe tali che z1(1) = 22(0) e con I'; + I'y intendiamo la curva
T'y seguita dalla I's, cioe la curva d’equazione

EReH) e0<t<
Z(t){,zQ(Qtl), se %gtg

HL\DI»—A

allora si ottiene

/F1+F2 f(2)dz = . f(Z)dZ+/I‘2 F(2)dz

II1. Cambiando l’orientazione della curva, cambia il segno dell’integrale

/71“ f(z)dz = —/Ff(z)dz

IV. Valgono le seguenti disuguaglianze che discendono dalle (1.9)
(1.10)

| 11| < max ()] - )

[ sG] < [ 1l - /If ))lds(t)

dove s(t) & la lunghezza dell’arco della curva T’

V. Se la curva I' & generalmente regolare allora

/rf(Z)dZ = /01 f(z(t)2 (t)dt

Concludiamo con alcuni esempi fondamentali

)

Esempio 1.4.1 Se I'" ¢ una qualsiasi curva rettificabile che congiunge i
punti a e b del piano complesso, allora:

b
/dz:/ dz=b—a
T a

Infatti, quale che sia la suddivisione di [a,b], si ha Y 7_ [2(tx) — 2(tk—1)] =
z(1) —z(0) =b—a.
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Esempio 1.4.2 Analogamente, per ogni curva rettificabile I' vale

b 1
/zdz:/ zdz = —(b* — a?)
I a 2

Infatti, dalla formula d’integrazione per parti, si ottiene

b 1 1
/a sdz = /0 (=) = )] - [(O)]2 /0 (D)2 (1)

In particolare, se I' &€ una curva rettificabile semplice chiusa, tale che
z(0) = z(1) allora [.dz=0e [.zdz=0.

Esempio 1.4.3 Se I' ¢ un cerchio di centro a e raggio r, d’equazione z =
a+re’, vale
dz .
/ = 2mi
r—a

Infatti I' & una curva regolare con z(¥) differenziabile. Percio si puo appli-
care la formula del punto V. z — a = re"’; dz = ire’”dv e si ottiene

d 2w . i 27
/ : :/ Wemdﬁ:i/ dv = 2ri
rTe—a 0 re 0

Una curva semplice chiusa si potra pensare dotata di un’orientazione in-
triseca indipendente dalla sua parametrizzazione. Precisamente l'orienta-
zione sara detta positiva se, scelto un punto zg all’interno del circuito T,
partendo da un punto z € I' e ritornando al punto di partenza dopo avere
percorso una sola volta tutto il circuito, l’argomento del numero comp-
lesso z — zp risulta aumentato di 27. L’orientazione positiva si dira anche
antioraria.

Teorema 1.4.1 Sia f(2) una funzione olomorfa in un dominio D e sia T
una curva continua, semplice, chiusa, rettificabile tale che T* =T U (T'); C
(D);, dove (D); indica la parte interna di D. Allora

/Ff(z)dz =0

Dimostrazione. La dimostrazione sara fatta in piu passi. Innazitutto
dimostreremo che la tesi vale quando I' € il perimetro di un triangolo di
vertici z1, z2, z3. Successivamente estenderemo questo risultato ad una
poligonale chiusa arbitraria ed infine perverremo al risultato nel caso gene-
rale. La dimostrazione qui esposta, che non richiede ipotesi aggiuntive di
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continuita di f'(z) o di regolarita di T, & dovuta essenzialmente a Goursat
(1883), modificata da Prigsheim e Knopp (1918).

a) Sia dunque I' = A il perimetro di un triangolo di vertici z1, 22, 23,
orientato in senso antiorario o positivo, e sia A* = AU (A);. Per assurdo
si supponga che fA f(2)dz # 0. Sia £ il perimetro di A. Se suddividiamo il
triangolo con linee congiungenti i punti medi dei suoi lati, otteniamo quattro
triangoli Ag1, Age, Az che contengono rispettivamente i vertici 21, 29, 23
e Apyg che contiene z4, baricentro del triangolo. Se i singoli triangoli Ag;
con ¢ = 1,2, 3,4 sono orientati positivamente, avremo

[ rea=3 [ fea

k=1"Bok

poiché i contributi di Aoy cancellano i contributi dei lati di Aoy (k= 1,2,3)
che non sono semilati di A. Se supponiamo che [, f(z)dz # 0, almeno
uno dei Agy dara contributo non nullo. Diciamo A; uno di quelli che
da contributo di modulo massimo (quello d’indice minimo, se ce n’ & piu

d’uno). Sara:
I/Af(z)dz|§4~|/A f(z)dz| .

Ripetendo questo precedimento per infiniti passi, troveremo una successione
di triangoli (A,,) tale che sia

(D);DAFDAID...DA; D ...

Il perimetro di A, & %; il suo diametro ¢ percio al piu %2% e tende a zero
per n che tende all’infinito. Ne segue che ci sara un solo punto zy comune
a tutti i domini triangolari Ay. Ed inoltre vale

IRCEEENA ()

Poiché, per 'olomorfismo di f(z) in 29 € D, Ve > 0,36 > 0

f2) = (=)

\ — f(z0)] <eper 0<|z—2z0| <6

zZ— 20
e f(z) = f(20)+(2=20) [ (20)+n(z, 20) con [n(z, 20)| < €|z—20| per [z—20| <
d. Pur di scegliere n abbastanza grande si potra rendere |z — 29| < & per

z € A”.

/ f(2)dz = / [F(z0) + (= — 20) ' (z0) + (2 20))dz
JANS A

n



1.4. INTEGRAZIONE COMPLESSA. TEOREMA DI CAUCHY. 19

= [f(20) = 20" (20)] /An dz—i—f/(zo)/A

I primi due integrali sono nulli, come si ¢ dimostrato in precedenza. Inoltre

zdz+/ n(z, z0)dz
A

n n

62
/. ] < o

14
2.2m

poiché |n(z, z9)| < €- e inoltre vale la proprieta IV. Segue allora

12 1,
| [ f(z)dz| <47 f(2)dz] < —4"—e = —L%€
A N 2% 4n“ T 2

Per l'arbitrarieta di €, segue finalmente

/A F(2)dz =0

Questo conclude il primo passo della dimostrazione.

b) Sia ora IT un poligono semplice chiuso avente la parte interna e il
perimetro contenuti in D. E intuitivo, ma si pud dimostrare in modo ri-
goroso e relativamente semplice (dimostrazione omessa), che ogni poligono
semplice chiuso si puo triangolare; cioé che si possono trovare triangoli

A17A27"'7An

tali che: (i) le parti interne a due triangoli A; e Ay non abbiano punti
in comune per i # k, e (ii) UA} = II*, dove l'asterisco indica 'unione
dell’interno con la frontiera (cioe la chiusura di (Ag);) della curva semplice
chiusa in considerazione. Ne segue che

/Hf(z)dz = ; N f(z)dz=0

Dunque, la tesi vale per arbitrari poligoni. Si veda la Figura 1.3.

¢) Supponiamo ora che I' sia un’arbitraria curva semplice, chiusa, retti-
ficabile tale che I'* C D. Osserviamo, innanzi tutto, che I'* ha una distanza
positiva d dal complementare di D. Si scelga un numero 0 < p < d e sia
R Vinsieme dei punti aventi da I'* una distanza non maggiore di p. Percio
vale I'* C R C D, essendo 'inclusione propria nei due casi. Sia poi u(9, f)
il modulo di continuita della restrizione di f a R.

Sia ora dato un numero reale € > 0. Possiamo trovare un insieme finito
di punti 21, 22, ..., z, su I' che soddisfano le seguenti richieste:

(i) z; precede z su T se j < k;
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Figura 1.3: Integrazione su un poligono semplice chiuso

(ii) tutti i segmenti [z, zk+1] sono contenuti in R. Si intende che 2,11 =
21;

(iii) il poligono IT = [z1, 29,. .., 2,] & semplice'

(iv) se & ¢ scelto in modo che u(d, f) < 57, dove £ ¢ la lunghezza di T,
allora per ogni k si ha |zx11 — 2| < ;

)| o F(2)dz = S0 Fe) (gt — 2] < 5.

Queste condizioni si possono tutte soddisfare, salvo eventualmente la

(iii). Ma se quest’ultima & violata, comunque sara vero che

/H f(2)dz=0

perché, se non semplice II, sara 'unione di un numero finito di poligoni
semplici ed eventualmente di un numero finito di segmenti percorsi due
volte in direzioni opposte quando z percorre II. Osserviamo che la somma
finita soddisfacente la condizione (v) si pud scrivere come un integrale.
Avremo allora

Zk+1

|/Hf(z 231ka Zk+1_zk|_|Z/ — f(zr)]dz] <

k=

€ €
< . — = —
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dove si e usato il fatto che la lunghezza di II non supera quella di I'. Com-
binando questa stima con quella di (v), si trova finalmente

IAﬂ@MFJAf@MjAf@whﬂﬁf@ﬁ;gvamﬁraﬂ+

| e = 2 eenss =20l < 5+ § =

Per Darbitrarieta di € il teorema € dimostrato.O

Il precedente teorema & fondamentale. Ne offriamo percio una dimo-
strazione alternativa, basata sul Teorema di Gauss — Green nel piano. Si
richiedono per questa dimostrazione ipotesi piu restrittive sulla regolarita
del cammino lungo il quale si integra e sulla continuita delle derivate della
parte reale e immaginaria della funzione olomorfa, ipotesi che, come abbia-
mo visto in precedenza, non sono necessarie. Tuttavia, la dimostrazione
risulta essere piu rapida e comunque ¢ istruttiva.

Teorema 1.4.2 Sia f(z) una funzione olomorfa in un dominio D e sia T’
una curva semplice, chiusa, a tratti regolare tale che T* =T U (T"); C (D);.

Se f(z) = u(z,y) + iv(z,y) & tale che le derivate parziali di u(x,y) e di
v(z,y) sono continue in (D);, allora

Léﬂdw=

Dimostrazione. Posto z = x + iy, l'integrale si puo cosi esprimere sepa-
rando la parte reale da quella immaginaria

/Ff(z)dz: /F(u(x,y)dx—v(x,y)dy) +iA(v(x,y)dm+u(x,y)dy).

Ricordando le formule di Gauss-Green:

/Xzy //*ﬁXxy

_ Y (z,y)
/FY(Z‘,Z/)dy— //* ded%
si ottiene

/Ff(z)d //* dscdy—f—z//* au da:dy_O
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I due integrali sono nulli poiché valgono le condizioni di monogeneita. O

Sono interessanti alcune notevoli estensioni del teorema precedente

Teorema 1.4.3 Sia I" una linea chiusa, semplice, continua e rettificabile e
sia la sua parte interna (T'); convessa rispetto a un punto interno zy. Se
f(2) & olomorfa in (I'); ed é continua in T* =T U (T");, allora é

/Ff(z)dz =0

Non dimostriamo questo teorema.
Ricordiamo che (T'); si dice convesso o stellato rispetto a un suo punto
zo se per ogni z € (I'); il segmento d’estremi zg e z & tutto contenuto in

()i

Teorema 1.4.4 Supponiamo che 'y e 'y siano due curve semplici, chiuse,
rettificabili, continue che hanno la stessa orientazione e tali che 'y giaccia
all’interno di Ty. Se f(2) ¢ olomorfa in D D (I'2); N (T1)e, allora

f(2)dz= | [f(z)dz
Ty s

Dimostrazione. L’affermazione ¢ banale se f(z) ¢ olomorfa in tutto I'},
perché allora i due integrali sono nulli. Altrimenti, si prenda un punto zg
interno a I'; (e quindi a I'y) e si tracci una linea orizzontale? per z. Il
prolungamento di questa linea intersechera almeno due volte sia I'y che I's.
Poiché l'insieme intersezione ¢ un insieme compatto contenuto nella retta,
andando verso destra si trovera un ultimo punto z; in I'y e un primo punto
susseguente zo in I'y. Il segmento di linea di estremi 21 e zo giace per intero
in (T'2); N (T'1)e. Analogamente, alla sinistra di zp ¢’¢ un ultimo punto z3
in T'; e un primo punto seguente z4 in T'g; il segmento (z4,23) giace per
intero in (I'z); N (I'1)e. I due segmenti di retta tagliano (I'z); N (T'1)e in
due parti, una superiore e una inferiore. Se le due curve I'y e I's sono
orientate positivamente, i punti z; e z3 dividono I'; in due archi I'1; e
T'15. Analogamente 25 e z4 dividono I's negli archi I'y; e I'yo. Siano Aq e
A5 i bordi del dominio superiore e inferiore rispettivamente. Allora A =
[21, 2’2] U Fgl U [2’4, 23] U (—Fn) € AQ = (—Flg) U [Z3, 24] U FQQ U [22, Z1]. Gl
integrali estesi a A; e a Ay sono nulli. Dunque

0/A1+ A2f(z)dz/r21/ru+/r22 me(z)dz

poiché gli integrali lungo i segmenti di retta si cancellano. Raggruppando i
termini si ottiene il risultato voluto. O
2

ciot una parallela all’asse x = R(z)
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Figura 1.4: Cammini chiusi semplici, uno interno all’altro

La Figura 1.4 illustra la situazione descritta nel Teorema 1.4.4.

D’ora in poi una curva semplice, chiusa, continua, rettificabile (a varia-
zione limitata) si dird un “circuito” o un “ laccio”. Allora, piu in generale,
possiamo affermare la validita del seguente teorema

Teorema 1.4.5 Se I'y, T'y, ..., I, sono n + 1 circuiti e se f(z) é una
funzione olomorfa in un dominio D che contiene la chiusura della parte di
piano interna a I'y e esterna a 'y, ..., Iy, cioe D D Dy, con

Dy=T0)iNn(Ten...0Th)e

allora

. f(z)dz :; . f(z)dz

La dimostrazione elementare di questo teorema si basa sulla possibilita di
operare dei “tagli” che spezzino Dj in due o piu domini semplicemente
connesst.

Ricordiamo che un dominio D del piano complesso si dice semplice-
mente connesso se il suo complementare & connesso sulla sfera complessa
di Riemann.

Omettiamo la dimostrazione del teorema, rimandando per un’idea in-
tuitiva della dimostrazione stessa alla seguente Figura 1.5.
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Figura 1.5: Formula di Cauchy in dominio molteplicemente connesso

I tagli Ly, Lo, L3 e Ly dividono Dy in due domini semplicemente con-
nessi e sommando i singoli contributi si ottiene la formula annunciata per
il caso specifico.

Come semplice applicazione del teorema precedente, vogliamo calcolare
Iintegrale fr dea dove I' ¢ un circuito che non passa per il punto a. Se a
¢ esterno a T', allora f(z) = - & olomorfa in I'* = T'U (T'); e l'integrale
¢ nullo. Se a € (T');, per il teorema precedente l'integrale & uguale a quello
esteso a un cerchio di centro a e raggio €. Prendendo ¢ sufficientemente
piccolo il cerchio & contenuto in (I');. Ma quest’ultimo integrale & stato
calcolato nell’Esempio 1.4.3, e vale 2.

1.5 Formule integrali di Cauchy.

Nelle considerazione che seguono penseremo che i circuiti siano orientati
secondo la convenzione sopra esposta.

I risultati di questo paragrafo, e molti altri che seguiranno, sono con-
seguenze dirette del fondamentale Teorema di Cauchy dimostrato nel para-
grafo precedente.
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Teorema 1.5.1 (Formula integrale di Cauchy). Sia T un circuito positiva-
mente orientato e sia f(z) una funzione olomorfa in un dominio D D T'*;
se z & un punto interno a I', vale

1 f(&)
= — d
1) = g [ e
Dimostrazione. Dal Teorema 1.4.4 segue che

L[ 1O L[ 1O

s,

doce C & un cerchio di raggio p = | — z| cosl piccolo da essere contenuto
per intero in (I');. Ricordando che 5 [, #15d€ = 1, segue che

27

LUy (PR Lf(fgiif(z)dg

Nell’'ultimo integrale, 'integrando si puo valutare come segue w =
f'(z) + n(&, 2), con n(&, z) che tende a zero per £ — z. Percid I'integrando
€ maggiorato in modulo da una certa costante M se £ € C' con C cerchio
di raggio p sufficientemente piccolo. Il modulo dell’integrale ¢ maggiorato
da 5=+ M - {(C) =5 - M -2mp= M - p, che tende a zero al tendere a zero
di p. Ma il termine a sinistra dell’'uguaglianza ¢ indipendente da p e quindi

deve essere nullo.O

Una conseguenza immediata del precedente teorema e la seguente propo-
sizione che si ottiene prendendo come curva I' un cerchio di centro il punto
a e raggio r, tale che I'* C D.

Teorema 1.5.2 (Teorema della media) Se C' ¢é un cerchio di centro a e
raggio r tale che C* C D, allora si ha

1 27

f(a) fla+ Teie)déi

:%O

Dimostrazione. Infatti si ha

fo) = o [ 2

_% CE*CL

Posto & = a—i—reia, 0 < 0 < 2w, avendo fatto le dovute sostituzioni e semplici
calcoli, si trova la formula voluta.O

Utilizzando I'enunciato del Teorema 1.4.3 si trova che la conclusione
precedente vale anche nell’ipotesi che f(z) sia olomorfa in (I'); e continua

in I'*. Se z ¢ esterno a I', allora si ha ﬁ fc é(fg d¢ = 0.
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Infine, se la regione in cui f(z) & olomorfa & interna a un circuito T'g
ed esterna a I'y, I's, ..., I',,, allora la formula scritta continua a valere se
I'=Ty—-T1—...—T,. Altro fondamentale risultato ¢ il seguente teorema

che vale per f/(z).

Teorema 1.5.3 (Formula di Cauchy per la derivata). Sotto le ipotesi del
precedente Teorema 4.1, si ha

o L[ Q)
= 2m‘/p<§fz)2d§

Dimostrazione. Se z € (I'); 'integrale ¢ una funzione f;(z) ben definita;
dimostremo che coincide con f’(z). Si osservi che

1 1 1 1 h

ey e Rk v Rl ey g
Allora
flz+h) - f(2) _h f(§)
= - file) = 5
h ot Jr €= 22(E—2— D)
Si dica R(d) quella parte di (T'); per la quale z (e z + h) distano da T" non
meno di §. Detto M il massimo di |f(z)| su T’ e ¢(T') la lunghezza di T,
I'integrale ¢ maggiorato in modulo da
||

2—-(5_3-M~£(1") per z, z+h € R(9)
™

Dunque esso tende a zero uniformemente rispetto a z quando h — 0. Ma il
termine sinistro ha limite f’(z) — f1(z) per h — 0. Percio si ha

P = 116 = 57 [ o hae

Il teorema ora dimostrato assicura che se z € I, il risultato si puo
ottenere derivando sotto il segno d’integrale. Piti in generale vale il seguente
risultato

dg

Teorema 1.5.4 (Formula di Cauchy per le derivate successive). Sia f(z)
olomorfa nel dominio D = (Tg);N(T1)eN...N(Ty)e. Allora f(z) ha derivate
di ogni ordine in D e si ha

1) = g [ e e

2w

per z € D e per ogni m € N.
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Dimostrazione. (Cenno) Procedendo per induzione, supponiamo che la
tesi valga per m — 1. Gia sappiamo che essa vale per m = 0 e per m = 1,
come abbiamo precedentemente dimostrato. Supponiamo dunque che esista
fm=1(2) e che sia data dalla formula detta. Si ha

1 m—1 m—1
E ' [f( )(Z + h) - f( )(Z)] zm F % [(E_zl_h)m NG _1Z)m]d§
" 1) h m— 1 ..
( ;71'2) fF 1 - (5 Z) z— h)
— (m-1)! (5 Z)m :
274 fF d§(§ 2)M™(E—z— h)m'

I puntini indicano termini contenenti il fattore h o sue potenze di grado
superiore. Si pud dimostrare che per h — 0, con z,z+ h € R(0), I'integrale
tende uniformemente rispetto a z a

m—1)! _oml f(©)
O = g e e

Dunque una funzione olomorfa in un dominio D risulta avere in D non
solo la derivata prima in senso complesso ma derivate di ogni ordine.

1.6 Teorema di Morera. Principio del mo-
dulo.

Quanto abbiamo ricordato dopo il Teorema 1.5.3 & importante perché ci
permette di dimostrare una proposizione reciproca del Teorema di Cauchy,
scoperta da Giacinto Morera nel 1886

Teorema 1.6.1 (di Morera). Si supponga che f(z) sia una funzione con-
tinua in un dominio semplicemente connesso D e tale che per ogni triangolo
A con A* C D walga

f(z)dz=0
A

Allora f(z) é olomorfa in D.

Dimostrazione. Si supponga che a € D e sia D(a) un dominio stellato
rispetto ad a e contenuto in D. Per z € D(a), si definisca F(z,a) =
f; f(t)dt, dove l'integrale si calcola lungo il segmento di retta congiungente
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a con z. Si prenda h in modo che z+ h € D(a) e cid accada anche per ogni
punto del segmento [z, z + h]. Allora

z+h z z+h
F(z+ h,a) — F(z,a) = / ft)dt — / ft)dt = / f(t)dt

poiché l'integrale esteso al triangolo di vertici a, z, z + h vale 0. Dunque
1 z+h
-5 i

1

z+h
pIPEHa-Fea] = ¢ [ fd= 5

X [£(2)~ (b))t

Per la continuita di f(z) il termine integrale nell’ultimo membro tende a 0
per h — 0. Percio vale

1
lim — - [F(z+ h,a) — F(z,a)] = f(2)
h—0 h

Dunque F(z,a) ¢ funzione olomorfa di z in D(a) e dunque in un intorno
di a. Ma, per quanto si ¢ dimostrato in precedenza, anche la sua derivata
f(2) & derivabile nello stesso dominio D(a), cio¢ in un intorno di a. Cioe

f(2) & olomorfa in un intorno di ogni punto a € D. Dunque ¢ olomorfa in
D.O

Per le funzioni olomorfe vale una notevole proprieta di massimo.

Teorema 1.6.2 Sia f(z) olomorfa in D e sia T' un circuito tale che IT'* C
D. Allora per ogni z € (T'); vale

[f(2)] < M(f,T)

essendo M(f,T) il massimo di |f(z)| suT. Se poi |f(z)| assume il valore
massimo in un punto a € (I');, allora f(z) é costante in T'*.

Dimostrazione. Basta ricordare che, per ogni intero k£ > 1, si ha

et = L[ el

2 Jp E—2

dg
Passando ai moduli e ricordando la maggiorazione dell’integrale

‘f(z)|k< T

k
_W[M(fvr)] )

dove d(z,T) ¢ la distanza di z da I. Estraendo la radice, si ottiene

’f(z)’ < [%]% -M(f,T)
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Prendendo il limite della disuguaglianza per k — oo, si ha finalmente

|f(2)] < M(f,T)

Sia a € (I'); un punto nel quale |f(z)| assume il valore massimo; si puo
prendere un valore r > 0 cosi piccolo che a + - e € (I'); per ogni 0 <
¥ < 2m. Si ricordi inoltre che |f( )| > |f(z)| per ogni z € I'*. Ricordando
il teorema della media, f(a) = fo (a+r-e”)dd, e quindi

2m
)
@< [t ean| < @)
poiché |f(a + 7 - €e"”)| < |f(a)|. Dunque l'integrale vale proprio |f(a)| e
quindi

/0 “1F@) — | fatr-e?)]do =0

Questo significa (essendo le funzioni continue e la differenza non negativa)
che l'integrando vale zero. Per I'arbitrarieta di r in un intorno di a la
funzione f(z) ha modulo costante. Ma si dimostra che se una funzione
olomorfa porta un disco D, = {z:|z| < r} su un sottoinsieme di un cer-
chio {w:|w| = p} allora f(z) deve essere costante. Infatti dimostreremo
(nel paragrafo 14) che una funzione olomorfa conserva gli angoli (¢ una
trasformazione conforme) fra gli archi uscenti da un punto zg nel quale sia
f'(20) # 0. Ora se in tutti i punti di D, & f'(z) = 0 allora f & costante
in D, e quindi ovunque, come vedremo in seguito (Teorema 1.8.1). Se in
qualche punto del disco ¢ f'(zg) # 0, si possono fare uscire da quel punto
due archi che formino un angolo di 5, per es. Dallimmagine che sta su un
arco di circonferenza dovrebbero usc1re due archi che formano un angolo
retto. Ma cio & impossibile perché lungo la circonferenza due archi uscenti
dallo stesso punto possono formare solo un angolo nullo o piatto. Dunque
non solo il modulo della funzione deve essere costante in un intorno di a
ma la funzione stessa. O

Dunque se f € olomorfa su un aperto D C C si puo concludere in
generale quanto segue: Se f(z) é una funzione olomorfa in un dominio D
ed é continua in DUOD (dove OD ¢é la frontiera di D), se M = M(f,0D) &
il massimo di | f(z)| su 0D, allora in ogni punto di D & |f(z)| < M, a meno
che f(z) non sia costante in D.

1.7 Sviluppi in serie di Taylor e di Laurent.

Abbiamo visto che le funzioni olomorfe in un aperto del campo complesso
C sono addirittura di classe C* ora dimostreremo che esse ammettono una
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proprieta ancora piu forte.

Teorema 1.7.1 (Sviluppo in serie di Taylor). Sia f(z) una funzione olo-
morfa nel cerchio |z — a| < R, allora si ha

© £(n)(g
i =3 W e

n!

n=0
e la serie converge assolutamente in tale cerchio.

Dimostrazione. Osserviamo che &

1 1 1 1 1 = z—an
-z (-a)-(z—a) &—a 1-£2 :g—a',;o(g—a)

La serie scritta converge assolutamente se |z — a| < |[€ — a|. Se poi &
€ —al = Ry e |z —a|l < pRy, con 0 < p < 1, allora la serie converge
uniformemente rispetto a £ e a z. Si prenda ora R; tale che 0 < Ry < R.
Se I'y ¢ il cerchio [£€ — a| = Ry, si ha

1 f(§)
= — —2d¢, per|z—al|<pR; (0<p<1
1) = 3 [ £5de per 2 —al < pRi0<p <)
Ora, per la convergenza uniforme della serie, si puo integrare a termine a
termine e quindi

IR 13
=3y [ e

Ricordando le formule di Cauchy delle derivate successive, si ha

1 f(©)

1 n
277 Jr, €y ~ @

Percio, finalmente possiamo scrivere
f&) =2 @) =)

Dalle considerazioni sopra svolte, segue che la serie converge assolutamente
e uniformemente per |z — a| < pRy, con Ry < R. Ma R; e p sono arbitrari
purché soddisfino le condizioni Ry < Re 0 < p < 1. Si conclude che la serie
converge assolutamente per ogni z tale che sia |z — a| < R e uniformemente
rispetto agli z tali che |z —a| < pR con 0 < p < 1.0
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Ne segue che una funzione olomorfa f(z) pud essere rappresentata dalla
somma di una serie di potenze in (z —a) in un intorno di ogni punto interno
al suo dominio di olomorfismo D. La serie converge ed ha per somma la
funzione all’interno del cerchio di centro a avente il raggio massimo com-
patibile con il fatto che i punti interni al cerchio siano pure interni a D.
Funzioni localmente rappresentabili come somma di una serie di potenze
sono dette analitiche. La teoria di tali funzioni & stata studiata dal mate-
matico tedesco Weierstraf.

Il teorema appena dimostrato della sviluppabilita in serie delle funzioni
olomorfe permette 1'unificazione della teoria di Cauchy delle funzioni olo-
morfe con quella di Weierstraf delle funzioni analitiche. Infatti & gia noto
che le funzioni analitiche sono derivabili in senso complesso all’interno del
loro cerchio di convergenza. Mentre ora abbiamo dimostrato, come con-
seguenza dei teoremi di Cauchy sulle derivate, che le funzioni olomorfe
sono analitiche.

Qualora la funzione f(z) sia olomorfa in un dominio non semplicemente
connesso, il comportamento locale della funzione sara bene illustrato uti-
lizzando la sua sviluppabilita in serie detta di Laurent. Vale il seguente
teorema

Teorema 1.7.2 (Sviluppabilitd in serie di Laurent). Se f(z) é olomorfa
nella corona

0<Ri<l|]z—a|<Ry <00 |,

allora si ha

ad . 1 f(€
f(z):_zo:oan(z—a) , con an:Q—m_/F#dﬁ )

dove I' € un cerchio di centro a e raggio r, Ry <r < Ry. La serie converge
assolutamente nella corona circolare.

Dimostrazione. Prendiamo i seguenti numeri, rappresentanti raggi di
cerchi concentrici, Ry < R3 < R5 < Rg < R4 < Ry. Se R5 < |z —a|] < Rg
e indichiamo con I'y il cerchio d’equazione |£ — a| = R3 e con I'y il cerchio
|€ —a| = Ry, allora la formula di Cauchy per un dominio non semplicemente
connesso ci da:

f(z) =

T 2mi

,E— 2 2 Flffzdg

L@, [ @
i
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Il primo integrale definisce una certa funzione f>(z) all’interno di I's. Per
questa, come si € visto, ¢

S L HO
P =30 g [ e

Per il secondo integrale si ha invece

o0

= == —
-2 (z-a)=(—-a) z-a 1-52 z-a “='z-a
La serie converge assolutamente e uniformemente per |{—a| = Rz e |z—a| >
Rs. Si deduce allora che vale, integrando a termine a termine:

A =3 Ga = [ peE—ar
n=1

211 T

Ma gli integrali che intervengono nel calcolo di fa(z) e — f1(2) sono indipen-
denti dal cammino d’integrazione, purché sia Ry < |§ — a| < Ra. Inoltre &

f(z) = fa(2) — f1(z); allora

o 1
10 =26 ar g [ TS

— 00

La serie converge assolutamente e uniformemente per Rs < |z —a| < Rg se
R; < R5 < Rg < Ry. Percid converge assolutamente in Ry < |z — a| < Ra
per Parbitrarieta di Rs e Rg. O

La parte comprendente potenze negative di z — a si dice principale o
singolare. Si dice regolare quella che contiene le potenze positive o nulle di
z —a.

1.8 Singolarita e teorema di Liouville.

Si & dimostrato che una funzione olomorfa f(z) in una regione anulare
0 < R < |z—a|] < Ry < oo, & sviluppabile in serie di Laurent. In
particolare, se Ry = 0, il punto z = a si dice una singolarita isolata della
f(2). Se Ry = oo, allora z = oo si dice singolarita isolata. In base alla
natura della componente singolare (o principale) della serie di Laurent, si
puo dare una classificazione delle singolarita di una funzione olomorfa.
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Supponiamo dunque che sia Ry = 0. Allora la serie di Laurent converge
per 0 < |z — a| < Rz. Consideriamo i vari casi possibili

(a) Lo sviluppo di Laurent non contiene potenze negative. Allora vale

f(z) = Zan(z —a)" per 0 < |z —a] < Ras.

n=0

Quando z — a, si ha f(z) — ag. Se definiamo f(a) = ag, otteniamo una
funzione continua anche in z = a. Si dice allora che f(z) ha in z = @ una
singolarita eliminabile.

(b) Vi sia un numero finito di potenze negative. Cioe¢ a_,, = 0 per n > m,
ma a_,, # 0.

JE) = o et o

1 z : n
an( 2 a peI 0 < |z al < .“:Z.

n=0

Il punto z = a si dird in questo caso un polo di ordine (o molteplicita) m. 1l
polinomio di grado m in (z—a)~! si dice la parte principale di f(2) in z = a.
E immediato riconoscere che (z — a)™ - f(z) ha una singolarita eliminabile
per z = a. Infatti

lim(z—a)™f(z) =a—m #0

z—a

Possiamo allora definire un polo proprio grazie a questa proprieta.

Definizione. Una funzione f(z) olomorfain 0 < |z —a| < Rz hainz=a
un polo se esiste un intero p tale che (z — a)P f(z) abbia una singolarita
eliminabile in z = a. Il minimo valore ammissibile per p ¢ ’ordine del polo.

(¢) Infine si possono avere infinite potenze negative. Si dice in questo caso
che f(z) ha una singolarita essenziale in z = a.

Il comportamento di una funzione in una singolarita essenziale & comple-
tamente diverso da quelli finora considerati. Infatti, mentre in un polo si
ha lim,_,, | f(2)| = 400, e quindi in un certo senso si puod assegnare valore
oo a una funzione in un polo, invece non ¢ possibile pensare di assegnare
alcun valore alla funzione in una singolarita essenziale. Infatti un noto e
importante teorema (il Teorema di Picard, 1880) afferma che:

In ogni intorno di una singolarita essenziale z = a di f(z), per ogni ¢ € C,
con leccezione al piti di un valore di ¢, I’ equazione f(z) = ¢ ha infinite
soluzioni.
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Per esempio, non ¢ difficile provare che in ogni intorno dello zero, per ogni
c# 0,c € C, 'equazione e* = ¢ ha infinite soluzioni.

In z = oo le considerazioni sulle singolarita procedono in modo analogo. Se
non vi sono potenze positive nello sviluppo di Laurent di f(z) diremo che
z = oo e una singolarita eliminabile. Se vi € un numero finito di potenze
positive

f(z)= amzm—l—...—l—alz—i—Za_nz_" ,
n=0

z = oo ¢ un polo di ordime m di f(z). Cid suggerisce una definizione
analoga a quella data in precedenza per un polo in z = a. Se vi sono
infinite potenze positive, allora z = co € una singolarita essenziale.

Trarremo ora ulteriori conseguenze dal teorema di sviluppo in serie di Tay-
lor. Abbiamo visto che una funzione f(z) si puo rappresentare localmente
nel suo dominio di olomorfismo come la somma di una serie di potenze
f(z) = > gan(z — )", per |z —a|] < R, con a, = % Poiché la
funzione identicamente nulla & ovviamente olomorfa, concludiamo che, se
una serie Y~ an(z — a)™ ha somma identicamente nulla per |z — a| < R,
allora tutti i suoi coefficienti a,, sono nulli.

Anzi possiamo affermare di piu

Teorema 1.8.1 (di Weierstrafl). Se f(z) & olomorfa in un dominio D
aperto e connesso, ed esiste una successione (Z")neN di punti di D che
ha i almeno un punto d’accumulazione e si ha f(z,) = 0, allora f(z) é
identicamente nulla in D.

Dimostrazione. Se a ¢ un punto d’accumulazione per linsieme {z,},
esiste certamente una sottosuccessione che converge ad a. Possiamo limi-
tarci a considerare quella sottosuccessione, ridenominandola per semplicita
(Zn)neN' Dunque avremo lim,,_,o, z, = a. Per ipotesi, esiste R > 0 tale

che
oo

flz)= Zan(z —a)" per |z —a| <R
n=0
Ma f(a) = lim,,—o f(2n) = 0. La prima uguaglianza discende dalla con-
tinuitad di f(z) e dal fatto che z, — a; la seconda dal fatto che il limite
della successione costante (0) & 0. Dunque ay = f(a) = 0. Si ha allora

f(z) = Zzozl an(z —a)" = (z —a) EZOZI an(z — a)”_l. Ora
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Dunque ag e a; sono nulli. Supponiamo che non tutti i coefficienti lo siano
e sia a, # 0 quello avente indice minimo n > 1. Allora

f@)=GE=-a)" ) an(z—a)™ "
11 fattore (z — @)™ & non nullo per z # a; inoltre, poiché

lim Z am(z—a)" " =a, #0 ,

esiste un cerchio di centro a e raggio 6 > 0 tale che in esso sia

oo

’ Z am(z — a)m_"‘ >0

m=n

Ma allora f(z) nel cerchio di centro a e raggio ¢ non possiede alcuno zero
distinto da a, contro I'ipotesi che a sia punto d’accumulazione di zeri di
f(z). Allora f(z) deve essere identicamente nulla nel cerchio |z — a| < R.
Ma la proprieta si estende a tutto D. Infatti diciamo

A={zeD:f™(z) =0,vn € N}

Dimostreremo che A ¢ non vuoto, aperto e chiuso e quindi, poiché D &
connesso che A = D. Ovviamente a € A, dunque A # (). Orase z € A
esiste una successione (zx) di punti di A che converge a z. Per ogni numero
naturale n vale f("(z2) = limj_oo f((21) = 0 e dunque z € A. Cioe
A ¢ chiuso. Ma se zyp € A quanto ¢ stato dimostrato in precedenza fa
comprendere che esiste Ry > 0 tale che f(z) ¢ sviluppabile in serie con
centro zg e raggio Ry e che in questo disco f(z) € identicamente nulla.
Percid sard f()(z) = 0 per ogni n > 0 e per ogni z tale che |z — 20| < Ro;
ossia A & intorno di zg. Per l'arbitrarieta del punto si conclude che A &
aperto. Dunque A = D. Alternativamente si puo costruiremo una catena
finita di punti di D, by = a, by, ..., by = b con b € D arbitrario, in modo
tale che le seguenti condizioni siano soddisfatte: (I) Tutti i punti sono in D;
(IT) by sia un punto del cerchio |z—a| < R; poiché f(z) ¢ sviluppabile in serie
di Taylor in b1, se Ry € il raggio di convergenza della serie, sia b, un punto
del cerchio |z — b1| < Ra; e cosi via.. .. E possibile arrivare da a a b con un
numero finito di passi; infatti il raggio di convergenza della serie di potenze
ina € D ¢ la distanza di a dalla frontiera 0D di D. Avendo l'accortezza di
scegliere i successivi punti su un cammino continuo che congiunge a con b e
si mantiene a distanza finita > p da 0D, allora ogni raggio di convergenza
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R > p; poiché I'arco continuo di estremi a e b &€ un sottoinsieme compatto
di D, un numero finito di cerchi potra ricoprirlo. I punti b; saranno allora
scelti nel modo voluto. Ora b; ¢ un punto del cerchio |z — a] < R dove
f(2) & identicamente nulla; allora f(™(b;) = 0 per n > 0. Percio f(z) &
identicamente nulla in |z — b1 < Rg, e cosi via.... Finalmente f(b) = 0.
Per arbitrarieta di b € D si ha che f(z) ¢ identicamente nulla in D.O

Come corollario si ha il seguente

Teorema 1.8.2 (Principio d’identita). Se f(z) e g(z) sono due funzioni
olomorfe in D1 e Dy rispettivamente e se in D = D1 N Dy esiste una
successione (zp,) che ha almeno un punto d’accumulazione in D e tale che

f(zn) = 9(zn)
allora f(z) = g(z) in D.

9(2) si dice il prolungamento analitico di f(z) in D3 e f(z) si dice il prolun-
gamento analitico (o continuazione) di g(z) in Dy. E sufficiente applicare

il Teorema 1.8.1 alla funzione olomorfa h(z) = f(z) — g(2).0

A riguardo degli zeri delle funzioni olomorfe possiamo affermare quanto
segue

Teorema 1.8.3 Sia f(z) olomorfa in un cerchio |z—a| < R e sia f(a) =0,
ma f(z) non sia identicamente nulla. Allora esiste un numero naturale
n > 1 tale che

fla)=f(a)=...= f""V(a) =0, ma f(a) #0
Inoltre esiste 0 < r < R, tale che f(z) #0 in |z —a| <, per z # a.

Dimostrazione. Vale f(z) = Y7 jan(z — a)" con ap = 0. Ma non tutti
gli a, possono essere nulli, perché allora sarebbe f(z) = 0. Percio deve
esistere un minimo numero n per il quale sia a,—1 = 0 ma a,, # 0. Inoltre,
poiché a non puo essere punto d’accumulazione di zeri della funzione, deve
esistere un cerchio |z — a| < r nel quale z = a @ il solo zero di f(z). O

Dal teorema precedente deduciamo la seguente definizione di zero d’ordine

n d’una funzione olomorfa.

Definizione. La funzione olomorfa f(z) ha in z = a uno zero di ordine o
molteplicita n, se esiste una funzione g(z) olomorfa in un intorno di z = a
e tale che g(a) # 0, per la quale &

f(2) = (z=a)"g(2)
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Daremo ora una valutazione, ricavata dalle formule integrali di Cauchy, dei
moduli delle derivate successive di una funzione olomorfa. Sia f(z) olomorfa
in |z — a| < R; posto

M(r,a; f) = max |f(a+re”)]

con 0 < 7 < R, dalla formula di Cauchy f(a) = 2= fc %da con

21
C ={z:|z—a| =r}, si deduce la disuguaglianza

[f™ (@) < nl-r™ - M(r,a; f)
Definizione. Diremo funzione intera una funzione olomorfa in tutto il

piano complesso. Essa ¢ dunque rappresentabile con una serie di potenze
avente raggio di convergenza infinito oppure con un polinomio.

Vale allora il seguente

Teorema 1.8.4 (Teorema di Liouville). Una funzione intera e limitata é
costante.

Dimostrazione. Nelle ipotesi dette si ha

f(z) = Z anz"
n=0

Poniamo M(r,0; f) = M(r, f). Per ipotesi esiste un numero positivo M
tale che M(r, f) < M per ogni r. Allora otteniamo che

lan| <77 "M(r,f) <M -r~"

Poiché r e arbitrario, se n > 0, segue che il secondo membro tende a zero
per r che tende all’infinito. Ma a,, non dipende da r. Percio a,, = 0 per
ogni n > 0. Cioe f(z) = ag, ¢ una funzione costante.d

Vale anche la seguente estensione del precedente teorema

Corollario 1.8.1 Se f(z) ¢é intera e se
M(rkvf) < M'rl?

con M, « positivi assegnati, su una successione di raggi Ty che tende
all’infinito per k — oo, allora f(z) é un polinomio di grado non superiore
ad «.

Infatti, dalle disuguaglianze stabilite nel teorema precedente, si vede che
lan| < M -rp™"

e quindi, ragionando come sopra, si trova che a,, = 0 per n > «.O
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1.9 1l Calcolo dei residui.

Si ¢ dimostrato che se f(z) € olomorfa in un aperto che contiene la regione
compresa tra due circuiti I' e TV, orientati in modo concorde (tutti e due
positivamente o tutti e due negativamente), allora si ha

/rf(Z)dZ: . f(z)dz

Supponiamo ora che f(z) sia olomorfa in un dominio D fatta eccezione
per una singolarita isolata in z = a. Se I' e I sono circuiti semplici che
contengono a nel loro interno, allora vale ancora la formula suddetta. Anzi
il circuito IV puo essere ridotto a un cerchio di ragglo arbitrariamente pic-
colo di centro a. E allora chiaro che I'integrale fr z)dz dipende solo dal
comportamento di f(z) in un intorno del suo punto smgolare zZ=aq.

In generale il numero
27 / f(z

nel quale T' ¢ un qualsiasi circuito orientato positivamente tale che f(z) sia
olomorfa in un aperto che racchiude I' e i suoi punti interni, fatta eccezione
per il punto z = a, si dice il residuo di f(z) in z = a. Questo numero sara
indicato con il simbolo R(f;a).

Supponiamo poi che il circuito orientato positivamente I' contenga piu sin-
golarita isolate nei punti aq,as,...,a,. Se I'1,I's,...,T'; sono circuiti ori-
entati positivamente tutti interni a I' e a due a due esterni 'uno all’altro che
contengono ciascuno nel suo interno un solo punto singolare, cioe ay € (I'y);,

allora si avra
/f iz = [ fe)dz+ /f ,
I

e quindi, poiché fr z)dz = 2mi - R(f;ax)

[ 1@z = 2w [Bfi) + .+ RS
r
Abbiamo cosi dimostrato il seguente

Teorema 1.9.1 (Teorema dei residui). Se f(z) é olomorfa all’interno e
su I', circuito orientato positivamente, eccettuati i punti ai,as,...,a, al-
lora Vintegrale di f(z) esteso a T' é uguale alla somma dei residui nelle
singolarita interne a T', moltiplicato per 2mwi. O



1.9. IL CALCOLO DEI RESIDUL 39

Con la locuzione “olomorfa all’interno e su I'” intendiamo che f(z) & olo-
morfa in un aperto contenente I'*, o, se si preferisce che ¢ olomorfa in (T');
ed e continua in I'*, ipotesi sufficiente ad assicurare la validita del teorema
integrale di Cauchy.

Poiché in un intorno di una singolarita isolata z = a, f(z) ammette lo
sviluppo di Laurent

+oo
[ =Y an(z—a)

e poiché [.(2—a)"dz = 0 per ogni n # —1, mentre 5= [, %2 =1, si ha che
il residuo di f(z) in z = a coincide con il coefficiente a_; del suo sviluppo
di Laurent in un intorno del punto singolare z = a. In particolare se z = a

¢ un polo semplice, si ha

R(f;a) = lim(z —a) - f(z)

z—a

Se f(z) = £2) ¢ 2 = a & uno zero semplice di Q(z) allora

Q(2)
. P(z) . z—a P(a)
R(f;a)=1lim(z—a) - =lim —— - P(z) =
=m0 56 " Mom-aw YT w
Se z = a € un polo multiplo, si potranno seguire due vie: o calcolare

direttamente lo sviluppo in serie di Laurent (via in generale unica se z = a
& una singolarita essenziale), oppure utilizzare le seguenti considerazioni.
Se f(z) ha in z = a un polo d’ordine n, si ha

a_n a_1

fz) = (Z—a)n+"'+z—a+a0+a1(zfa)+a2(zfa)2+"'

Dunque
(z—a)" f(z2)=a_pn+...+a_1(z—a)" P H+ag(z—a)" +ar(z—a)" T +...

e quindi

L a0

R(f;a)=a71:m[m( =

Presentiamo ora alcuni esempi ed esercizi sul calcolo di integrali con il
metodo dei residui.
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1.9.1 ESEMPI ED ESERCIZI.

]{ dz
|z|=3m e —1

La funzione integranda presenta singolarita per e* = 1, cioe per zp =
2kmi. Prenderemo in considerazione solo quelle interne al cerchio di centro
lorigine e raggio 3w, cioe z = 0 e z = £2mi. In tutti questi punti la
singolarita ¢ un polo semplice; dunque avremo:

Esempio 1.9.1 Si calcoli

R(f;0) = lim

z=0e? —1

) N z F 2mi
R(f7 iQﬂ'Z) - z—I}i%‘n'i e —1

=1

Percio
dz

|z|=3m e —1

= 27Ti{R0 + Roni + R,QM'} = 671

Esempio 1.9.2 Calcolare

o 1+sin%6

Conviene osservare che se si pone z = €' si ottiene per le formule d’Eulero:
cosf = 1(z+ 1) esind = 5 (2 —1); 1’1ntegrale nella variabile 6 che va da
0 a 27 diviene un integrale nella variabile z che percorre la circonferenza
|z] = 1. Inoltre da z = € segue dz = i-€df = izdf. Cioe df = Ldz.

Inoltre sin® § = [£(z—1)]2=-1(22 -2+ %). Dunque

z

/27r do _% 1 dz __éj{ zdz
o 14sin?0  Joiizl-1(z2-2+2L) i Jm 2t -622+41

Le singolarita di f(z) sono date dalle soluzioni di 2% — 622 +1 = 0; cioe 2% =

34+2v/2. Di queste, z = £v/3 — 21/2 sono interne alla circonferenza |z| =1,
le altre sono esterne. In questi punti la funzione ha poli semplici. Facilmente

si calcolano i residui con le formule ricordate; R(+v/3 —2v/2;f) = g.
Finalmente

1+s1n0 Z{_+_}_

/02” df V2 V2 s
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Esempio 1.9.3 Si calcoli

% e*dz
la—1=2 22(2 — 1)

Si nota subito che z = 0 e z = 1 sono poli della funzione. z = 0 ¢ un
polo doppio, mentre z = 1 ¢ polo semplice. Per calcolare il residuo in
z = 0 si potra procedere o calcolando lo sviluppo di Laurent della funzione
integranda in un intorno del detto punto o usando la formula per i poli
multipli. In questo caso calcoleremo esplicitamente lo sviluppo di Laurent
della funzione in z = 0. Precisamente, si ha:

e? e* 1 22 23
— =——(1 242 4oy 24 .84 ...
z22(z—1) 22(1—2) 22( +Z+2!+3!+ UShERE I
1 2 2 2, 2 2, .3, .3
:7;(1+z+5+§+2+2 topte+e+e + )
1 1 1 1 1 2 5 8
= —_—_—[1+2 2(Z249 44N+ ]=—_Z2_Z_CZ
R R R It Rl R S
Dunque Ry = —2. Con facili calcoli si trova poi Ry = e. Finalmente si
ottiene

e*dz
—— =2mi(e — 2
sz—l_z 2?(z —1) ( )

1.9.2 ESERCIZI.

Calcolare i seguenti integrali
Esercizio 1.9.1

dz
?.{z_s 220 (=0)

Esercizio 1.9.2

dz
7{_6 1—-cosz (=0)

Esercizio 1.9.3

log zdz
————,con —7<Jlogz< 7w (=mi
fz_m_l (-2 =)
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Esercizio 1.9.4

/27r cos 20d6 =
o D+4cosh N

S

Esercizio 1.9.5

dz 5 .
/F 2(z—1)(z—3)? (=3

Qui T & il rettangolo di vertici £2 + 2i.

1.9.3 Integrali fra limiti infiniti.

L’applicazione del calcolo dei residui alla valutazione di integrali definiti
fu un problema al quale Cauchy dedico moltissima attenzione e in succes-
sive memorie escogito molti metodi per trattare numerose classi d’integrali.
Supponiamo che la funzione integranda sia una funzione razionale f(z) =

ggzg con P(z) e Q(z) polinomi a coefficienti complessi e grQ(z) > grP(z)+

2. Supponiamo poi che Q(z) non abbia zeri sull’asse reale. Si voglia calco-
lare l'integrale

o P(x)

oo Q(2)

A tale scopo costruiamo il seguente cammino d’integrazione I'r = [— R, +R|+
CRr, dove Cr = {z = Re"’:0 < ¥ < 7} e supponiamo che nessuna singo-
larita della funzione cada su tale curva; [—R, +R] & il segmento della retta
reale che va da —R a +R. Si ha allora

Pe) [P, [ PR, PE)
. Q(z)d"‘/_R 0@t L, gt = 2 Blgryia,

dz

Sar>0

dove si intende che la somma sia estesa ai residui calcolati nelle singolarita
contenute in I'g. Poiché le uniche singolarita della funzione considerata
sono un numero finito di poli, se R ¢ sufficientemente grande la somma sara
estesa a tutte le singolarita contenute nel semipiano superiore. Valutiamo
ora l'integrale esteso al semicerchio C'r. Osserviamo che esiste R, tale che
per R > Ry, se z = Re®™

P(Re™)

-2
Qe <M E
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Percio
dz| = |/7T MiRe”dﬂ|< MR2Rr =2
o QRe”) B R

P(2)
|/cR Q(2) Q

Questo integrale tende a 0 per R che tende all’infinito. Dunque, prendendo
il limite per R — o0, si ottiene

top P
(2) dx = 2mi Z R(—(Z) sak)
e Q@) 2,0
In modo analogo si puo dedurre che e
0 P(x) P(z)
dx = —2mi R(—=%;ar)
. Q) 2 Ry
Sar <0
dove si intende che la somma sia estesa ai residui delle singolarita contenute

nel semipiano inferiore. Percio, se, in particolare, i poli di f(z) = ggzg sono

contenuti tutti nel semipiano superiore o tutti nel semipiano inferiore, si
puo subito dedurre che

T P(x)
—eo Q)

Lo stesso metodo si puo utilizzare per calcolare fj;o f(z)dz, se |f(Re™)| <
MR™F conk > 1, per 0 <9 <.

dr =0

Un metodo analogo a quello sopra descritto si puo applicare anche a inte-

grali del tipo
+oo
/ e f(x)dx

—o00
con a > 0 reale. In generale, si intende che fj:; e f(x)dx indichi il

limp_ 4o fj}; e f(z)dz. Dunque, se f(r) non ¢ assolutamente integra-
bile su tutta la retta, pit correttamente questo integrale si dira la parte
principale o valore principale secondo Cauchy dell’integrale stesso (si veda
il paragrafo 1.10). Si fard uso in questo caso del seguente

Lemma 1.9.1 (di Jordan). Sia Cr una semicirconferenza del piano su-
periore, come nelle considerazioni precedenti. Sia f(z) una funzione olo-
morfa nel semipiano superiore tranne che per un numero finito di singo-
larita isolate ed esista Ry tale che per R > Ry, se z = Re™ si abbia
|f(Re™)| < MR™, a >0, e sia a > 0. Allora

lim e f(2)dz = 0

R—o0 Cr
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Dimostrazione. Se R > Ry, si ha, per ipotesi, |f(Re®’)| < MR~
Dunque, per il modulo dell’integrale esteso a C'g, si ottiene

}/ eiaR(cosﬁ—&-isinﬂ)iReiﬂf(Reiﬂ)d,&’ < MRl—a/ e—aRsinﬁdﬂ —
0 0

m/2 .
2MR1—a / e—aR sin ﬂdﬁ
0

Si osserva facilmente che la funzione ¢ decrescente nell’intervallo da 0 a

/2. Infatti % % = C%ﬁ - (9 —tan ) < 0 nel detto intervallo. Vale allora
in [0,7/2] % < % < 1, e quindi nello stesso intervallo, %19 <sindg < 9.

Allora avremo

/2 i /2 - -
/ e—aRsmﬂdﬁ S/ e~ w 19d19 < _(1 _ e—aR)
0 0 2aR

sin 9
9

Infine M
|/ " f(z)dz| < —ﬂRfa(l —e R
r a

La suddetta maggiorazione tende a zero per R - cosea >0ea > 0. O

1.9.4 1l residuo all’infinito.

Supponiamo che la funzione f(z) sia olomorfa in tutto il piano complesso
tranne che in un numero finito di punti di singolarita isolata. Sia inoltre co
punto regolare o una singolarita isolata per la funzione. Esiste certamente
in C un cerchio Cg, positivamente orientato, di raggio R sufficientemente
grande che contiene tutte le singolarita di f(z) al finito. Dunque sara:

f(z)dz = 2mi Z R(f;ax)
Cr k

D’altra parte, se Cr viene percorso in senso negativo (orario) esso ¢ un
circuito positivamente orientato intorno al punto oco. Il teorema dei residui
fornisce dunque:

—2771'2 R(f;ar) = f(z)dz = 2miR
k Cr

Concludiamo allora che la somma di tutti i residui di f(z), compreso quello
all’infinito, & nulla.

Y R(f;ar) + Roo =0
k
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Si osservi che R, non & nullo anche quando f(z) & regolare all'infinito.
Infatti, in questo caso, si ha

a_1 a_o
f(z):a0+7+z—2+"'

Il residuo R, = % _Cn f(2)dz si pud cosi calcolare. Posto w = %, si ha
1 dw
g(w) :f(E) =ap+ayw+aw’ 4 e dzzfﬁ

Notiamo che se z percorre il cammino —Cp in senso positivo intorno a co,
w percorre il cammino C 1 anch’esso in senso positivo intorno a w = 0.
Dunque '

1 1 dw
— dz = —— — =
27i | oy, J(z)dz 21 Jo, 9(w) w?
=
1 dw 9
=—— —(ag+a_qw+a_sw*+ ) =—a_j.

21 Jo, w?
%

Dunque il residuo all’infinito ¢ dato da R, = —a—_;. In particolare si ha
fc f(2)dz = 0 se C racchiude tutti i punti singolari al finito e il coefficiente
a_1 dello sviluppo di Laurent di f(z) all’infinito & nullo.

1.9.5 ALTRI ESEMPI ED ESERCIZI.

+oo 2
oo +x
Secondo quanto esposto nel paragrafo 1.9.3 il valore dell’integrale e 273
volte la somma dei residui che stanno nel semipiano superiore della funzione.
Ora z* = —1 ha le seguenti soluzioni z = ¢, = e2*TDi7/4 con k = 0,1, 2, 3.
Di questi gg = €'™/4 = \/5/24-2'\/5/2 eey = e3/4 = —\/5/2—1—@'\/5/2 stanno
nel piano superiore. Dunque

Esempio 1.9.4 Calcolare

—+00 .132
[m mdqy =2mi- [R(f;e0) + R(f;€1)]

Ma, tenendo presente che le singolarita sono poli semplici, si ha

Pleo) _ & _ 1
Q'(e0) 4e}  4deo 42

R(fi20) = L1l
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Analogamente R(f;e1) = ﬁ = ’41/; Finalmente

/+°° 22 de — 9 [1—i+—1—i] T
_— = 27T | —— _— | = —
o 1+t 4+/2 4+/2 V2

Esempio 1.9.5 Calcolare

T dy
— . n>2
0 1+2n

Conviene, in questo caso, considerare un cammino nel piano complesso che
contenga una sola singolarita della funzione. Tale cammino dipende da n.
Poiché i poli di f(z) sono dati dalle soluzioni di 2™ + 1 = 0, cioé sono le
radici n-esime di —1, che sono z, = e'(7/"T27k/n) con k= 0,1,..., (n—
1), il cammino T',, che considereremo ¢ il seguente: I';, = [0, R] + Cgr,n, +
e?7/™ . [R, 0], dove €*?™/™ . [R, 0] indica il tratto di segmento che congiunge
lorigine al punto Re*?™/™, orientato dal punto stesso verso origine. Questo
cammino contiene al suo interno il solo polo semplice di f(z) in z = €™/,
Il residuo in tale punto, essendo la funzione del tipo ﬁ, vale

im/n 1 1
R(fse / )= Q/(eiﬂ'/n) - net ST

Dunque

dz L dz 0 dpem“/" 2w o1
— —+ —+ —2 - = — ¢ n
r, 1+2" o l+am Cr, 1+2" r 1+ pres™ n

Ora

dz 2TR
| 1+z”|§n(R"—1)
CR,n

)

e dunque tende a zero per R — oco. Prendendo il limite per R — oo si
ottiene

/ dx _ei27r/n/ dp _ (1_ei2ﬂ'/n)/ dx _ @.671’"77177.

Facendo alcuni semplici calcoli e ricordando le formule d’Eulero per il seno,

si trova finalmente
/C>o de ~  7/n
o l+am  sin(n/n)
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Esempio 1.9.6 Calcolare

Foo dx
/0 (22 +1)%2(22 4+ 4)

La funzione
1

@+ D2 +4)

ha in z = ¢ un polo doppio e in z = 2¢ un polo semplice. I residui valgono

f(z) =

o (2 — 2i) . 1 —t
: 2 = 1 = 1 =
B2 = I e v ) ~ 2 v 22 36

. d (z —1i)? i
R(fal)—E[(Zz+1)2(zz+4)]z:i_%

Dunque

/+°° dx _E/Jroo dx B (—_z)_l
o @@r12@2+4) 2) . @@r12@2+4) 187 18

1.9.6 ESERCIZI.

Calcolare i seguenti integrali

Esercizio 1.9.6

_ T
~ 2ab(a +b)

/+OO d (a,b>0,a 4 b) (
o

72 +CL2)($2 +b2) )

Esercizio 1.9.7

Foo dzr A7
/,oo (@t +1)2 =35

Esercizio 1.9.8

oo T2 +1 V3
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Figura 1.6: Cammino d’integrazione

Esempio 1.9.7 Si calcoli Uintegrale®

+oo i
S x
dx
0 X

Consideriamo il seguente integrale

eiz
—dz

r <

dove T' & il seguente cammino d’integrazione: 1’asse reale da € a +R, il
semicerchio del piano superiore di centro 'origine e raggio R, Cg, 1'asse
reale da —R a —¢ e il semicerchio del piano superiore di centro l'origine e
raggio ¢ orientato negativamente —C.. Si veda la Figura 1.6. T' = [¢, R] +
Cr + [-R, —¢] + (—C.). Evidentemente, non essendoci singolarita interne

al circuito, si ha
iz
e
—dz = 0.
r <

iz —€ iz iz R iz
/ e—dz—i—/ e—dz+/ e—dz—i—/ e—dz:O.
Cr * —-R % —-Cc. ? e #

(<]

Cioe

“dz = 0. Ne segue

z

—€ _iz 0o iz iz
& & e
/ —dz +/ —dz = —/ —dz.
—oo ? e Z _o. %

3Calcolato da Giorgio Bidone (1781-1839) in Mem. Acc. Sc. Torino (1811-12),
pag. 279, e da Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) in “Théorie de la Chaleur”
(1822), Paris.

Per il lemma di Jordan 1.9.1 si ha che limg_, fCR
che




1.9. IL CALCOLO DEI RESIDUL 49

Poiché e'* = cos z + isin z, si trova

/ 6—dz +/ e—dz = Zi/ szdz
oo % e Z c z
1z d 1z 1
/ Cd :/ i +/ ¢ dz.
—C. z —C. z —C. z

Ma lungo C., z = ee?, § € [r,0]. Poiché lim, o 6”;1 = 14, esistono

una costante positiva M e un numero positivo g tali che se € < &g si ha
|“=1| < M. Dunque
4

D’altra parte

1z —1
|/ ¢ dz| < Mem
—C. z

Finalmente si trova

eiz 0 eiz -1
lim —dz = / 1df + lim dz = —im+ 0= —im.
e—0 —C. z - e—0 —C z

€

Dunque

21/ ST Je = —(—im) = im.
0 x

E finalmente

Esercizio 1.9.9 Calcolare

+oo 2
—x—2
/ Toro2 =5
oo T+ 102249 12
Esercizio 1.9.10 Calcolare
+o0 -a
Ccos T e
Esercizio 1.9.11 Calcolare
+o0 :
rsinx —a
[m mdl’ (a > 0) ( e )

Esercizio 1.9.12 Calcolare

+oe 22 T
/ (22 2 3dx ( _3)
oo (2 +a?) 8a
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1.10 Valore principale dell’integrale.

E ben noto che se la funzione integranda, reale di variabile reale, ha in
x = xo una singolarita, allora si definisce I'integrale generalizzato di f(x)
sull’intervallo [a,b] come segue

b

/ f(z)dx = hm o f(z)dx + lim f(z)dx

n—0 To+n

Puo accadere che tale limite non esista, ma che esista invece il limite

seguente
b
lim{/ d:zc+/ () do}
e=0 zo+e

In questo caso si dice che tale limite ¢ il valore principale dell’integrale
secondo Cauchy, e si scrive

/f dx—hm{/ dx+/z:+€f(a:)dx}

Analogamente si definisce il valore principale secondo Cauchy dell’integrale
di f(x) su tutta la retta reale, come segue

+o0 +R
P/_oo f@dr= tim [ @

quando la funzione f(x) sia integrabile su ogni intervallo limitato della retta
reale.

Le stesse considerazioni si possono ripetere nel campo complesso. Se con-
sideriamo un integrale del tipo fr z)dz e la funzione f(z) ha una singo-
larita in 2y € T', diremo valore prmmpale dell’integrale il valore ottenuto
con il seguente procedimento. Escluderemo 2y dal cammino d’integrazione,
togliendo a I" un arco z1zz, con |21 — 2| = |22 — 29| = p. Se esiste il limite
per p — 0, esso si dice il valore principale secondo Cauchy dell’integrale.

P/ f(z)dz = lim f(z)dz
r =0 Jr\zrzm
Consideriamo come caso particolare la formula di Cauchy. Sappiamo che

QO[O [ 0 oze
i Fg_zdg_{f(z) . ze),

mentre nulla si puo dire se z € T'.
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In questo caso il valore principale dell’integrale ha un preciso significato,
se il cammino d’integrazione I' e sufficientemente regolare. Supponiamo
dunque che I' abbia solo un numero finito di punti angolosi. Vogliamo

calcolare ) £6)
e

quando z € I'. Sia C, un cerchietto di centro z e raggio p e sia C; la parte
di C, C (I');. SeT', =T\ Z1z2 + C4, si ha

J&) FE e
A\mg_zdﬁ/af_zdg_o

Infatti non ci sono singolarita all’interno di I',. Dunque

f(€) f ()
dé = — -2 d
/F\mf—z . /clf—z <
E finalmente

N (R IR (5
%P/Fg—zdf—iﬂ%/rmf(z)dz—‘%li%/cl5—zdf-

Ma vale

HO e [ L )~ 1(2)
/Clg_zdﬁf()/cg_zd€+ [T

Per la derivabilita di f in z il modulo della funzione integranda nel secondo
integrale & limitato, mentre la lunghezza del cammino tende a zero per
p — 0. Dunque il limite del secondo integrale ¢ nullo per p — 0. Per
valutare il primo integrale si pud osservare che zj, = z 4 pe!?*(?) k=1,2, ¢
dunque

1 1 1 92(p) _
— d¢ = — ido = V2(p) = ¥1(p)
2mi Jo, §— 2 210 g, (p) 2m

Prendendo il limite per p — 0, si ha

L[ O g e
'P/c d = f(2) ,

274 L §—z 27

dove w(z) = m — « ¢ il supplemento del salto angolare subito dalla tangente
al cammino I" nel punto z. Se il punto z non ¢ un punto angoloso, allora
a =0 e quindi w(z) = .
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1.10.1 Esercizi

Esercizio 1.10.1 Calcolare

lp/m 9T @) £0

T J_o (T —a)

Isoliamo 'origine con un cerchietto di raggio € e consideriamo il cammino
d’integrazione I' comprendente un semicerchio nel piano superiore di raggio
R, uno di raggio € e i tratti dell’asse reale da —R a —¢ e da € a R, come
quello della figura 1.6. Allora

l/ dz [ 2+ seS(a)>0
7 Jrz2(z—a) 0 : seS(a)<0

Prendendo il limite per R — oo

g L L

2 seS(a) >0
o 0 : seSa)<0
Valutiamo
. dz .Y ido T
lim —— = lim — ==
e=0Jo, 2(z—a) e-0 ), e —a a

Finalmente, prendendo il limite per € — 0, si trova

lP/ dz :{ o+ seS(a)>0
7

oo Z(x —a) -+ 1 seS(a) <0

Esercizio 1.10.2 Calcolare

lp/mL S(a) £ 0

) @—aP@—1)
Esercizio 1.10.3 Calcolare

/ cost 40 _ 3v2 —4
o 3+ cost

1.11 L’indicatore logaritmico.

Prima di addentrarci nel teorema dell’indicatore logaritmico presenteremo
brevemente il logaritmo nel piano complesso.
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Dato un numero complesso z = pe'’ diremo logaritmo di z (logz) ogni
numero complesso w = u + iv tale che

E allora evidente che affinché valga la precedente uguaglianza deve essere
e* = p, cioe u = logp = log|z| e v = ¥ + 2kwn. Dunque ogni numero
complesso z # 0 ha infiniti logaritmi

log z =log |z| + (¥ + 2km)

dove ¥ € un argomento di z; dunque non si puo parlare nel piano complesso
di una funzione logaritmo. Tuttavia, se per I’argomento di z si sceglie un nu-
mero compreso in un assegnato intervallo di ampiezza 27, si puo isolare un
solo argomento di z. Le scelte pitt comuni sono —7 < ¢ = arg(z) < 700 <
¥ = arg(z) < 2m; in questo caso si dice che il valore scelto dell’argomento & il
valore principale dell’argomento. Le due scelte corrispondono a “tagliare” il
piano complesso lungo il semiasse reale negativo, o, rispettivamente, lungo
il semiasse reale positivo. In realta ogni “taglio” nel piano complesso che
vada dall’origine al punto all’infinito € atto a rendere univoco il logaritmo.
Cioe a farne una funzione. Diremo allora wvalore principale del logaritmo
e scriveremo Logz la funzione che ha parte reale data da log(|z|) e parte
immaginaria ¢, dove 9 € il valore principale dell’argomento di z, scelto in
uno dei modi suddetti.

Consideriamo una funzione f(z) che sia olomorfa all’interno di un laccio T,
esclusione fatta per un numero finito di punti nei quali abbia poli isolati;
inoltre la funzione possieda un numero finito di zeri isolati. Nessun polo o
zero di f(z) cada sul cammino T'. Si ha allora

Teorema 1.11.1 Sotto le condizioni specificate, vale

LG
i o f) P

dove Z ¢ il numero degli zeri, contati con la loro molteplicita, e P e il
numero dei poli, contati con la loro molteplicita, interni a T.

Dimostrazione. Se f(z) ha in a; un polo o uno zero isolato di molteplicita
m; si potrd rappresentare come segue

f(z) = (2 —a;)"™ fi(z) ,

dove f;(z) € una funzione olomorfa in un intorno di a;. Sara m; > 0 se a;
¢ uno zero, m; < 0 se a; ¢ un polo. Si avra

f(2) =my(z —ay)™ " fi(2) + (2 — a)™ f(2)
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E quindi

La funzione f-f(z) & olomorfa in un intorno di a; e quindi il residuo di I
fi(2) J f(2)

in a; € m;. Ne segue che

1 fG)
2mi Jr f(2)

dz:ij:Z—P . O
J

Possiamo scegliere, come caso particolare, f(z) = P, (2) = apz"+a,_12" 1+
...+ a1z + ag, n > 1. Se il cammino I'" &€ un cerchio di centro l'origine e
raggio sufficientemente grande, esso contiene tutti gli zeri di P,(z) (sono
al pitt n). Infatti & lim,_, |P,(2)| = co. Se percorriamo il cammino I' in
senso antiorario, percorriamo in senso orario un cammino intorno a z = oo,
che & un polo d’ordine n per la funzione. Si ottiene dunque

Allora
1 [ Pi(z)
210 Jp Pn(2)

dz=—(-n)=n

Ma I racchiude tutti gli zeri di P, (z). E poiché P, (z) non ha poli all’interno
di T, possiamo interpretare il risultato ottenuto dicendo che ogni poli-
nomio di grado n ha esattamente n radici se contate con il loro ordine
di molteplicita. Abbiamo ottenuto un’altra volta la dimostrazione del teo-
rema fondamentale dell’algebra.

Una funzione olomorfa in un dominio aperto D tranne che per poli contenuti
in D si dice talvolta una funzione meromorfa.

Il precedente teorema dell’indicatore logaritmico puo anche porsi sotto la
forma detta del Principio dell’argomento. Si osservi che &

At =log f(z) — log f(a
/af@dg—lgf() log f(a) .

se l'integrale ¢ esteso a un cammino semplice che congiunge a con z (per
es. un segmento di retta di estremi a e z) e non ci sono né singolarita
né zeri di f(z) lungo tale cammino. Se l'integrale ¢ esteso a un cammino
semplice chiuso, |f(z)| dopo un giro completo assume nuovamente il valore
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iniziale, mentre 1’argomento, in generale, sara mutato. Se indichiamo tale
variazione con Ar arg f(z), si ha:

1 [ F)
2mi Jp f(z)

1
dz = %AF arg f(2)

e quindi

Ararg f(z)=2n(Z—-P) . O
In realtd abbiamo dato per scontato che si possa definire il log f(z) lungo
T" il che non & facile né immediato da riconoscere “a priori”. Pero si puo
procedere come segue: se a € I'(I), dove I = [0, 1], poiché non ci sono né poli
né zeri di f(z) su T si pud definire un ramo di log f(z) in una sfera aperta
di centro a e raggio sufficientemente piccolo r: B(a,r); basta che in tale
sfera la funzione non si annulli e non abbia poli. Per ogni a € I'(I), esistera
un € > 0 tale che il logaritmo di f(z) si possa definire in ogni B(a,¢). Ora,
per la compattezza del circuito e per I'uniforme continuita di I'(¢), per ogni
€ > 0 esiste una suddivisione finita 0 < t; < ... < tx = 1 dell’intervallo I
tale che I'(¢t) € B(T'(tj—1),¢) per tj_1 <t < t;. Sipuod definire un logaritmo
in ogni sfera B(t;, ). Infine, poiché ¢, & contenuto sia nella sfera j-esima che
in quella (j + 1)-esima si possono scegliere le determinazioni del logaritmo
61, . 7€k in modo che sia El(I‘(tl)) = KQ(F(tl)), gQ(F(tQ)) = €3(F(t2))7 ey
Ce—1(L(te-1)) = (L (tr—1))-
Se I'; & il cammino I" ristretto a [t;_1,t;], poiché ¢ = le, si ottiene

/ f7/ = L;(D(t;)) — €;(T(t;-1))
rj

per 1 < j < k. Sommando i due membri dell'uguaglianza si ottiene final-
mente

f/* a) — a) =2mm1
/F7—£k() li(a) =2

e dunque 'argomento di f(z) cambia di una quantita 27m lungo T'.
Diamo infine un interessante teorema dovuto a Eugéne Rouché spesso utile
nelle applicazioni.

Teorema 1.11.2 Supponiamo che f con g(z) e h(z) soddisfino le con-
dizione del teorema precedente e che si possa scrivere

f(2) =9(2) +(z)

con |g(2)| > |h(2)| sulla curvaT. Allora si ha che la variazione dell’argomento
lungo T di f(2) ¢ la stessa di quella di g(z), e quindi che

Zp— Py =2,-P,
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Dimostrazione. Vale

O
f(z) =g(2) {1+g(2)}.

Quando z si muove lungo I" il quoziente Ezg
h(z
g(

ha modulo minore di 1. Dunque

z}’

)

)
si ha |w(z) — 1] < 1, e quindi |arg(w(2))]|
semipiano Rw(z) > 0. Ma allora Ap argw(z)
Ararg g(z) e quindi anche Zy — Py = Z, — P,. O
Piu in generale si puo dimostrare il seguente teorema

se
={1+

poiché w(z) giace nel

<
=0 e quindi Ararg f(z) =

3
0

Teorema 1.11.3 (Glicksberg, 1976). Siano valide le condizioni precedenti
sulle funzioni f e g e si supponga che su un circuito I' non ci siano zeri o
poli delle due funzioni e che inoltre sia |f(z) + g(2)| < |f(2)| + |g(2)| suT.
Allora

Zy—Pr=24—-PF,

Dimostrazione. Dalle ipotesi segue che, essendo ¢g(z) #0su T

—=|+1.

f(z)
g(z)
1 > 0. Infatti in questo caso si avrebbe p+1 < p+1, che e assurdo. Allora
u Ezg porta C in C\ [0,00) e quindi si puo definire una determinazione del

logaritmo per £ Ezg Dunque

Cio implica che il rapporto non puod mai assumere un valore reale

RO O
i o) o) =0
ossia I ,
g
% F<?_E)dz_(zf_Pf) (Zg—Py)=0.0

Osservazione 1.11.1 Si osservi che il Teorema di Glicksberg ha come caso
particolare quello di Rouché. Infatti se |f(z)| = |g(z) + h(z)] < |g(2)] +
|h(2)| < 2|g(2)|, allora Zy — Py = Zsg — Pay. Ma

1 [2(2) 1 [4()
— dz = —
27t Jp 2¢9(z) 27t Jp g(z)

Zgg—ng: dZZZg—Pg.

Dungue Zy — Py = Zy — Py; cio¢ vale il Teorema di Rouché.
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Esempio 1.11.1 Calcolare il numero degli zeri del polinomio
28— 28425 — 4,
all’interno della corona circolare {z € C:1 < |z] < 2}.

SVOLGIMENTO. Si osservi che se |z| = 2 si ha | — 20 + 25 — 4] <26 425 +
4 =100 < 2% = 256. Dunque all'interno del cerchio di raggio 2 il nostro
polinomio ha tante radici quante ne ha il polinomio 2%, cio¢ 8. Le radici
nella corona circolare sono quelle presenti nel cerchio esterno meno quelle
contenute nel cerchio interno. Ma se |z| = 1, si ha che |28 — 26 + 2°| <3 <
| — 4|. Cioe il polinomio considerato non ha radici all'interno del cerchio
|z| = 1 (o meglio, ne ha tante quante il polinomio costante 4). Dunque
nella corona ci sono tutti gli 8 zeri del polinomio. O

In modo analogo a quanto visto sopra si dimostrano i seguenti teoremi

Teorema 1.11.4 Sia f(z) una funzione olomorfa in D tranne che per un
numero finito di poli e dotata di un numero finito di zeri. Sia g(z) olomorfa
in D e sia ' un circuito che non passa per gli zeri o i poli di f. Allora

1 f/ n m
5 /Fg7 dz = ;g(zk)nk- —~ ;g(pr)mm

dove ny sono le molteplicita degli zeri zi e m, gli ordini dei poli p, della
funzione f(z) all’interno di T'. O

In particolare se g(z) = z e f(z) ¢ olomorfa in un aperto contenente il
disco chiuso B(a,r) e iniettiva nel disco allora il valore dell’inversa si puo
calcolare come segue se Q = f(B(a,r)), « € Q e T &il cerchio |z —a| = r:

L[ G
f (a)_Qm’/pf(z)—ad

1.11.1 L’indice di avvolgimento.

Finora in tutte le formule integrali stabilite abbiamo implicitamente tenuto
conto che ogni curva semplice chiusa rettificabile “gira” una sola volta in-
torno a ogni suo punto interno, e nessuna volta intorno ai suoi punti esterni.
Il teorema che segue dice sostanzialmente che ogni curva rettificabile chiusa
gira o s’avvolge un numero intero di volte intorno a ogni punto che non ap-
partenga al suo sostegno.

Teorema 1.11.5 Se I' : [0,1] — C ¢é una curva chiusa rettificabile e a ¢

I'(I) allora
1 dz

21 Jp 2z —a
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e un numero intero.

Dimostrazione. E sufficiente considerare il caso di I' curva liscia. In
questo caso si puo definire

Allora si ottiene g(0) =0 e g(1) = [, 2. Vale inoltre

z—a’

g'(t) = per 0 <t <1
a

Ma allora

d I
-9 _ — o9 —
P (T —a)=e79[T T—a

(T'—=a)]=0.
Dunque e 9(T — a) & costante e quindi e 9C)(T(0) —a) = T'(0) —a =

e 9M(I'(1) — a). Poiché T'(0) = I'(1) si deduce che e=9()) = 1. Ossia che
g(1) = 2mik per qualche intero k. O

Definizione. Il numero

n(l"'a)—i/ dz
o Jrz—a

si dice il numero d’avvolgimento o indice di T rispetto al punto a ¢ T'(I).
E facile riconoscere che se I' e A sono due curve chiuse rettificabili con
i medesimi punti iniziali e a non appartiene al sostegno delle due curve,
allora

(a) n(T;a) = —n(-T;a);

(b) n(T + Aja) = n(T;a) + n(A;a).

Tenendo conto del numero d’avvolgimento il teorema integrale di Cauchy
potra allora essere formulato in modo generale come segue

Teorema 1.11.6 Sia f una funzione olomorfa su D C C. SeI' é una
curva chiusa rettificabile in D tale che n(T;w) = 0 per ogni w € C\ D,
allora per ogni a € D\ T'(I) si ha

n(F;a)f(a) = 1 Mdz

2 Jrz—a
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1.12 Serie di Residui.

Nel paragrafo 1.10 abbiamo definito il valore principale di un integrale su
tutta la retta reale

+00 +R
P/ f(z)dx = lim f(z)dx

—00 R—+o00 J_p

quando la funzione f(z) sia integrabile su ogni intervallo limitato della
retta reale. Se la funzione f(z) ha un numero finito di singolarita nel
semipiano superiore o inferiore, sotto opportune ipotesi, il valore princi-
pale dell’integrale & la somma dei residui nelle singolarita. Ci chiediamo
se questo procedimento si possa estendere al caso in cui ci siano infinite
singolarita nel semipiano superiore o inferiore. In questo caso la somma del
numero finito dei residui sara sostituita dalla loro serie.

Supponiamo dunque che f(z) sia olomorfa nel semipiano z > 0 fatta ec-

cezione per una successione di punti z1, 22, ..., 2k, ..., con I(zx) > 0, che
supporremo enumerati in modo che |z1| < |z2] < ... <|z| < ... e tali che
|zi| — oo per k — oo. Sia Ry, Ra, ..., R ... una successione di raggi diversi

da tutti i valori di |zx| e divergente a +o00. Sia poi I'y, il cammino formato
dal segmento [— Ry, Rx] sull’asse reale e dal semicerchio Cy, di raggio Ry, del
semipiano superiore. Sia infine ny un intero tale che |z, | < Ri < |2n,+1]-
Allora per il teorema dei residui si ha

f(z)dz = QWiiR(f;ZT) ,
L r=1

ossia

Ry Nk
/ flx)dw =2mi Y R(f;2) — ; f(z)dz
r=1 k

— Ry

Se accade che
i R mac 1) =0

allora il valore dell’integrale esteso al semicerchio nel semipiano superiore
tende a zero. Se inoltre sappiamo che converge la serie dei residui, possiamo
concludere che esiste l'integrale su R in un senso che estende quello del
valore principale secondo Cauchy e si ha

Ry, +oo
lim f(z)dx = 27TiZR(f;zn)

k—-+4oco — Ry =0

Dunque abbiamo dimostrato il teorema
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Teorema 1.12.1 Se f(z) & olomorfa in Sz > 0 fatta eccezione per i punti

21529y Zny - cONn S(2) > 0 e |zx| — o0, se ::6 R(f; zn) converge e
se esiste una successione di raggi Ry, — oo diversi da ogni |z,| e tali che
limg_,o0 [Ry - maxec, |f(2)]] =0, allora

Ry

+oo
kEI«iI»loo . f(z)dz = 27Tin§0R(f; Zn)

Analoganente si puo dimostrare il teorema

Teorema 1.12.2 Se f(z) & olomorfa in Sz < 0 fatta eccezione per i punti
21,2 e 2y con S(2;) <0 e |zp,] = 00, se :i%R(f;z;) converge e
se esiste una successione di raggi Ry — oo diversi da ogni |z)| e tali che
limg_ 00 [Rk FMaxX,ec |f(z)|} =0, dove C}, ¢é il semicerchio con ¥(z) <0

di raggio Ry, allora

Ry

+oo
lim f(z)dx = —27TiZR(f;Z;L)
n=0

k—-+oo — Ry,

Se le condizioni di entrambi i teoremi sono soddisfatte, e la stessa suc-
cessione di Ry ¢ utilizzabile nei due casi (anche togliendo la restrizione
S(zx) # 0, come faremo pitl avanti), allora I'integrale si pud eliminare e
trovare che la somma delle due serie dei residui € nulla. In quest’ultimo
caso si puo anche rinunciare alla richiesta che le singolarita abbiano parte
reale non nulla. Cio puo essere utilizzato per calcolare la somma di certe
serie, come mostreremo nell’esempio 1.12.2.

1.12.1 ESEMPI.

. . 1
Esempio 1.12.1 Sia f(z) = T o
Questa funzione ha poli nel semipiano superiore nei punti z = i, 51, 37”2', 57“2', -
Si prenda R, = km,k =1,2,.... Si puo osservare che

| cosh z|2 = | cosh(z+iy)|? = | cosh z-cos y+i sinh z sin y|? = cos? y+sinh? z

1

Si noti inoltre che per (k — 3

(k—Dmelz| =kr

1 1 1 T
202 _ (f— 2)272 — 4| = f — L
|.Z‘|>\//€7T (k 4)77 77\/2k 671 T,

) <y < km, COSZy > %, mentre per y <
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. ) 1
cosicché sinh”z > 5. Dunque su Cg,

1
cos? Y+ sinh? x > 3
Allora Y
2
< Y=
rggflf(z)\ e

e dunque la condizione sul limite per £ — oo & soddisfatta. Per il calcolo
dei residui si trova:

. 1 1
R(f;1) = 24 cosh g - 2icos 1
e
. _l ) = 1 N (_1)n
B(f (n 2) i) = [1—(n— %)272]sinh(n — &)mi ~i(n — )22 —1]

Finalmente si ha

oo dz T > (=)™
= 2 —_—
/Oo (1 +22)coshz sl T 7Tnz::l(n—%)zwz—l

Esempio 1.12.2 Calcolare Ztoo — . a>0.

o0 n2+a??
Conviene considerare la funzione f(z) = (lezzQ) cot(mz) che ha poli semplici
nei punti z = tia ein z =n,n = 0,+1,£2,.... Si trova che i residui sono
dati da

1 1
R(f;ia) = %a cot(mia) = 5 cothma

1 1
R(f;—ia) = ~5i cot(—mia) = ~35 cothma

ia
R(fim) = —
i) =
m(n2 + a?)
Conviene scegliere Ry = k + %, k =1,2,..., supponendo che tutti questi

raggi siano diversi da |a|. (Altrimenti si saltera uno dei raggi.) Si osservi
inoltre che
2 f 2
cos“mx + sinh” 7y
2

|cot mz|? =

sin? x4 sinh? 7y

Ora, per k+i <lz| < k—l—% vale cos? mz < sin® 7z, cosicché |cothmz| < 1.
D’altra parte per |z| <k+ 1 e |z| =k + 3, si ha

)2:\/1: 3 VIl

1 1
V2 _ _
|y>\/(k+2> (k+7 516 1
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e quindi
14 sinh? T/11
| cot mz|? < _2—4 =K?

sinh® 7v/11

Dunque, per |z| = Ry, si ha
K
f S e —7
|RE — |

e quindi ¢ soddisfatta la condizione all’infinito. Finalmente

+oo

1 1

—— coth ——— =0
L co Ta + ; 7(n2 + a?)

Cioe
Jr
X 1

Z— = Ecothﬂa
n?24+a? a

Per ragioni di simmetria si trova poi facilmente

+oo
——— = —cothma — —
n?+a? 2a 2a2
N . . 2 . N
Pud essere interessante osservare che lim,_o 5 coth ma — # = % . Poiche

la somma della serie ¢ funzione continua di a si trova finalmente che

2

=1
YE

Per la valutazione della serie abbiamo tenuto conto che la funzione 7 cot 7z
ha poli con residui 1 in tutti gli interi n € Z. Si possono sommare serie a
termini di segno alternato tenendo presente che 7 csc(wz) ha poliin n € Z,
con residui (—1)™. Si considerino i seguenti ulteriori esercizi

Esercizio 1.12.1 Calcolare

Feo dx
/,oo (24 cosz)(1 + 22)
come somma di una serie.
Esercizio 1.12.2 Clalcolare
/+°° xdx
oo (I +z*)sinhz

come somma di una serie.
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Esercizio 1.12.3 Calcolare

=1
;1—1—714 ’

cot mz
1424 °

utilizzando i residui della funzione

Esercizio 1.12.4 Calcolare

0o _1)n
Z (+37,4

n=1

—_

Esercizio 1.12.5 Calcolare
= 1
Yo
n=1

cothmz
z2+4a? °

per 0 < a < 1, utilizzando 1 residui della funzione

1.13 Prolungamento analitico.

Quanto stiamo per esporre € basato su considerazioni non completamente
formalizzate, ma che riteniamo utili per fornire una trattazione intuitiva
dell’argomento. Un primo approccio a una trattazione formalmente piu
precisa e astratta si puo trovare, per esempio nel libro di J.B. Conway
“Functions of one complex variable”, Springer Verlag. Ricordiamo le con-
siderazioni gia fatte a proposito del teorema 1.8.1 di Weierstrass. Se sup-
poniamo di avere una funzione olomorfa f(z) che sappiamo definita su
un dominio aperto connesso D e se ne conosciamo i valori in un intorno
di un punto a € D, possiamo trasportare i suoi valori in un arbitrario
punto b € D. Consideriamo infatti un cammino continuo e rettificabile
in D, T', che congiunge a con b. Diciamo p la distanza tra il sostegno
di T e la frontiera 9D di D. Per ogni punto zy € T'(J) la funzione f(z)
¢ sviluppabile in serie di potenze avente raggio di convergenza Ry > p.
Poiché I'(I) & compatto, un numero finito di cerchi di raggi Ry > p e centri
2z, k=1,2,...,n, z0 = a, z, = b coprira I'(I). Potremo scegliere i punti in
modo che zi1 € B(zg, Ri), dove B(zk, Ri) rappresenta il disco di centro z
e raggio Ry. Allora, noto lo sviluppo in serie di f(z) in B(zq, Ro), potremo
calcolare f("™)(zy), m = 0,1,... e quindi conoscere lo sviluppo in serie di
f(2) in B(z1, R1), e cosi via fino a ottenere una completa conoscenza di f
e di tutte le sue derivate in b = z,,. Dunque, ammesso di sapere che f(z) e
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definita in D e di conoscerne i valori in un intorno di a, possiamo valutarla
in un altro punto arbitrario b € D.

Supponiamo ora di avere solo una conoscenza parziale di una funzione olo-
morfa. Precisamente di conoscerla solamente in un intorno di un punto zg.
Ci proponiamo di usare la precedente idea per vedere se il suo valore si
possa estendere a un insieme aperto connesso di C pit ampio dell'intorno
di partenza. Precisamente diremo elemento di funzione analitica la coppia
(f,G) dove f & una funzione olomorfa definita in un aperto connesso Gj il
caso “minimo” che dobbiamo aspettarci & che f sia la somma di una serie
di potenze e G sia il suo cerchio di convergenza B(zg, Rg). Supponiamo
che, preso un punto zy € G e un cammino I che congiunge 2y con un punto
b € C, esistano un numero finito di punti zg, z1,...,2, = b di I' come nella
situazione precedente; cioe che z; € B(zg, Ro) dove f & sviluppabile in serie

(m)
di potenze; che la serie Y -, fT(,zl)(z — 2z1)™ abbia raggio di conver-
genza Ry > 0 e che zo € B(z1,R1); ...; che b = z, € B(zp-1, R—1) nel
(m)
quale converge la serie > %(z — 2n—1)™. Allora 'elemento di

funzione analitica(fy, Gp), dove fi(z) € una funzione che prolunga il valore

(m)
della somma della serie Y °_ fT(,Z")(z — zp)™, con z, = b, a un aperto

connesso Gy O B(b, R,,), si dira il prolungamento analitico (o continuazione
analitica) dell’elemento (f, G) al punto b lungo il cammino I'. Dato un ele-
mento analitico (fo, Go), consideriamo tutti i punti b del piano complesso
ai quali quell’elemento analitico si puo estendere lungo un opportuno cam-
mino I'. Se siamo fortunati, otterremo allora una funzione analitica formata
dai prolungamenti analitici dell’elemento (fo, Go) cosi definita: il dominio
della funzione e I'aperto connesso

D = U{Gy: (fo,Go) & estendibile a un elemento (f, Gp)} ;

se z € Gy C D, allora f(z) = fy(2). Pit avanti spiegheremo cosa significhi
“se siamo fortunati”. Per stabilire come e se si possa prolungare analiti-
camente un elemento, si puo procedere come segue. Dato un elemento
costituito dalla somma di una serie di potenze e dal suo cerchio di conver-
genza di raggio Ry e centro ag, (fo(2), Go), si conduca con centro in ag un
cerchio di raggio %. Sulla frontiera di Gy vi deve essere almeno un punto
singolare. Percio, con centro in ogni punto a del cerchio di centro ag e
raggio %, la funzione fy(z) e sviluppabile in serie di potenze convergente
in un cerchio di raggio R,, tale che sia % <R, < % (distanza minima
e, rispettivamente, massima di a dalla frontiera di G). Inoltre ci sara cer-
tamente almeno un punto a per il quale R, = %. Se esiste a per il quale
R, > %, allora ’elemento iniziale potra essere prolungato al di fuori del
dominio iniziale Gy. Iterando questo procedimento in tutti i modi possi-
bili a partire dall’elemento iniziale si trovera la nostra funzione analitica.
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Possono verificarsi varie situazioni, che ora brevemente esamineremo. Puo
accadere che ’elemento analitico non si lasci prolungare al di fuori del suo
dominio iniziale Gy; puo accadere che ’elemento analitico si lasci prolungare
ad una regione D e che il valore del prolungamento di (fo(2), Go) a (fp, Gp)
non dipenda dal particolare cammino contenuto in D, che congiunge ag
con b. Questo ¢ il caso che abbiamo detto fortunato. Si dira allora di
avere ottenuto, per prolungamento analitico dell’elemento (fo(z), Gp), una
funzione olomorfa f(z) definita sul dominio D. Infine puod accadere che
partendo dal medesimo elemento iniziale (fo(z), Go) si possa giungere a un
punto b € D attraverso due diversi cammini I'y e 'y e che per i due pro-
lungamenti (fy.r, (2), Go,ry) € (fo,r,(2), Gory), risulti f r, (b) # fo.r,(b). Si
dira allora che siamo in presenza di una funzione polidroma, ottenuta per
prolungamento analitico dell’elemento iniziale (fo(z),Go). Vedremo che i
casi qui ipotizzati possono effettivamente verificarsi.

1.13.1 Elementi non prolungabili.

Esempi tipici al proposito sono le seguenti serie dette di Weierstrass:
s P
F(z)=> b"2"" a>1,0<b<l, (W)

n=0

con a € N, dispari e tale che ab > 1+ %W, e di Fredholm
F(z)= Za"-z"2 0<a<l (F)
n=0

Si tratta di esempi di serie dette lacunari. Cosl sono dette le serie nelle
quali i termini della serie diversi da zero sono “rari”. Precisamente si dicono
lacunari le serie di potenze

per le quali vale

Nel caso della serie (W) gli a,, # 0 hanno m = a™; per la serie (F), si ha

am # 0 per m = n?. Nel caso della serie (F) il raggio di convergenza &
R = 1. Infatti

pe 2

lim aH_lZ(n—H) ‘2n+1

n—oo

=a- lim |z

2
anzn n—oo
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Il limite & < 1 se |z| < 1. Precisamente il limite ¢ 0 se |z] < 1; ¢ a < 1 se
|z| = 1. E +00 se |z| > 1. Dunque la serie converge e ha per somma una
funzione continua in tutti i punti del cerchio di centro 'origine e raggio 1,
compresi i punti della frontiera. Un teorema generale dovuto a E. Fabry
(1896) assicura che le serie lacunari non sono prolungabili oltre la loro
circonferenza di convergenza. In questo caso la circonferenza di convergenza
si dice una frontiera naturale per ’elemento analitico. Nel caso della serie
(W), Weierstrass dimostro nel 1880 che essa non ¢ continuabile facendo
vedere che la parte reale della sua somma non ¢ una funzione differenziabile
dell’arco su |z| = 1. Invece per la serie (F') si ha che essa ¢ non continuabile
benché h(19) = f(e”) sia di classe C™ rispetto a 9.

1.13.2 Caso della monodromia.

Sia I' un cammino che parte da un punto a € B(a, Ry) C G e arriva a un
punto b ¢ B(a, Ry) lungo il quale sia prolungabile un elemento analitico
f(2). Tale prolungamento si sviluppi attraverso i punti z; nel quale I" esce
da B(a, Ro), centro di un disco di raggio Ry, B(z1, R1), 22 nel quale I" esce
da B(z1, R1), centro di un disco di raggio Ra, B(z2, R2), eccetera, fino a rag-
giungere il punto b. Abbiamo supposto che tutti i punti scelti 21, 29, 22, . . .
non siano singolari. E chiaro che al posto dei dischi By = B(a, Ry), B1 =

B(z1,R1), Ba, ... avremmo potuto scegliere altri dischi By, Bf, B, ... di
centri a, 21, 25, . .. purché il disco di centro z, contenga la porzione d’arco
242} 41- Oraidischi By, By, ..., B, coprono il sostegno di I', ma anche un

intorno aperto di esso. Se I'” ha gli stessi estremi e il sostegno ¢ contenuto
in Up_, By, allora per il teorema di Weiestrass sull’identita delle funzioni
analitiche, il prolungamento di ( fo, By) lungo I fino a b da lo stesso risultato
del prolungamento dell’elemento lungo I”.

Pil in generale pud essere dimostrato il seguente teorema (del quale omet-
teremo la prova)

Teorema 1.13.1 [Teorema di Monodromia.] Se D é un aperto connesso
e semplicemente connesso, se a € D e se un elemento analitico (f,G) con
a € G C D pud essere continuato analiticamente lungo ogni cammino in
D, allora i suoi prolungamenti definiscono una funzione olomorfa in D.

Supponiamo ora che, per quanto venga prolungato il procedimento de-
scritto, non si possa trovare un cerchio che racchiuda una porzione di T’
al di la di un certo punto. In questo caso i punti nei quali I" esce dai dischi
By, diciamoli zj41 si accumulano verso un certo punto €. Tale punto si dira
un punto singolare. Esso potra eventualmente essere il punto b o un punto
di I" compreso tra a e b. La natura del punto singolare £ potra essere quello
di un polo o di una singolarita essenziale, che gia abbiamo incontrato, o
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potra essere di natura diversa, come quella di un punto di diramazione, o
una sovrapposizione di punti dei tipi detti.

1.13.3 Caso della polidromia.

Per spiegare la natura di un punto di diramazione, consideriamo il caso delle
funzioni v/1+ z e log(1 + z). Se partiamo dal punto a = 0 un elemento
analitico della funzione /1 + z & rappresentato dalla somma della serie

> ()

n=0

Questa serie ha raggio di convergenza R = 1. Se si sviluppa in serie a
partire da un punto —1 < zg < 0 del segmento dell’asse reale congiungente
0 con —2, il raggio di convergenza della serie corrispondente & zg + 1 e
dunque tende a 0 se zg — —1. Dunque il punto —1 & singolare e non si
puo arrivare a superarlo lungo il segmento dell’asse reale. Se invece si segue
I’andamento dei cerchi di convergenza della serie lungo una circonferenza
di centro —1 e raggio 1, si vede che con centro nei punti ¢ = —1 + €* il
raggio di convergenza della serie &€ sempre R, = 1. Seguendo il cammino del
semicerchio superiore (0 < ¢ < 7) si arriva nel punto —2 con ’elemento di
funzione analitica che vale v/2-3. Seguendo invece il cammino nel semipiano
inferiore (0 > 9 > —mr) si perviene a un elemento che in —2 vale —v/2-i. Un
fenomeno analogo si verifica per la funzione log(1 + z). Quando a partire
da un elemento di funzione analitica, si arriva, congiungendo un punto a
con un punto b attraverso due cammini distinti I'y e I's, a due elementi
analitici diversi, si dice che si ¢ in presenza di una funzione polidroma o a
pit valori. Si dice anche che si € in presenza di pitt rami o determinazions
della funzione. Si puo infine dimostrare che, quando due cammini I'; e
T'; da a a b conducono a differenti elementi in b, allora vi & almeno un
punto singolare nella regione interna al cammino chiuso I'; 4+ (—T's). Infatti
questa e sostanzialmente l'affermazione del Teorema di Monodromia, gia
ricordato.

1.13.4 Qualche esempio di funzione polidroma

Presenteremo ora, anche se in modo non completamente soddisfacente dal
punto di vista logico, lo studio di alcune funzioni polidrome e delle loro
cosiddette superficie di Riemann. Una trattazione piu precisa potrebbe
essere fatta introducendo, per esempio, le nozioni di germe di funzione
analitica, di funzione analitica completa e di fascio dei germi di funzioni
analitiche su un aperto G (si veda il citato libro di J. B. Conway). I limiti di



68 CAPITOLO 1. FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA

questo corso, dedicato agli studenti d’ingegneria, sconsigliano di entrare nei
dettagli di queste cconsiderazioni. Consideriamo dunque in C 'equazione

w®—2z2=0;

se z = r - € allora le due soluzioni dell’equazione sono w; = VT el e
wy = /r- e 5t = —\/r.¢"2. Questo non & drammatico perché anche
nel campo reale, se z > 0 ci sono due soluzioni w1 = /z e wy = —4/z.
Potremmo prendere atto che ci sono due soluzioni e scegliere una delle
due, per es. wi(z), come definizione di radice del numero complesso z.
Purtroppo, cio funziona nel campo reale, ma non nel campo complesso.
Vediamo perché. Immaginiamo di scegliere un certo punto z # 0 e di per-
correre un giro lungo una circonferenza di centro origine e raggio r = |z|.
Se scegliamo come radice di z il numero w(z), quando avremo percorso
un intero giro della nostra circonferenza ’argomento di z sara aumentato

di 27 e quindi il valore di w;(z) prolungato per continuita lungo la circon-
N jet2m EAPUNN N o . . .
ferenza sard /1 - €' 2 = —/r-€'2, cloé sara coincidente con il valore di

wa(z) prima dell’inizio del giro. Dunque facendo un giro intorno all’origine
i valori di wy(z) e di wa(z) si scambiano fra di loro e non & possibile percio
attribuire a uno dei due un significato privilegiato. Si puo tentare di rime-
diare alla cosa procedendo come segue: si considerino due copie del piano
complesso e si faccia un “taglio” lungo 'asse reale negativo, per es., fino
allo zero. I due piani saranno detti rispettivamente piano 1 e piano 2. 1l
piano 1 si puo rappresentare come Cf = {(z,1):z = p-e?, 1 > ¢ > —7}
e il piano 2 come C} = {(2,2):2 = p- e, 7 > ¢ > —7}. Ai punti di
(z,1) € Cx sono assegnati i valori wy(z) ai punti (z,2) € C} sono asseg-
nati i valori we(z). In questo modo ai punti di una superficie sconnessa
formata dall’unione dei due piani complessi “tagliati” sono biunivocamente
assegnati i valori complessi delle soluzione dell’equazione w? — z = 0 e non
puo esserci il “mescolamento” delle determinazioni della radice. Tuttavia,
rimangono alcuni aspetti spiacevoli come la sconnessione della superficie
unione dei due piani e il fatto che due punti vicini su un piano della super-
ficie possano avere valori molto diversi della radice. Infatti se ci si muove
sul piano 1 dal punto (2p,1) con zg = 1 lungo una semicirconferenza nel
semipiano superiore fino a raggiungere un punto (z1, 1) prossimo a (—1,1),
Paumento dell’argomento essendo 7, il valore di wi(z1) & i, mentre se ci
si avvicina lungo una semicirconferenza nel semipiano inferiore a (—1,1),

essendo 1’aumento dell’argomento —, wy(e= ¢) = —i. Due punti che se
non ci fosse il “taglio” nel piano sarebbero molto vicini hanno due valori
che presentano un “salto” di 2i. Lo stesso accade nel semipiano C3: per il
punto (z1,2) prossimo a (—1,2) il valore di ws(21) &~ —i, mentre in (—1, 2)
il valore di wo(—1) = 4. L’idea intuitiva alla base della nozione di super-
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ficie di Riemann per /z & di saldare il bordo superiore del piano 1 con
quello inferiore del piano 2 e viceversa. Cosi i valori di wi(z) si mutano
con continuitd in quelli di wy(2) e viceversa. Facendo una simile oper-
azione di “sutura” c’¢ una linea di autointersezione che non ha significato
e che in realta non esiste. Infatti un’idea migliore della situazione & fornita
dal supporre che un intorno di un punto (z,1), con z < 0 sia dato da un
dischetto di raggio € che per —7m < ¢ < 0 sta nel piano C7, mentre per
0 < ¢ < mstain C35. Il punto 0 ha un intorno formato da un doppio
dischetto che si intreccia sui due piani, mentre i punti che non stanno sul
semiasse negativo o lo zero, (2, k), hanno sul loro piano un intorno formato
dagli usuali dischetti B(zg,¢) = {(2,k): |z — 20| < e}, (k =1,2). A questo
punto non € piu necessario distinguere i due piani. Scelto un valore iniziale
dell’argomento per un punto z € C, per esempio —7 < arg(z) < 7 e un
valore della sua radice quadrata, per es. wi(z), seguendo la variazione, in
modo continuo, di z sulla superficie di Riemann della radice, si trovano
correttamente i valori della radice sulle singole falde della superficie. Dopo
due giri intorno all’origine si ritorna al valore iniziale della radice. L’origine
e il punto all’infinito del piano complesso si dicono punti di diramazione
algebrica, in questo caso di ordine 2. Un taglio fatto lungo una qualsiasi
semiretta congiungente 1’origine con oo non permette che ci sia un mescola-
mento delle determinazioni della radice. Una superficie di Riemann per la
radice si ottiene suturando nel modo sopra descritto i due piani. La figura
che segue da un’idea degli intorni di un punto lungo il taglio dei due piani
sovrapposti.

Consideriamo ’equazione

wh =z

Se z = p- €™, essa ha soluzioni wy(z) = /p- e, wa(2) = {/p- iR ooy

wn(2) = /p- 25 | Per costruire la superficie di Riemann della radice
n-esima, converra partire da n copie del piano complesso C tagliato lungo
il semiasse reale negativo: C7, C3, ..., C;. Dopo avere percorso lungo
il piano 1 un semicerchio di raggio 1, per es., e di ampiezza m, si arrivera
a un valore prossimo a e che ¢ il valore che si ottiene movendosi nel pi-
ano 2 lungo un semicerchio di raggio 1 con ampiezza —m. Cio si ripetera
sui bordi dei piani 3, 4,..., n. Si potranno percio suturare i piani come
indicato nella Figura 8, generalizzando quanto ¢ stato fatto per la radice
quadrata. I punti che stanno sul bordo avranno intorni fondamentali di
tipo sferico formati da una meta disco giacente sullo stesso piano e per
Paltra meta sul piano ciclicamente successivo (con cio intendiamo che il
piano successivo al piano n ¢ il piano 1). In questo modo, partendo con
una determinazione della radice su un piano qualsiasi, considerando le vari-
azioni continue dell’argomento nella rotazione intorno all’origine, le varie
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Figura 1.7: Intorno di un punto sul semiasse negativo. Superficie di Rie-
mann per la radice quadrata.

determinazioni della radice automaticamente verranno assegnate in modo
corretto sulle varie falde della superficie. Dopo n giri intorno all’origine, si
tornera alla determinazione iniziale sulla falda di partenza.
La figura che segue mostra le connessioni tra le falde della superficie di
Riemann nel caso della radice quadrata e della radice n-esima. II punto
origine z = 0 e il punto all’infinito sono punti di diramazione algebrica
d’ordine n nel caso della radice n-esima.
L’equazione

e’ =z,

come sappiamo, ha infinite soluzioni del tipo wy(z) = log(p) + i arg(z) +
k2mi se z # 0 ha p > 0 come modulo e argz come argomento. Qui si
dovranno considerare infinite copie del piano complesso tagliato lungo il
semiasse negativo Cj e per avere un’idea della superficie di Riemann del
logaritmo converra suturare ogni piano k-esimo con quello (k + 1)-esimo
come si e fatto in precedenza. La superficie che si ottiene ha infinite falde.
Continuando a ciclare intorno all’origine si passa a nuove falde a ogni giro.
Per tornare a una falda gia toccata 'unica possibilita e quella di invertire
la direzione di rotazione. L’origine e z = oo sono in questo caso punti di
diramazione trascendenti, di ordine infinito. Naturalmente le complicazioni
non si limitano a questi semplici casi. Per esempio w = 2% = e®1°87% =
e (log(p)tiarg(2)+h2mi) & tale che il suo valore viene moltiplicato per un
fattore e*?™ in generale # 1 se o non & razionale, ogni volta che si compie
un ciclo intorno all’origine. Ai punti di diramazioni possono sovrapporsi
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singolarita di tipo polare, o singolarita essenziali, o punti d’accumulazione
di singolarita, e cosi via complicando. . .
1.13.5 ESERCIZI

Utilizzando le considerazioni svolte sulle funzioni polidrome, si valutino
alcuni tipici integrali quali i seguenti

Esercizio 1.13.1 Si calcoli

[e’e) xp—l
/ dr, con 0 <p<l1
0

1+
. . . . -1 .
SVOLGIMENTO: Si consideri la funzione f(z) = le—&-z che ha un polo in
z = —1 e un punto di diramazione (in generale trascendente se p non &

razionale) in z = 0. Considereremo il cammino I'. p costituito da due
circonferenze di centro l'origine e raggi € e R, (R > 1) e da due segmenti
congiungenti € con R, I'; e I's, come nella figura che segue. Abbiamo allora

P omiR(fi—1
/FE’RHZ 2= 2miR(f;~1).

Ma

) e ,.p—1 R _p—1
[ s@d= [ geasemon [ [ geae [ 5.
FE,R CR R CE €

1+ 1+zx

Dunque, scrivendo nell’ordine corretto gli estremi d’integrazione,

R xp—l

(1- ezﬂ(p_l)) / 172 dx + f(z)dz+ / f(2) dz = 2mie™®~1) |
g CR Cs

poiché, essendo —1 = €™ nel campo d’integrazione considerato, il residuo
di f(2) in —1 vale e™(®=1)_ Si vede poi agevolmente che quando R — oo,
I'integrale esteso a C'r tende a zero come R?~1 e quando ¢ — 0, l'integrale
esteso a C. tende a zero come eP. Percio prendendo i limiti per R — oo e

per € — 0 si ottiene

o] -1
(1 — e2mite=1)) / T g = 2T
o l+=x

e quindi

o0 gp=t 2mi v T
dr = , , = = .0
o l4= e~mi(p—1) —emi(p=1)  genm(p—1)  sen(pm)
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Figura 1.9: Cammino d’integrazione I'¢ g.

Esercizio 1.13.2 Si calcoli

! dx
J o e L

SVOLGIMENTO: Supporremo per semplicita che a % 1. Quindi che se a &
reale sia un numero < —1. La trattazione per a > 1 si fara con lo stesso
metodo, ma il cammino d’integrazione andra opportunamente modificato.
Dunque f(z) ¢ una funzione dotata di un polo semplice in z = a e di
due punti di diramazione algebrici d’ordine 2 in z = 4+1. Se nel piano della
variabile z eseguiamo un taglio da -1 a 1, impediamo a z di circolare intorno
al punti z = —1 e z = 1 e quindi limitiamo gli argomenti di z—1 e di 241 ai
valori 0 < arg(z—1) < 2m e 0 < arg(z+1) < 27. Il cammino d’integrazione
I'c 5,r € quello mostrato nella figura seguente.

Sul cammino considerato integreremo la funzione f(z) = m I

residuo della funzione in z = a ¢ dato da R(f,a) = \/% e l’argomento di

a’® — 1 va accuratamente determinato nel campo considerato. Dunque

-
f(z)dz+/+/+/+/+/+/+ ==
Cr r i . Ce r ; T a*—1

E facile riconoscere che ¢li integrali lungo i cammini IV e T si elidono.
Infatti lungo I'" 22 — 1 ha modulo 22 — 1 e argomento 0; lungo I'"_ il modulo
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F
C r ! :
|/+;~a — > "0
R =
Y S oy I
+1

Figura 1.10: Cammino d’integrazione I'¢ 5 r.

¢ ancora x2 — 1, mentre 'argomento & 4m. I contributi, calcolati lungo
due cammini orientati in senso opposto si cancellano. Lungo I'_, z — 1 ha
modulo 1 —xz e argomento 7; z+1 ha modulo z+1 e argomento 27. Dunque
V22 —1=+1=22¢% lungo I' _. Invece lungo I si ha, con considerazioni
analoghe, v22 — 1 = /1 — 22 - ¢*Z. Tenuto conto di cid abbiamo

f(2)d +/ +3T"/1+E dz +
z V4 e R —
Cr v 1-5 (x—a)V1l—2a?

S

+e

/11+i(x—am /' Va2 —1

Con considerazioni gia fatte piu volte, si riconosce che per R — oo tende a
zero fCR f(z) dz; analogamente fcg f(2)dz tende a zero per e — 0 e pure
gli integrali sulle semicirconferenze di raggio § hanno limite 0 per 6 — 0.
Dunque passando al limite per R — oo, € — 0, § — 0, rimane

_22,/1 dz _ 2m
~1 (z—a)V1 — 22 Vaz =1’
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e quindi, finalmente

/_11 (z — a;i\ajl — 2 \/a_;i 7

Esercizio 1.13.3 Si calcoli

/_11 (1+ x;;:f/m

SVOLGIMENTO: Il cammino d’integrazione che considereremo e uguale a
quello precedentemente considerato I'; 5 r. La funzione da considerare e

1

)= ——

U (1422)vz2 -1
che ha poliin z =i e z = —i. Procedendo come nel caso precedente si trova

i [ iR+ ()
—2i — =2 s —1 )
1 (I+22)v1 — 22

Occorre determinare con precisione 'argomento di 22 — 1 nei due residui al
fine di evitare errori clamorosi. In z = 4, arg(z —1) = 37 e arg(z+1) = 7.

Quindi in 2z = i, arg(z% — 1) = 7, mentre il modulo della stessa quantita & 2.
Dunque vi2 — 1 = /2-e%% = iy/2. In z = —i si ha invece arg(z—1) = %w e
arg(z+1) = Z7. Allorain z = —i, si ha \/(—i)2 — 1 = V2-e3™ = —i/2. Si
osservi che assumere in z = —i, \/(—i)2 — 1 = iv/2 come si potrebbe essere
indotti a fare ragionando con superficialita, corrisponderebbe a scegliere
invece che la determinazione principale del radicale quella che differisce per
il fattore ™. Ma cid non & possibile, visto che il piano ¢ tagliato tra -1
e +1, il che impedisce il mescolamento delle due determinazioni.Si trova
allora che

1 1 L 1

TN ENR
Finalmente si ottiene

R(f;1)

/+1 dx T
-1 (14 22)V1 —a? V2o
Esercizio 1.13.4 Si calcoli

e} a a—1
/ T 0,1 <a <1 (:L)).
0

b2 + 2 2 cos( %t
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Esercizio 1.13.5 Si¢ calcoli

2 .
/oo r3da - ﬁTFSIH%)
o l1+z+a2’ sinf 7

Esercizio 1.13.6 Integrando la funzione e~ lungo il cammino rettango-

lare formato dalle rette y = 0, y=b,x = R, v = —R, e facendo quindi
tendere R — 00, si stabilisca la relazione

+oo 2 2
/ e~ cos 2bx dx = /me

—00

Esercizio 1.13.7 Mostrare che

“+o0 Iozfl
P/ dr=mcotar, O0<a<l
0 1—=

Esercizio 1.13.8 Verificare che vale la sequente uguaglianza dovuta a Eu-
lero

/+°° P m  sinp)
0

de = & SWPA -y 1, -7 <A
1+ 2wcosh a2 0 sinpr sin A’ SpsLmmsAST

Esercizio 1.13.9 Applicando il teorema dell’indicatore logaritmico, trovare
quante radici dell’equazione 25 + 6z + 10 = 0 c¢i sono in ogni quadrante del
piano complesso.

Esercizio 1.13.10 Mostrare che per —1 < z < 3

/+°° x? dr — m(l—2)
o (1+2a2)? 4 cos &

Esercizio 1.13.11 Utilizzando il teorema dei residui, st calcoli per n intero

qualsiasi
teo dx ™
o 1422 nsin L

- 2n

1.14 Cenni sulla rappresentazione conforme.

Consideriamo la corrispondenza fra i piani della variabile complessa z e
quella della variabile complessa w data da w = f(z) con f(z) funzione
olomorfa di z, come una trasformazione di coordinate. Essa associa quindi
al punto z = x + iy, di coordinate cartesiane x e y un punto w = £ +in di
coordinate cartesiane & e n. Tale processo di associazione verra chiamato
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in generale rappresentazione. Supponiamo ora che nel piano z vengano
descritte due curve di equazione parametrica z = a(t) e z = b(t). Esse si
incontrino in un punto zy = a(ty) = b(tg). Nel punto d’incontro I’angolo
formato dalle due curve & ¢ = argla’(to)] — arg[b/(tg)] = argla’(to) - V' (to)],
dove 6 indica il complesso coniugato.

Nel piano w saranno descritte due curve d’equazioni parametriche w =
fla(t)) ew = f(b(t)). Esse si incontrano nel punto wg = f(20) = f(a(tg)) =
f(b(tp)). Calcoliamo l’angolo tra le due curve del piano w nell’ipotesi che

sia f'(z0) # 0. Si ha

0 = arg|f'(a(to)) - f/(b(t))] = arg{f'(20) - @' (to) - ['(z0) - ¥ (to) } =

= arg{|f'(20)]> - @' (to) - V' (to) } = argld’(to) - V' (t0)] =

Dungque la rappresentazione w = f(z) & conforme, cio¢ conserva gli angoli
tra le curve corrispondenti (nei punti in cui ¢ f/(z) # 0). In particolare,
se nel piano w tracciamo le curve immagini dei sistemi di curve x = cost
e y = cost, poiché quest’ultime formano un sistema di curve ortogonali nel
piano (x,y), anche quelle considerate sono un sistema di curve ortogonali
nel piano (£,7). Un semplice esempio ¢ fornito dalla funzione w = e*. 11
rettangolo 0 < z < a,0 < y < 7 del piano (z,y) viene mutato come segue:
w = e”-e". Dunque 'immagine del rettangolo nel piano (x,%) & un settore
di corona circolare 1 < |w| < e%, 0 < argw < 7 nel piano (§,7).
Un’osservazione molto importante che si puo fare ¢ la seguente. Se u(§, )
€ una funzione che soddisfa I’equazione

Pu  0%u .
6—62—'—8—772:0, 1nD 5

dove D* ¢, per es., un aperto connesso e semplicemente connesso e limitato

del piano (£,7), allora, posto U(z,y) = u(&(z,y),n(z,y)), con w = f(z) =
&(x,y) + in(x,y) olomorfa, la funzione U(z,y) soddisfa 'equazione

0?U  0°U .
W+6_y2207 mD s

dove D ¢ il dominio che viene mutato in D* dalla trasformazione w = f(z).
Dunque la conoscenza di una funzione armonica in D*, si traduce nella
conoscenza di una funzione armonica in D. Appare dunque importante
il seguente problema: trovare una rappresentazione conforme che muti un
dominio D del piano (z,y) in un dominio D* del piano (§,7), in modo che
la frontiera di D sia portata nella frontiera di D* e che la corrispondenza sia
biunivoca. Una risposta efficace a questo problema ¢ fornita dal seguente
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Teorema 1.14.1 [Riemann] Sia G un dominio aperto semplicemente con-
nesso che non coincide con l'intero piano complesso e sia a € G. Allora vi
e una sola funzione olomorfa f: G — C tale che

1. f(a) =0 e f'(a) > 0;
2. f e biiettiva;
3. f(G)=A{z|z| < 1}.

Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

Un esempio & fornito dall’equazione w = y/z — 1 che muta i punti interni
al cardioide d’equazione in coordinate polari r < 2(1 4 cos¥), 0 < ¢ < 2,
nei punti interni al cerchio |w| < 1. Infatti, se z = 2 - €*?(1 + cos¥), si ha
z=4-¢€7. COSZ(g) e dunque /z = 1 + €. Dunque w = ¢*V. E quindi,
quando z percorre il cardioide w percorre la circonferenza di raggio 1 e
centro l'origine. Vediamo a cosa corrispondono i punti interni |w| < 1. Si
ha w = /Fe'¥ —1, con 0 < 9 < 27. Allora |w| = r — 2/ cos 2 +1 e quindi
|w| < 1 se e solo ser — 2\/7_"cosg < 0, ossia /1 < 2cos g, cioe se e solo se
7 < 2(1 4 cos), cioe se e solo se i punti sono interni al cardioide. Dunque
se si conosce la soluzione dell’equazione di Laplace con assegnate condizioni
al contorno nel cerchio unitario, se ne deduce la conoscenza all’interno del
cardioide.

1.14.1 Le trasformazioni bilineari di Mobius.

Studieremo ora alcuni semplici tipi di trasformazioni. Tra le trasformazioni
piu semplici ci sono quelle lineari. Sono trasformazioni del tipo

w=az+b

Una trasformazione di questo tipo porta una retta per due punti z1 e z5 in
una retta passante per i punti

w; =az; +b

we = azg +b

La pendenza della retta per 21 e zo ¢ data da arg(ze — 21), mentre quella
della retta per wy e we & data da arg(wy — wy) = arg{a - (22 — 21)} =
arg(a)+arg(ze —z1). Quindi l'effetto della trasformazione lineare ¢ quello di
fare rotare tutti i punti (vettori) del piano complesso di un angolo costante
che & arg(a), oltre a traslarli di b. Consideriamo poi l'inversione

1
w= -
z
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Il punto all’infinito z = oo viene mutato nel punto w = 0. Consideriamo
nel piano z l'equazione

2
P p B
\z——\QZ%——»ayﬁeR, eaf <|p]*.
o o «

D=

2
)

L’equazione rappresenta una circonferenza di centro g e raggio (
Esplicitando il quadrato e moltiplicando per «, si ottiene

alz|? + 8 —pz—pz=0.

Notiamo che per @ = 0 l'equazione diviene quella di una retta, che con-
verremo di chiamare circonferenza generalizzata (con il centro all’infinito).
Con un’inversione ’equazione data si muta nella

o — pw — o + Blw|?,

che € ancora una circonferenza generalizzata. Dunque l'inversione muta
circonferenze generalizzate in circonferenze generalizzate. Due punti z; e
2o che giacciono sullo stesso raggio e tali che

£|_ﬁ_ﬁ

p
|21 — =] |22 — =| =
« [0 «

)
si dicono inversi. Essi soddisfano ’equazione

(1= By - D)=L S

zZ1 — —
« o o «

)

cioe
az173 —pr21 —pz2 + B =0.

Operando un’inversione la precedente si trasforma in
o — pwy — pws + Pwiwz =0.

Quindi un’inversione porta punti inversi rispetto a una certa circonferenza
in punti inversi rispetto alla circonferenza immagine. Ovviamente anche
w = az+b trasforma circonferenze in circonferenze e quindi la composizione
di una trasformazione lineare e di un’inversione gode delle stesse proprieta:
cioe porta la famiglia delle circonferenze generalizzate in sé. Consideriamo
ora la trasformazione detta bilineare o di Mobius:

az+b
cz+d
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Supporremo ¢ # 0, poiché se ¢ = 0 ci si riduce al caso lineare. Allora si

ottiene:
Sez+d)+b— 2 _a b— ad

C

cz+d c  cz+
Dunque tale trasformazione pud pensarsi ottenuta eseguendo successiva-
mente la trasformazione lineare wy; = cz + d, quindi 'inversione wy = w% e
da ultimo la trasformazione lineare
ad a
w=(b— —)wy + —
c c
Se fosse ad —bc = 0, tutto il piano z sarebbe trasformato in w = <. Suppor-

remo dunque che sia verificato ad — bc # 0; in questo caso la trasformazione
di Mobius e una trasformazione biunivoca del piano z sul piano w, che
porta circonferenze generalizzate in circonferenze generalizzate.

Esercizio 1.14.1 Si verifichi che la trasformazione bilineare

—1z—1
zZ+1

)

porta il disco |z| < 1 nel semipiano Sw > 0.

1.15 La funzione Gamma di Eulero.

Definiremo la funzione Gamma di Eulero per mezzo del seguente integrale
oo
I'(2) :/ t*~te7tdt [, R(z)>0.
0

L’integrale & convergente se Rz > 0. Mostreremo come la funzione possa
essere prolungata a tutto il piano complesso (tranne i valori interi < 0 della
variabile). Cominciamo con 'osservare che vale una ben nota relazione di
ricorrenza:

N(z+1) = / e tdt = —e_ttz|go + z/ t*~letdt.
0 0
Ora se Rz > 0 il contributo della parte finita & nullo e resta la relazione
T(z+1) =2I'(z)

E proprio questa proprietd che ci permettera di estendere analiticamente
la definizione di I'(z). Infatti se esiste una funzione olomorfa che soddisfa
questa relazione in un dominio del piano complesso che contiene Rz >
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0 e che concide in questo semipiano con l'integrale dato, allora questa e
I’estensione analitica cercata.
Poiché, come facilmente si verifica

Fn+1)=n! |

per n > 0, la funzione I' puo intendersi come una soluzione al problema
d’interpolazione che consiste nel determinare una funzione olomorfa f(z)
che ristretta ai valori interi vale n!.

Osserviamo che nella funzione integranda € ¢ > 0 e, valendo t* = e
con z = x + 4y, si avrd [t*] = t*. Posto x = Rz > 0, vale

zlogt
b

D@ +iy) <T(x) , 2> 0

Consideriamo ora il semipiano ®z > 1 e, usando il teorema di Morera,
mostriamo che I'(z) & olomorfa in detto semipiano. Infatti se consideriamo
un triangolo A C {z: Rz > 1}, l'integrale di I'(z) esteso a questo triangolo,
si puo calcolare come un integrale iterato relativo a un integrale doppio
assoluamente convergente. Cambiando l'ordine d’integrazione e tenendo
presente che t*~1 & olomorfa, si trova che Iintegrale ¢ nullo. Dunque per
Parbitrarieta del triangolo, visto il Teorema di Morera, si conclude che T'(z)
¢ olomorfa in Rz > 1.

/F(z)dzz// tz_le_tdt:/ e_tdt/tz_ldzzo.
A aJo 0 A

Utilizzando la relazione di ricorrenza si ottiene

R ACES!

Infatti, quando 0 < Rz < 1,sihal < R(z+1) < 2 e dunque I'(z + 1) &
olomorfa, % lo & per Rz > 0 e si conclude che T'(2) & olomorfa per Rz > 0.

Scrivendo la relazione di ricorrenza a partire da z + 2, si trova

per 0 < Rz < 1.

I'(z+2)

I'(z)=——=

(2) z(z+1)
Ragionando come nel caso precedente, si trova che I'(z 4+ 2) & olomorfa per
—1 < Rz <0, il che implica 1 < R(z +2) < 2. ﬁ ¢ pure olomorfa se

Rz > —1, mentre % ¢ olomorfa nella regione detta, tranne che in z = 0
dove ha un polo semplice. Dunque anche I'(z) sara una funzione olomorfa
per Rz > —1, tranne che per un polo in z = 0. Piu in generale, per ogni
m > 1, potremo concludere che

I(z) = I'(z+m)

2(z+1)...(z+m—1)

, per Rz >-—-m+1
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I'(z) ¢ dunque olomorfa in Rz > —m + 1, tranne che nei poli semplici
z2=0,—-1,...,—m+2. In conclusione I'(z) si pud estendere a una funzione
olomorfa in tutto il piano complesso, tranne che nei punti z = —n,n € N,
dove essa ha poli semplici. Una funzione olomorfa in tutto il piano tranne
che per singolarita isolate di tipo polo, si dice funzione meromorfa, come
gia e stato ricordato. Dunque abbiamo dimostrato che I'(z) & una funzione
meromorfa.

Affrontando il problema della continuazione analitica da un altro punto di
vista potremo rappresentare I'(z) come un prodotto infinito, convergente
in tutto il piano complesso. Consideriamo la seguente famiglia di funzioni
che indicheremo con I, (2).

Tn(z) = /On =11 - 3)" dt

n

Osserviamo che lim,, (1 — )" = e~ e che tale limite & uniforme in ¢.

n
Osserviamo inoltre che la successione (1 — %)” ¢ definitivamente monotona

crescente. Cioe che esiste 7 tale che per n > 7, si ha

t t
17_77, 17—n+1
a-Sr<ca- Loy

come si puo agevolmente verificare. Facendo la sostituzione ¢t = s - n, si
ottiene

1
In(z) = nz/ 711 —s)"ds
0
Si dimostra, per induzione, che vale

n*n!

(z+1)...(z+n)

T.(z) = .

Infatti, per n =1 si trova

52‘1 s#th 1 1 1

1
Iy(z) = l-s)ds=—|,———=|,= - — = :
1(2) /Os (1=s)ds z 10 z—|—1|0 z z+1  z(z+1)

Dunque la formula vale per n = 1. Supponiamo che valga per n — 1 e
mostriamo che allora vale per n.

T.(z) = nz/o 71 —5)" 11— s)ds =

1 1
= nz{/ 711 —s)" "l ds — / s*(1—s)" tds} =
0 0
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- (n—1)! B (n—1)! V=t .
241 ...(z4+n—-1) (z+1)...(z+n) 2(z+1)...(z+n)’
Percio

3

1 1
g AL 2R TTa+ ).

n
z z 1 1 z
1 Voo F — 7Z(l+§+...;) . 1 I
z (1+ k)e z-e H( + k)
k=1 k=1
Poiché n=% = e~#!°8™ moltiplicando e dividendo per tale fattore si trova
- z 1
5. 1 d 67% = 5. 672(1+%+...%710gn) )
H( + k) I'n(2)

k

1

Ora, si puo dimostrare che esiste il limite per n — oo del precedente
prodotto e che esso & una funzione intera G(z). Cioe vale

n
. Z. _=
G(z) = nh_)rr;o kl;[l(l + k)e z
La funzione G(z) ha al finito gli zeri nei punti interi z = n,n < —1, e ha
una singolarita essenziale all’infinito. Noi non daremo la dimostrazione del
fatto citato, che viene affrontato nel problema della fattorizzazione delle
funzioni intere. L’analogia con i polinomi e forte. Si sa che ogni polinomio
a coefficienti in C e fattorizzabile in fattori lineari del tipo (z —«;), tenendo
conto della molteplicita dei fattori. Una simile fattorizzazione vale anche
per le funzioni intere che, in un certo senso, sono polinomi di grado infinito.
Esse saranno fattorizzabili con fattori lineari come nel caso dei polinomi;
tuttavia, nel caso d’infiniti zeri, ogni fattore lineare andra moltiplicato per
un fattore esponenziale, scelto in modo opportuno, al fine d’assicurare la
convergenza. Poiché esiste finito il

1 1
lim (14 -+4...+4— —logn) =+
n—00 2 n

dove v = 0,57722... & detta costante di Eulero-Mascheroni* (della quale
non si sa se sia razionale o irrazionale), si ottiene che

: _ vz
Jim T 2G(z)e

4Lorenzo Mascheroni nato a Bergamo nel 1750, morto a Parigi nel 1800. L’abate
Mascheroni insegno fisica e matematica nel Seminario di Bergamo dal 1778. In seguito
a un suo lavoro molto apprezzato sull’equilibrio delle volte, nel 1786 venne chiamato
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Dovendo dimostrare che lim,,_,o, ', (2) = I'(2) e trattandosi di funzioni olo-
morfe, sara sufficiente dimostrare la convergenza per i valori reali e positivi
di z. Sia z =z > 0. Allora

Io(x) = /On "1 — %

t 1)(n+1) dt <
n

n
)”dt</0 "1 -

n+1 " n+1
< / tm—l(l _ )(n-‘rl) dt — FnJrl(q;) < / tx_le_t dt < F(l‘)
0 n—+1 0

D’altra parte, se si fissa 0 < a < n, si ha pure

@ t
: z—1 _ “h\n
klgl;OI‘k(ac) >/0 "1 n) dt

Ma (1— %)” converge uniformemente a e~ e quindi, si puo passare al limite
sotto il segno d’integrale, ottenendo

lim T, (x) 2/ t* et dt
0

n—oo

Poiché cio vale per ogni a > 0, il confronto con la disuguaglianza precedente
da
lim T, (z) =T'(z)

n—oo

Abbiamo dunque stabilito la formula
s =)
TG 2G(z)e

Infine, supposto 0 < Rz < 1, possiamo stabilire la seguente formula fonda-
mentale

D) P(1=2) = s

Infatti

L(z)T'(1-=2) :/ t*let dt/ sFe ds = // #7779 dtds
0 0 0

a insegnare algebra e geometria nell’Universita di Pavia, universita della quale divenne
rettore dal 1789 al 1793. Calcolo le prime 32 cifre decimali della costante sopra ricordata.
Ammiratore di Napoleone, venne inviato a Parigi quale membro della commissione di
studio delle nuove misure e monete. In seguito alle vittorie degli Austro-Russi non poteé
rientrare in Italia. Fu tra i fondatori degli studi d’ingegneria in Italia secondo il curricu-
lum rimasto sostanzialmente in vigore fino al 2000. Sostenne la validita dell’insegnamento
incentrato sulle universita, come contrapposto a quello delle Grandes Ecoles instaurato
in Francia. (Non si pud prevedere se gli studi d’ingegneria sopravviveranno alla riforma
che sta per essere inaugurata.)
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posto t = us, con 0 < u < 00, si ottiene

// 17 L= 2o=(t+9) Jtds — // wr—lgr—lg=2g=s(14u) ggedn,
0 0
- / / w e ) dsdu = / w*t du / e Ut ds =
0 0 0

oyl T
o l+u sinmz

Si noti che l'ultimo passaggio si ottiene ricordando il risultato calcolato
nell’esempio 1.13.1. Per il principio della continuazione analitica, la formula
ottenuta continua a valere in tutto il piano complesso, dunque per ogni
valore di z per il quale abbia significato. In particolare possiamo valutare
I'(1). Infatti dalla formula otteniamo I'($)? = , e quindi I'(1) = /7.

1.15.1 La Formula di Stirling.

Vogliamo ricordare che vale la seguente formula di Stirling per il logaritmo
della funzione T'(z)

1 1
logT'(z) = (2 — E)logz —z+ 510g27r—|—w(z)

Si tratta di valutare il resto w(z) che tende a zero per |z| — oo purché
ci si mantenga nel piano complesso in una regione che esclude un settore
racchiudente il semiasse reale negativo. Tale settore si puo individuare come
segue: ha vertice in x = 2 e semiapertura Z. Tralasciando i lunghi calcoli

6
si trova la seguente valutazione di w(z)

sl taEE o seR() 2002 >1
lw(2)] < :
BiekE L eRE<09()>

In particolare per valori reali di > 1 si puo valutare I'(z) come segue

D(z) = 273727 - (1+—+28;2+...)

Ricordando che n! = T'(n 4 1) = nI'(n), si trova infine

1 1
| = ne "V - (1 4+ —
m=nee Ut o0 T ossne
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Capitolo 2

Equazioni differenziali
alle derivate parziali:
un’introduzione.

2.1 Considerazioni preliminari

Data una funzione f:Q € RY — R, con N un numero naturale sufficiente-
mente grande, diremo equazione differenziale alle derivate parziali d’ordine
n, un’equazione del tipo

0z 0z 0"z oz

f(l'l,...,fL'm,Z,a—xl,...,axm,...,a—x?,...,8]/‘%

y=0 , @1

se la funzione dipende esplicitamente da almeno una delle derivate parziali

d’ordine n di z. z1,..., 2, sono le variabili indipendenti; z(z1,...,zm,) ¢ la
funzione incognita che si vuole soddisfi ’equazione differenziale stessa. Una
funzione z = p(x1,...,2y) che soddisfi identicamente I'equazione (2.1) si

dira un integrale o soluzione dell’equazione stessa. La totalita degli inte-
grali, esclusi al pit1 alcuni di carattere particolare, detti singolari, costituisce
I'integrale generale dell’equazione. L’equazione si dice in forma normale se
essa ¢ risolta rispetto a una delle derivate d’ordine massimo rispetto ad
un’unica variabile indipendente. Cioe se appare nella forma (per esempio):

oz 0z 0z oz oz

=g(x1, Ty =y e — ey ).
dxy D Oz, Ot 10, dxn,

(2.2)

87
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Se la funzione f & un polinomio di grado < 1 in z e nelle sue derivate e
dipende effettivamente da qualche derivata parziale di z, allora I’equazione
si dice lineare. E lineare e del primo ordine la seguente equazione:

0z 0z 0z
P, e T ) =— + P yeers ) =— ..+ Pz, .. T
l(xlu , L )81‘1 + Q(xl &€ )axg + (‘7;1 &€ )ax’m

—Q(z1,...,xm) 2= R(x1,...,2m), (2.3)

con i coefficienti P;(z1, ..., %, ) non tutti nulli. Un’equazione che sia lineare
solo nelle derivate di ordine massimo si dice quasi lineare o semilineare.

2.2 Alcuni esempi significativi

Al fine di mettere in evidenza la diversita che intercorre tra le equazioni
differenziali ordinarie e quelle alle derivate parziali, sara utile considera-
re alcuni semplici, ma significativi esempi. Per un’equazione differenziale
ordinaria d’ordine n la totalita delle sue soluzioni o integrale generale puo
essere rappresentata, a meno di possibili integrali singolari, da una funzione
della variabile indipendente, che dipende pure da n costanti d’integrazione,
€1,C2,...,Cn. Viceversa, per ogni famiglia di funzioni a n parametri, c’e
un’equazione differenziale ordinaria d’ordine n cui la funzione soddisfa. Per
le equazioni a derivate parziali la situazione & piu complicata. Anche in
questo caso si puo cercare una soluzione generale, ma, in questo caso, gli
elementi arbitrari da fissare al fine d’ottenere una soluzione particolare,
non sono pit, in generale, costanti arbitrarie, ma sono funzioni arbitrarie.
Consideriamo percio alcuni casi particolari d’equazioni

Esempio 2.2.1

%‘Z’y) =0 Y(z,y) € R* . (2.4)

L’equazione chiede di trovare una funzione definita su tutto il piano e de-
rivabile con continuita rispetto a y, che non varia con y; cioé una funzione
che dipende solo da x:

u(z,y) = p(z)

con () funzione arbitraria del suo argomento.
Esempio 2.2.2

*u(z,y)

2
= . 2.
920y 0 Y(z,y) € R (2.5)
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Si vuole trovare una funzione di classe C*(R?) tale che

0 ,0u

as(ay) =0

e quindi tale che g—;‘ dipenda solo da y. Allora & g—Z = ¢(y) e quindi, con

un’integrazione rispetto a y, u(z,y) = ®(y) + costante essendo la costante
tale rispetto a y e quindi dipendente, in generale, da z. Cioe

u(z,y) = ®(y) + ¥(z)

dove ®(y) e ¥(z) si supporranno funzioni di classe C? se la stessa regolarita
si vuole per la soluzione u(x, y). (In realta, nel caso specifico, sara sufficiente
supporre che siano di classe Ct).

Esempio 2.2.3 Consideriamo [’equazione non omogenea

*u(z,y)

Gedy =~ @Y V@) e R? (2.6)
con f(z,y) continua su R2.

Tale equazione, come facilmente si verifica, ha la soluzione generale
z oy
uteg) = [ [ s(emdsan + a@) +0)
Zo v Yo

dove z( e yo sono costanti arbitrarie.
Esempio 2.2.4

ou(x,y) _ ou(z,y)

2
o a9 Y(z,y) e R® . (2.7)

Per trovare la soluzione dell’equazione data operiamo la seguente sosti-
tuzione di variabili

§ = z+y

= [L‘—y

Per gli operatori differenziali -2 e -Z si ottiene allora
ox oy

900
dxr 0¢  On
0 0 0

dy a9 on
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e quindi ’equazione diviene

Ou Ou Ou Ou

o€ on o€ on
cioe

2@ =0.
on

Ne segue che u ¢ funzione della sola . La soluzione generale dell’equazione
¢ dunque

u(z,y) = oz +y)
con ¢ € CH(R).

Esempio 2.2.5 Consideriamo un’equazione che sia della forma

du(z,y) Og(x,y) Ou(v,y) Ogla,y)
ox oy dy ox

con g(x,y) funzione di classe C*(A), essendo A un aperto in R2.

=0 V(z,y) € ACR? (2.8)

L’equazione data afferma che la matrice jacobiana

(2 3)
z oy

ha determinante nullo e che percio u(z, y) dipende funzionalmente da g(z, y),
cioe che esiste una funzione ¢: E(C R) — R, E D g(A), tale che u(z,y) =
&(g(z,y)). Cid si puo verificare direttamente come segue, nell’ipotesi che
A abbia sezioni connesse (intervalli) con ogni parallela agli assi coordi-
nati. Si faccia il seguente cambiamento di variabili, ammettendo inoltre
che % #0in A:

£ = gz,y)
n =1y
Allora, posto u(x,y) = u(&(x,y), n(z,y)), si ottiene
ou _ ouoc ooy
Or  0£0x  Onox
ou _ 0uoc  ondy
oy 060y  Ondy
Cioe, nel caso specifico
Ou  Odudg  Ou
oz~ ogox oy C
ou _ ooy on

ay ~ ooy oy
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e quindi

u(z,y) 9g(z,y) Ou(z,y) Og(z,y)
or Jy Jy or
dg(x,y) O0udg Og(x,y) 0udg Ou,
oy ogor  or ocoy on)

dg(z,y) Ou _

ox on

Percio, nell’ipotesi che sia % £ 0, si ottiene

oi

an
cioe @ non dipende da 1, ma solo da £. Ossia esiste una funzione ¢ tale
che u(z,y) = u(&) = ¢(&) = ¢(g(x,y)). Si pud verificare che, sotto con-
dizioni opportune, anche se g dipende esplicitamente da wu, continua a
valere che la soluzione u €& espressa, in forma implicita, dall’espressione
u(z,y) = (b(g(x,y,u(x,y))). Per esempio, la soluzione dell’equazione di
Burger

Ou(z,t) ou(z,t)
S T =0, (2.9)

ha una soluzione che si puo scrivere, in modo implicito

u(z,t) =d(x —u-t)

Esercizio 2.2.1 Si studino le condizioni sotto le quali la funzione implicita
sopra scritta € soluzione della (2.9).

Esempio 2.2.6 Consideriamo ’equazione

Pu(w,y)  Ou(z,y)

B2 0 0 V(r,y) eR* . (2.10)
Posto
§ = z+y
= r=y ,

si trova

0? 0? 0? 0?

o~ o one "o

0? 0? 0? 0?

o T 0@ Tondk o
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Sostituendo nell’equazione data, si ottiene

432u _
ono§

0,

che, come e noto, ha soluzione

u(§,n) = ®(€) +¥m)

ossia,
u(z,y) = e(z+y) +¥(z-y) ,

dove ® e ¥ sono due funzioni arbitrarie di classe C2.

Abbiamo dato vari esempi nei quali una soluzione “generale” del problema
dipende da una o piu funzioni arbitrarie. Talvolta si trovera che un’equazio-
ne differenziale a derivate parziali si puo esprimere come una famiglia di fun-
zioni dipendenti da uno o pit parametri reali. Una famiglia a due parametri
u = ¢(z,y,a,b), soluzione di un’equazione differenziale del prim’ordine

f(z,y,u,p,q) =0

ou ou
(dove p = — e g = —) si dice un integrale completo dell’equazione stessa

or dy
se il rango della matrice
¢a ¢J}CL ¢ya
¢b d)a:b ¢yb
¢ 2. Cio vale, in particolare, se ¢uq - Oy — Pub - Pya 7 0.
Consideriamo ora 1’equazione
G+ 1) =1,

e facciamo l'ipotesi che per ogni punto assegnato (a,b) € R? la soluzione
dipenda solo dalla distanza r da tale punto. Posto x = a + rcos 0,y =
b+ rsenf, si trova

u_Ou ., Ousend Odu
or or VT80 T o
Ou _Ou o, Oucosh Ou o
oy or Vg T art

Dunque p? + ¢? = (%)2 = (v/(r))?. L'equazione diviene (u'(r))? = 4 — 1,

che ha come soluzione u? =1 —7%2 =1 — (x —a)? — (y — b)>.
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Esempio 2.2.7 Si consideri la famiglia di sfere
(r—a)+(y—b)>+u’ =1
St mostri che essa é l'integrale completo dell’equazione
PP+ +1) =1
e che esistono integrali singolari, non deducibili dall’integrale completo.

La famiglia data rappresenta la totalita delle sfere di raggio 1 aventi il
centro sul piano z,y. Dall’equazione della famiglia, derivando rispetto a x
e rispetto a y, si ottiene

2(x —a)+2up =0
2(y —b) +2uq =0

Di qui si ottiene (x—a) = —u-p e (y—b) = —u-q. E, finalmente, sostituendo
nell’equazione della famiglia

PP+’ +1) =1

Dunque, eliminando i parametri dalla famiglia di sfere, si ottiene I’equazione
della quale ci siamo precedentemente occupati; abbiamo verificato che la
famiglia considerata € una soluzione dipendente da due parametri dell’e-
quazione stessa. Poiché, con le notazioni sopra introdotte, abbiamo ¢,, =
=2,0ya = 0,0z = 0,0y = —2, si verifica che ¢zq - Oyb — Pab * Gya =
4 # 0 e dunque che la famiglia a due parametri ¢ un integrale completo
dell’equazione data. Questa famiglia ha un inviluppo formato dai due piani
u =1 e u = —1, inviluppo che si ottiene eliminando a e b dall’equazione
della famiglia e dalle sue derivate rispetto ad a e a b:

(r—a)+(y—b)>+u*=1
(x—a)=0
(y—b) =0

L’inviluppo non ¢ ottenibile attribuendo ad a e b valori particolari, dunque
¢ un integrale singolare.

Avevamo affermato che un’equazione a derivate parziali ha una soluzione
generale dipendente da una o piu funzioni arbitrarie. Ora un integrale
completo sembra fornire una classe piu ristretta di soluzioni. Se imponia-
mo che b = w(a) essendo w un’arbitraria funzione di classe C!, derivando
rispetto ad a l'integrale completo, avremo ¢, + ¢y - w'(a) = 0. Se si riesce
a eliminare a tra quest’ultima equazione e u = ¢(x,y,a,w(a)) si trovera
una soluzione del tipo u = ¥ (z,y) essendo ¢ una funzione dipendente dalla
funzione arbitraria w.
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2.3 Equazioni del primo ordine quasi lineari,
in due variabili indipendenti. Caratteri-
stiche

Supponiamo data un’equazione differenziale ordinaria del prim’ordine

dy

f(xayv%) =0

Ad ogni punto (z, y) del dominio piano nel quale f & definita si pud associare
la direzione (o le direzioni) %, che soddisfano ’equazione stessa. Quindi
I’andamento delle soluzioni puo essere intuito e rappresentato mediante il
campo di direzioni. Cid & particolarmente utile quando ad ogni (z,y) € A,
A aperto in R2, corrisponde un solo valore di g—g, perché allora si ha un’idea
immediata dell’andamento delle curve integrali. Un artificio dello stesso
tipo e possibile e utile anche nel caso di un’equazione alle derivate parziali.
Considereremo il caso piu semplice: quello di un’equazione quasi lineare
(non piu complicata di un’equazione lineare da questo punto di vista) in
due variabili indipendenti. Essa si scrive:
0z

0
Pla,y2) 5 + Qv 2) 5 = Rlay.2) (2.11)

Useremo talvolta le notazioni, dette di Monge, p = %, q = g—;, per cui

lequazione (2.11) si riscrive

P<.'L'7y72)p+Q(.T,y,Z)q:R(l',y,Z)

Studieremo la struttura delle superficie integrali dell’equazione assegnata
e constateremo che essa ¢ costituita da una semplice infinita di linee che
appartengono ad una famiglia di linee spaziali dipendenti da un parametro.
Queste sono integrali di un sistema di equazioni differenziali ordinarie,
individuato dall’equazione assegnata. Sia ¢ una superficie integrale di
equazione z = z(x,y) soluzione dell’equazione data. Sia M = (z,y,z) un
suo punto e sia 7 il piano tangente a o in M. Osserviamo che una soluzione
“classica” della (2.11) & una funzione di classe C'; essa & differenziabile in
ogni suo punto, e quindi il suo grafico ammette ovunque piano tangente.
Se (X, Y, Z) sono le coordinate “correnti” sul piano 7, I’equazione del piano
tangente ¢
Z—z=X-z)p+ Y —y)

La normale a 7 (e a ¢) in M ha coseni direttori proporzionali a p, g, —1,
rispettivamente. Dunque il vettore di componenti

P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, 2)
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giace su 7, poiché dall’equazione risulta: P(z,y,z) - p + Q(z,y,2) - ¢ —
R(z,y,2) = 0.
Consideriamo poi le linee spaziali A di equazioni parametriche

z = xz(t)

y = y(t)

z = z(t) ,
che in ogni punto sono tangenti al vettore di componenti P, @, R. I coseni
dx dy dz
—,—,—, e
dt’ dt’ dt’
quindi, ponendo uguale a 1 una costante di proporzionalita (il che si puo
fare: cambia eventualmente un fattore di scala nella variabile t), &

direttori della tangente a una linea A sono proporzionali a

= Py
dz
E - R(x7y7z)

Il sistema (2.12) si dice il sistema caratteristico associato all’equazione
(2.11) e le curve A che ne sono soluzione sono dette le linee caratteristiche
della (2.11). Dimostreremo ora che le superficie integrali sono descritte per
mezzo delle linee integrali. Precisamente abbiamo

Teorema 2.3.1 Siano P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, 2) localmente lipschitzia-
ne in A C R3, A aperto. Sia My = (x0,%0,20) un punto che giace su una
superficie integrale o, cioé o sia grafico di una soluzione della (2.11). Sia
inoltre X una caratteristica passante per My. Allora A giace per intero su
o. Cioé, se x(to) = xo, y(to) = o, 2(to) = 20, se x(t),y(t),z(t),t € J(CR)
¢ una soluzione di (2.12), allora (x(t),y(t), 2(t)) € o,Vt € J.

Dimostrazione. Nell’ipotesi della locale lipschitzianita delle P, @, R ri-
spetto ai singoli argomenti x,y, z, le funzioni sono complessivamente con-
tinue. Infatti, se P(z,y,z) ¢ localmente lipschitziana in My = (z0, Yo, 20)
significa che esistono un intorno U di My, per esempio U =]zg — §, 29 +
d[X]Jyo — 6,90 + 8[X]z0 — 0, 2o + [ e costanti positive Ly, Lo, L3 tali che, se
(x,y,2), (', y,z) € U, vale |P(z',y, 2) — P(z,y,2)| < L]z’ — x| e analoga-
mente per y e z. Ora si ha

\P(:L’,y,z) 7P(l’0,y0720)| < |P(SE,y,Z) *P(Lto,y,Z)H’
|P((E0,y,2) - P(x07y0a2)| + |P(m07y032) - P($07y0720)|
< Li|z — 20| + Laly — yo| + Ls|z — 20|
< (L1 + Lo + L3)l|(2,y, 2) = (0,50, 20)Il -
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Dunque, se (z,y, z) — (o, Yo, 20), vale P(x,y,z) — P(zq, Yo, 20). Analoga-
mente per Q(z,y, 2) e R(x,y, 2) che sono dunque funzioni continue nel com-
plesso delle variabili in U. Un sistema come il (2.12) nel quale P, @, R non
dipendono esplicitamente dalla variabile indipendente %, si dice autonomo.
Poiché P, @, R sono localmente lipschitziane rispetto alle singole variabili
z,y, 2 e globalmente continue rispetto alle stesse, esiste una e una sola
soluzione locale del sistema. Sia Ay la proiezione di A sul piano z,y. La
curva Ag ha equazioni x = z(t),y = y(t). In corrispondenza ai punti di g
i punti su A e o hanno quote, rispettivamente, z(t) e z1(t) = z(x(t), y(t)).
Mostreremo che z(t) e z1(t) coincidono. Infatti

R(xz(t),y(t), 2(t)) — %P(:v(t),y(t),z(t)) - %Q(x(t),y(t)’z(t)) o,

poiché vale (2.11). Cio vale per ogni t € J, J essendo un intervallo con-
tenente fy. Dunque z(t) — 2z1(t) ¢ costante in J. Ma z(tg) — z1(tg) =0 e
quindi 21 (t) = 2(t),Vt € J. Ossia tutti i punti della caratteristica A stanno
suo. U

Per 'unicita della soluzione del sistema delle caratteristiche si richiede che
ovunque nel campo di variabilita di x, ¥, z, non siano nulli negli stessi punti
P(z,y,2) e Q(x,y, z). L’ipotesi che P e @ non abbiano punti d’annullamento
comuni assicura che curve A distinte non si incontrino. I punti in cui
P(z,y,z) e Q(z,y, z) si annullano contemporaneamente si dicono punti sin-
golari del sistema caratteristico.

2.4 Problema di Cauchy per le equazioni quasi
lineari del prim’ordine

Data I’equazione

P(xvyaz)'p+Q(xaya Z)QZR(%%Z) ) (213)

e la curva I' di equazioni

r = o)
y = (1) (2.14)
z = w(r) ,

ci proponiamo di risolvere il seguente problema di Cauchy: costruire una
superficie integrale z(z,y) soluzione della (2.13) che passa per la I', cioe
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tale che z(¢(7), (7)) = w(7). Ammettendo che tale superficie o esista noi
cercheremo una sua rappresentazione nella forma parametrica

x = z(t,T)
y = y(t,7) (2.15)
z = z(t,7)

Sia My il punto di I' che corrisponde al valore 7y del parametro. Sia A, la
caratteristica che passa per Mj; tale caratteristica giace per intero su o e
le sue equazioni si trovano integrando il sistema caratteristico

o = Py

dy

@ _ 2.16
5 Q(z,y,2) (2.16)
dz

E - R(x,y,z) 3

con le condizioni iniziali

z(0,70) = (7o)
y(0,70) = (7o) (2.17)
2(077'0) = w(To)

Le funzioni trovate saranno, come funzioni di ¢, soluzioni di (2.16) e come
funzioni di 7 soddisfano la condizione (2.17). Al variare di 7y il punto M
varia su I' e quindi le corrispondenti caratteristiche varieranno descrivendo
la superficie . Per 'unicita delle soluzioni del sistema caratteristico due
linee caratteristiche non si incontrano nel dominio di definizione. Percio le
funzioni di ¢ e 7 danno una descrizione geometrica di o. Ci chiediamo ora
come debba essere assegnata la curva I' affinché il problema ammetta una
e una sola soluzione. Diremo I'y la linea d’equazioni z = ¢(7),y = (1),
proiezione di I' sul piano z,y. T'g si dira la linea portante i dati, poiché
in ogni suo punto ¢ assegnato il valore z = w(7) della superficie integrale.
Diremo poi Ag - la proiezione di A; sul piano z,y, di equazioni

x = z(t,7)
y = y(t.7)
Cerchiamo dunque le condizioni che ci permettono di porre in forma carte-
siana le equazioni parametriche della superficie integrale o.
Supponiamo che, in un certo campo 2 di variabilita di ¢ e 7, il determinante
del jacobiano

A(x,y) _ oy _ |5 %
deta(tﬂ_)fdetj ;)= % % #0, (2.19)

(2.18)
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allora dalle (2.18) si possono ricavare ¢ e 7 in funzione di x e y, dal momento
che le funzioni z = x(t,7),y = y(t,7) sono funzioni di classe C', definite
su un aperto {2 del piano ¢,7, a valori in un aperto A del piano x,y. Se
il detto determinante & non nullo in §2, I'invertibilita ¢ assicurata almeno
tra un aperto ' C Q e un aperto A’ C A (Teorema di invertibilita locale
per funzioni di classe C!). Sostituendo nella terza equazione, si ottiene
I’equazione cartesiana della superficie o

z=z(t(z,y),7(x,y)) = 2(z,y): A - R . (2.20)

Se il jacobiano soddisfa la condizione (2.19) per ¢ = 0 e per a < 7 < b,
essendo [a, b] l'intervallo o anche parte dell’intervallo di definizione di T,
allora esiste un dominio rettangolare | — h, h[x[a,b] (o ] —h, h[x]a—k,b+ k|
se [a, b] & una parte propria dell’intervallo illimitato sul quale & definita T'),
(relativamente) aperto, nel quale la (2.19) € soddisfatta. Senza fare ulteriori
restrizioni sul dominio, supponiamo che quello detto sia 1’0 sul quale vale
Pinvertibilitd. Riscrivendo la (2.19), dopo avere sostituito alle derivate i
loro valori per ¢t = 0, si ottiene

P((1),¥(7),w(r)) Q(&(7),d(7),w(T))
06 o #0. (2.21)
ar ar
Dobbiamo dunque verificare che la (2.20) fornisce la soluzione del prob-

lema di Cauchy (2.13) con la condizione “iniziale” z(¢(7),¥ (7)) = w(7).
Dall’'uguaglianza

0: _ 0: 0x 0= 0y
o 9x ot Oy Ot
0: _ 0: bu 0% Oy
or  ox Or Oy Or
si trova
9z 9% Oy 0z
Ox 1 or ot ot
== : , (2.22)
N N O S
0y or ot or
9z 9y Oz dy, . O(zy)
doveJ—(at 5 " B 8t> dta(th) Allora
0: 1 0= 0y 0z by,
dor  J ‘ot Or Or Ot
(2.23)
0z 1 0z 0z 0z Ox
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Percio si trova alla fine:

0z 0z 1 0z, _0y or 1 0z oy Or
Pt = 7w e %) T o T 9%
(2.24)
1 0z 1 0z 0z
—F-E-J+j~5(—PQ+QP)7§7R

Ax=2(0,7) =¢(1),y =y(0,7) = ¢(7), cloe (z,y) € T'g, per la biunivocita
della corrispondenza tra ' e A’ corrispondono i valori t(¢(7),1¥(7)) =0e
7(o(7), (7)) = 7. Percio z(0,7) = z(¢(7),% (7)) = w(7), e quindi anche la
condizione iniziale ¢ soddisfatta.

Osserviamo che %hzo e %hzo sono proporzionali ai coseni direttori della
tangente a g~ in un certo punto, mentre % li=0 € %hzo Sono proporzion-
ali ai coseni direttori della tangente a I'y nello stesso punto. Il modulo del
jacobiano ¢ percio il modulo del prodotto vettoriale di tali vettori tangenti
a Ao,r e I'g. Esso soddisfera la condizione (2.21) purché Ao, sia linea re-
golare, cio¢ purché P(x,y,z) e Q(z,y,2) non siano contemporaneamente
nulli, purché sia regolare T'y, cioé purché ¢'(7) e ¥'(7) non siano contem-
poraneamente nulli e purché Mg, e I'g non siano tangenti. Diremo che in
questo caso la linea portante i dati non ¢ in alcun punto caratteristica.
Dunque abbiamo dimostrato il seguente

Teorema 2.4.1 Siano P(x,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, 2) localmente lipschitzia-
nein A C R3, A aperto. Supponiamo inoltre che P(x,y,2) e Q(x,y,2) non
st annullino contemporaneamente in uno stesso punto e che nessun punto
della linea portante i dati sia caratteristico. Allora esiste localmente una e
una sola soluzione dell’equazione (2.13) che passa per la curva T d’equazioni

(2.14). O

Supponiamo poi che Ao, e I'y siano tangenti in un solo punto. I' verra
spezzata in due curve IV e I, Possiamo costruire la superficie ¢’ relativa a
IV e ¢ relativa a I'’. La riunione dei grafici delle due superficie puo essere
grafico di una superficie o continua ma eventualmente priva di derivate
continue, oppure puo non essere il grafico di una funzione o almeno di una
funzione continua. Potremo ancora assumere che si tratti di una soluzione
“generalizzata” se il grafico & quello di una funzione continua. Altrimenti
il problema considerato non ammettera soluzione.

Se, passando a un ulteriore caso estremo, totalmente diverso, la curva I’
¢ ovunque caratteristica, conducendo per un punto di essa una curva A,
ovungque non caratteristica, si potranno condurre le caratteristiche dai punti
di A costruendo cosi una soluzione passante per I'. Ma di curve come la A ce
ne sono infinite e quindi ci saranno infinite soluzioni al problema di Cauchy,
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se la curva I iniziale ¢ ovunque caratteristica. Abbiamo dunque dimostrato
che il problema di Cauchy per un’equazione quasi lineare del prim’ordine
puo avere una e una sola soluzione locale, oppure pud non avere soluzione
o averne infinite. (Si veda, pit avanti, il paragrafo 2.7 su esempi d’onde
d’urto.)

2.5 Equazioni lineari del prim’ordine

Esamineremo ora il caso molto semplice delle equazioni lineari e omogenee
in n variabili indipendenti.
Sia data ’equazione lineare

ou ou
X1(21 e ) X (T ) e =0 2.25
1(3717 ) L )81'1 + + (xl T )azn ( )
Supponiamo che uq, ..., u; siano soluzioni di (2.25) e che F: A — R, con

A aperto, sia una funzione di classe C'. Allora si ha
Teorema 2.5.1 Nelle ipotesi sopra dette, se
(ur(z1, . s n), - up(r, .., 2n)) € A per (x1,...,2,) €EQCR™,

allora
w(xy, . xn) = Flur(xr, .o, 2n)y ooy up (21, .00, )

¢ una soluzione dell’equazione (2.25).

Dimostrazione. Infatti si ha

OF  OF ou OF du, <~ OF Ou
dr;  Ouy Oy et du,  Ox; ; Ou; Oz
Sostituendo nell’equazione data
du du o~ OF oy oy
X —+...+X, - — = — (X1 —+.. .+ X, —) =
! 0x1 et ox, ; ouy ! o0x1 + axn) 0
O

Ricordiamo che n — 1 funzioni di n variabili si dicono funzionalmente in-
dipendenti in un aperto 2 C R", se la matrice jacobiana

J( ULy ooy Upy ) (2.26)

T1y...,Tn

ha caratteristica massima (cio¢ n — 1) nell’aperto  C R™. Vale allora
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Teorema 2.5.2 Siano ui(x1,...,Tpn)y. .., Un-1(T1,...,2,) soluzioni fun-
zionalmente indipendenti in Q C R™ della (2.25). Supponiamo inoltre che
X1,..., X, non si annullino contemporaneamente in alcun punto dell’aperto
sul quale sono definiti (potremo pensare che sia Q). Allora u(xy, 29, ..., 2y)
¢ una soluzione dell’equazione (2.25) se e solo se si hau = F(u1,...,Un—1),
dove F € C1(A) ¢ una funzione definita su un opportuno aperto di R"~*.

Dimostrazione. Infatti per il precedente teorema, se u ¢ del tipo detto, ¢
una soluzione dell’equazione lineare e omogenea. Viceversa, sia v una qual-
siasi soluzione dell’equazione data, da considerare insieme con le soluzioni
u, perl=1,...,n—1. Avremo

v v
X —+... +X, =— =0
! o0x1 " O,
8u1 8U1
X — 4. +X,-— =0
! 8I1 " 8$n
e aun-l .............. aun-l
Xy ——+...+X,- = 0.
! 0x1 " Oy,
Poiché Xi,..., X, non sono contemporaneamente nulli, in ogni punto di
. . o O, UL, U i
Q i vettori riga della matrice (v, u1 n1) del sistema, che, punto
O(x1,x2,...,2y)
per punto, possiamo considerare come un sistema lineare nelle variabili
Xi,...,X,, sono linearmente dipendenti. Cioe
det J VU1, -, Un-1 -0
T1,X2y...,Tn

Per il teorema sulla dipendenza funzionale, cid assicura che, essendo w1, uo,
..., Un_1 funzionalmente indipendenti, esiste una funzione F di classe C*
tale che v = F(uq,...,u,—1). Questo fatto si pud dimostrare direttamente
come segue. Supponiamo che, per esempio, in €2 sia non nullo il determi-
nante

Ou  u
8$1.'.8$n_1
Otp—1 OUp—1

Or1 0w,
Sia inoltre X,,(z1,...,x,) # 0. Si faccia il seguente cambiamento di vari-
abili
51 = ul(xlax25 axn)
§n1 = Un1(T1,22,. .., Tn)
én = In
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Allora si trova, utilizzando le nuove variabili

ﬁ B @ % P ov Oup—1 ov  0&,
Ox;  0& Oxy 7 0&n1 Omy &, Ox;’
(i=1,...,n). Ora gfn =0,peri=1,...,n— 1, mentre vale 1, per i = n.
z;

Percio si ha
2 ov
0= X — =

ov " Oouy ov - OUp—_1 ov
—-O_x )+t 1OPP.€ e )t Xn 5

861 =1 ’ o 7 o 867171 i—1 agn '
e dunque
v
X, -—=0
tog,
cioe 9
v
— =0
I3
in €, essendo ivi X,, # 0. In definitiva, se {2 ha sezioni connesse rispetto
agli iperpiani coordinati, v non dipende da &, ma solo da &1, ...,&,_1, cioe
v="F(&,...,&—1), e quindi
U(Ih . ~a='17n) = F(ul(‘rla cee 7xn)7 R 7un—1(x17 H ,,In)) -

Consideriamo ora il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie,
associato alla (2.25)

dx
d_tl - Xl(x17$27 71'n)
.................... (2.27)
den - _ Xn(z1,2 Tn)
dt n\41, 42, sy An

Una linea che in ogni punto soddisfi questo sistema (2.27) si dice una
linea caratteristica associata alla (2.25) e il sistema (2.27) si dice il si-
stema caratteristico associato all’equazione (2.25). Rispetto al caso quasi
lineare trattato in precedenza per l'equazione (2.11) e sistema (2.12), pos-
siamo notare che qui manca l’equazione relativa alla funzione incognita

du
u. Per completezza potremmo aggiungerla: I 0. Cio ci dice che la

funzione incognita & costante lungo una linea caratteristica. In generale,
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una funzione v = f(x1,...,2,) tale che f(x1(t),...,z,(t)) sia costante
lungo una linea caratteristica, si dice un integrale primo del sistema (2.27).
E facile riconoscere che se u = flxy,...,zn) e f(z1,...,2,) € un inte-
grale primo, allora u € un integrale della (2.25). Infatti, tenendo conto che
flz1(t),...,z,(t)) = costante, si ha

d _Of 0m of drn
Ef(xl(t)""’x”(t))_8—351'W+"'+3—%'W_0'
Ricordando poi che % =X;, (i=1,2,...,n), si ottiene
of of
X1 —+...+X, =—— =
1 6x1+ + B 0

Si puo concludere con il seguente

Teorema 2.5.3 Se sono noti n—1 integrali prim: funzionalmente indipen-

denti di (2.27),integrali che scriveremo nella forma u; = fi(z1,...,2,),
(i=1,2,...,n—1), e F ¢ una funzione di classe C*, allora
u=F(uy,...,up—1)

¢ la soluzione generale dell’equazione (2.25). In altre parole, la soluzione
generale del sistema delle caratteristiche (2.27) conduce alla soluzione gen-
erale dell’equazione (2.25). O

2.6 Esempi ed esercizi

Ci dedicheremo alla risoluzione di alcuni esempi tipici d’equazioni lineari o
quasi lineari del prim’ordine, usando il metodo delle caratteristiche.

Esempio 2.6.1 Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la so-
luzione dell’equazione alle derivate parziali

u Ou 2 i Q={(z,y):z>09y>0} |,

che soddisfa la condizione

u(l,y) =y pery =0
Il sistema caratteristico in questo caso &
dx

— = X
t
3—‘;{ = 2 (2.28)
& )
= u ,

dt
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con le condizioni iniziali lungo ogni caratteristica

z(0) = 1
y(0) = o (2.29)
uw(0) = wo .
La soluzione immediata ¢
z(t) = €
B y(t) = y(o)e2t (2.30)
= = ¢
w " u(0) ’

Di qui si trova che I'equazione delle proiezioni delle linee caratteristiche sul
piano x,y sono y = y(0) - 22 ossia % = y(0) = costante. La costante varia
da caratteristica a caratteristica; se consideriamo un punto (x,y) € € esso
interseca 'asse 2 = 1 nel punto y(0) = Y Siha poi che t = logz e che

2
y(0)

——~ ¢, sostituendo i
1—y(0)t

u(0) = y(0) = % Facilmente si trova u(t) =
x
valori in termini di = e y, finalmente

Y

g 2.31
22 —ylogx (2:31)

u(r,y) =

Verifichiamo che quella data sia la soluzione cercata. Se x = 1, si trova
immediatamente u(1,y) = y. Si trova poi

du _ —yQz—1Y)
0r (22 —ylogx)?

ou x?

dy ~ (22— ylogx)?
E finalmente
2
T - @ +2y- Ou Yy 2
Ox

Esempio 2.6.2 Usando il metodo delle caratteristiche, si determini per i
valori di x ey tali che x > 0, y > 0 la soluzione dell’equazione alle derivate
parziali

dy ~ (a2 —ylogz)?

ou n Ju

I e

Yor oy

che soddisfa la condizione

=u inQ={(z,y):x>0,y>0} |,

u(z,0) = 22 perz > 0
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Il sistema caratteristico si scrive

d_m:y
.
@ -

con le condizioni iniziali lungo ogni caratteristica

z(0) = ¢
y(0) = 0
u(0) = &

Abbiamo indicato, per maggiore chiarezza, con £ il valore iniziale 2(0) lungo
ogni assegnata caratteristica. Sul piano z,y, I’equazione della linea carat-
teristica, ottenuta moltiplicando la prima equazione per x e la seconda per
—y e sommando, &

2 —y? = 2(0) — y(0)? = &

Inoltre, derivando la prima equazione e tendo conto della seconda, si trova
pure

Dunque la soluzione & del tipo z(t) = Aet + Be™t e y(t) = Aet — Be™t, con
le condizioni x(0) = & e y(0) = 0. Si trova finalmente z(t) = §- (¢! +e~*) =
&cosh(t) e y(t) = Esenh(t). Per €' si trovano i valori

¢ T x?

Poiché ci interessano le soluzioni per ¢ > 0 e dunque e’ > 1, sceglieremo il
- x4+ /2?2 — &2 +y

segno +, e quindi, ¢t = log ————— = log ———

’ 3 Va? —y?

ci interessano le soluzioni per « > 0 e y > 0. Si ottiene poi per la funzione
r+y

3

, ricordando che

incognita lungo le caratteristiche u(t) = u(0) e’ = €2 -

, cioe

u(z,y) = (v +y)vVr? —y?



106 CAPITOLO 2. EQUADIFF A D.P. : UNINTRODUZIONE

Si verifica immediatamente che u(x,0) = 2?; inoltre
ou  2a®+xy—y?
or /22 — 42
Ju x? — zy — 2>

dy Va? —y? ’
e, finalmente

ou L ou  x?y—xy?+ 23 —193
_ x —_— =
y aiE 8y A /1’2 — y2
Esempio 2.6.3 Usando il metodo delle caratteristiche, si determini per i
valori di x ey tali che x > 0, y < 0 la soluzione dell’equazione alle derivate
parziali

u

ou ou 9 .
y%—xa—y—u in Q ={(z,y):x >0,y <0}

che soddisfa la condizione
u(z,0) = 22 perz > 0

Il sistema caratteristico si scrive

de _
a Y
wo_
dt
du 9
a
con le condizioni iniziali lungo ogni caratteristica
z(0) = ¢
y(0) = 0
u0) = &

Sul piano x,y, 'equazione della linea caratteristica, ottenuta moltiplicando
la prima equazione per x e la seconda per y e sommando, &

2® +y? = 2(0)* + y(0)* = £
Inoltre, derivando la prima equazione e tendo conto della seconda, si trova
pure
d’*x

W‘F‘T:O
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Dunque la soluzione & del tipo z(t) = Acost+ Bsent e y(t) = —Asent +
Bcost, con le condizioni 2(0) = £ e y(0) = 0. Si trova finalmente z(t) =

Ecos(t) e y(t) = —Esen (t), essendo & = /22 + y2. L'integrazione di 4 =

0
u? fornisce u(t) = % Ora poiché ci interessano i valori di > 0
—u(0) -
ediy <0, la scelta t = arccos% con 0 <t < /2 e quella adatta. Allora
2
varrd u(t) = 1—§7§Qt e quindi
2 2
e +y
u(z,y) = —

1 — (22 4 y?) arccos T

Si trova immediatamente che u(z,0) = 2?2 (si ricordi che arccos(1) = 0).

Per comodita di scrittura, indichiamo con D il denominatore della frazione
che rappresenta u(z,y). Allora si trova

ou 2w+ y(®+y?)
or D?
ou 2y —ax(2®+y?)
or D2
Converra ricordare, per evitare errori, che, nel campo di variabilita consid-
erato, \/y2 = —y. E allora facile riconoscere che
ou ou (22 +4?)?
y _— - /= — =
ox Oy D?

Lasciamo i seguenti esercizi alla buona volonta del lettore

Esercizio 2.6.1 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la
soluzione dell’equazione alle derivate parziali

ou ou .
To +2y8_y =—u inQ={(z,y):x>1y>0} |,

che soddisfa la condizione

u(l,y) =y pery > 0
Esercizio 2.6.2 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la
soluzione dell’equazione alle derivate parziali
00
Ox y

che soddisfa la condizione

w in Q={(z,y):z>0,y<0} ,

u(x,0) =z perx >0
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Esercizio 2.6.3 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la

soluzione dell’equazione alle derivate parziali

ou ou 5 . B .
y%—Qxa—y—u in Q={(z,y):z >0,y <0} ,

che soddisfa la condizione
u(z,0) = 22 perx > 0

Esercizio 2.6.4 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la
soluzione dell’equazione alle derivate parziali

ou Ou .
4y%+xa—y—u in @ ={(z,y):x >0,y <0} ,

che soddisfa la condizione
u(z,0) = 22 perz > 0

Esercizio 2.6.5 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la
soluzione dell’equazione alle derivate parziali

y—+4x—y:u in Q ={(z,y):x >0,y >0} ,

che soddisfa la condizione

u(0,y) =y pery >0

2.7 1l Teorema di Cauchy—Kovalevskaja

Fino ad ora ci siamo occupati solamente della teoria delle equazioni del
prim’ordine. Cerchiamo di capire che cosa accade se da un’equazione si
passa ad un sistema di N equazioni in N funzioni incognite delle n + 1
variabili indipendenti (¢, z1,...,2,). Supporremo inoltre che il sistema sia
dato in forma normale.

atm

kq,
0%,
. -
dthod k. 9k

= filt,x1, .., Tpy UL, ... UN, .- ) (2.32)

coni,j=1,2,...,Nekot+ki+...+k, =k <nj, ko < n;. Per ogni funzione
u; il numero n; da 'ordine massimo della derivata di u; che compare nel
sistema (2.32).
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Supponiamo ora che, per un valore assegnato di ¢, per esempio ¢t = 0, siano
dati i valori iniziali delle funzioni incognite e delle loro derivate rispetto a
t fino all’ordine n; — 1. Cioe siano assegnate

8kui
otk

Il problema di Cauchy per il sistema (2.32) consiste nel trovare una soluzione
soggetta alle condizioni iniziali (2.33).

Prima di passare all’enunciato del Teorema di Cauchy-Kovalevskaja! de-
finiremo la nozione di funzione analitica di piu variabili. Diremo che una

=M (2y, . an)(k=0,1,...,n;—1),(i=1,...,N), t =0.(2.33)

funzione F(z1, 29, . . ., 2 ) di m variabili complesse ¢ analitica in un intorno
diun punto (29, 29, ..., 20)) se essa ¢ somma di una serie di potenze multiple,
convergente per valori sufficientemente piccoli di |z; — z?|:
0\k 0 \km
F(z1,29,...,2m) = E Ay (21— 20)™ - (2 — 2p,)"™ . (2.34)
k1,.ooskm

I coefficienti dello sviluppo in serie di Taylor sono dati da
1 gFkitket . tkm @

kil k! o2t g2k 02 (z=2))"

Akl,»--,km -

Possiamo ora enunciare

Teorema 2.7.1 [di Cauchy—Kovalevskaja.] Si supponga che tutte le fun-
zioni f; di (2.32) siano analitiche in un intorno del punto

0 0 0
(t = O,xl, e 71',”, . .’¢j7k01k13"-7kn7 . .)

1Sofia Vassiljevna Kovalevskaja (1850, Mosca - 1891, Stoccolma). Figlia del generale
Vassilj Korvin-Krukovskij e di Velizaveta Shubert fu attratta dalla matematica, in gio-
vane eta dai discorsi dello zio Pjotr e, all’eta di 11 anni, dalle pagine di un trattato
di Ostrogradskij sul calcolo differenziale e integrale, pagine usate per tappezzare la sua
cameretta. Il tutore di famiglia, notando la sua predisposizione, consiglio il padre di
farle studiare matematica, cosa che il padre avverso in ogni modo. Continuo a studiare
di nascosto libri di matematica, durante la notte, quando la famiglia dormiva. All’eta di
diciottanni, per sottrasi alla famiglia si sposd nominalmente con un giovane paleontologo
Vladimir Kovalevskij, dal quale ebbe una figlia e che esasperato da continui contrasti
con lei s’uccise nel 1883. Nel 1869 si reco all’Universita di Heidelberg dove non pote
iscriversi, poiché cio era precluso alle donne. Si sposto nel 1871 a Berlino, dove, non po-
tendo frequentare ufficialmente I'universita, divenne allieva privata di Weierstraf}. Sotto
la sua guida nel 1874 completod tre lavori, uno sulle equazioni differenziali a derivate
parziali — quello che qui c’interessa — uno sugli integrali abeliani e uno sugli anelli di
Saturno. Ottenne il dottorato nello stesso anno dall’universita di Gottingen. Dopo
molte insistenze da parte di Weierstral e Mittag-Leffler riusci a ottenere un incarico
d’insegnamento nell’universita di Stoccolma nel 1884, divenendo il primo cattedratico
donna in Matematica (dopo Maria Gaetana Agnesi, a Bologna nel 1750) nel 1889.
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dove si & posto

k*ko kO
Dokt oo, = (—5' 2 )
j conskn T .=20)7
PRt oyt 0. Qalr Pi=TD
e che tutte le funzioni gZ); ) siano analitiche in un intorno di (29,...,29).

Allora il problema di Cauchy ha una e una sola soluzione analitica in un

intorno del punto (t =0,29,...,29).

La dimostrazione del teorema si basa su un’abile generalizzazione del metodo
usato da Cauchy per dimostrare 'esistenza e unicita della soluzione ana-
litica per un sistema d’equazioni ordinarie, metodo detto “della maggio-
rante”. Non dimostreremo tale teorema. Tuttavia, per comprendere il
procedimento che si segue nel determinare la soluzione, illustreremo un
procedimento simile in un caso semplificato.

Sia data un’equazione del prim’ordine in forma normale

ou ou

— = f(t,z,u, — 2.35
= () (2:35)
e si voglia trovare quella funzione u(t, z) tale che u(0,z) = ¢(z), pera < z <
b. La linea portante i dati ¢ il segmento [a, b] dell’asse . Ammettiamo che
u(t, x) esista e sia sviluppabile in serie di Taylor rispetto a ¢, con coefficienti
dipendenti da x. E, “a priori”, un’ipotesi diversa da quella dell’analiticita
della funzione f(t,x,u,p) e di ¢(x). Pud essere implicata da quest’ultima
se siamo in grado di riordinare le serie rispetto a ¢, sommando ogni singolo
termine in x.
Allora
o0 (o]
o"u t" t"
ut,2) =) g (@,0) — = > gnl) - T (2.36)
n=0 n=0
Vediamo come si possano determinare le funzioni incognite g, (z). Innanzi
tutto go(z) = ¢(x), e inoltre

@( 0)_3k90 _@
02k U T gk T 9k

ou

ot
(2.36), nella quale si ponga t = 0:

g1(z) = £(0,z,¢(x), ¢'(z))

Per determinare g(z) = (2,0), abbiamo a disposizione equazione
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k+1

U
. dak ot . .
Per ottenere la derivata seconda rispetto a t, deriveremo ’equazione data

N

rispetto a ¢ (naturalmente cio ¢ giustificato dal fatto che supponiamo f
analitica).

Tutte le derivate miste del tipo (2,0) si calcolano come g§’“) (x).

Ou _ 0fttwup)  Of Ou Of Ou
otz ot ou Ot Op Otox
dove p = %. Per t = 0 si trova
&u _ _0f(0,x,¢,¢4")  Of of
w(oafﬂ)*m(@*TJF%'gl(ﬂf)ﬂLa—p'm(xf

Dopo avere determinato go(x), si pud proseguire a calcolare tutti gli altri
coefficienti, almeno in linea di principo. Se tutte le funzioni che interven-
gono sono analitiche in un intorno di (0,2°), con a < z° < b, il Teorema
di C-K afferma che la serie di funzioni in « e ¢ converge in un intorno di
(0,29). Tl metodo qui presentato si pud generalizzare a un sistema normale
arbitrario.

2.8 Onde di rarefazione e onde d’urto

Studieremo il caso di un’equazione quasi lineare particolare, detta equazione
di Burger, mostrando come, nel caso d’equazioni non lineari, la disconti-
nuita dei dati iniziali si propaghi nel tempo. Inoltre mostreremo come, in
certi casi, dati iniziali non discontinui diano luogo a soluzioni che mani-
festano discontinuita (dette onde d’urto). Questo fatto mette in evidenza
che Desistenza di una soluzione locale affermata nel teorema (2.4.1) & ef-
fettivamente locale e non e estendibile indefinitamente nel tempo anche in
presenza di funzioni lisce.

Consideriamo il seguente problema ai valori iniziali. E data I’equazione

ou Ju
E_Fu'%_o , (2.37)

con la condizione iniziale

1 se xz<0
u(x70)—{2 se >0 . (2.38)

Si osservi che la funzione non ¢ estendibile ad una funzione continua su
tutto R. Diremo brevemente che il dato iniziale ¢ discontinuo. Il sistema
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caratteristico e

dt
(2.39)
du
— =0
dt

(Abbiamo identificato ¢ con la coordinata corrente lungo la caratteristica.
D’altra parte, chiamando s la coordinata corrente della caratteristica, la

dt
prima equazione del sistema caratteristico e P 1 e quindi t = s — sg,
S

cioe t coincide con s, a meno di una costante). Dunque la funzione u &
costante lungo ogni caratteristica. Precisamente vale costantemente 1 lungo
le caratteristiche uscenti dai punti 2(0) < 0 e vale 2 lungo le caratteristiche
uscenti dai punti z(0) > 0. Tenuto conto di cio, z(t) = u(x(0))t + x(0).
Le linee caratteristiche uscenti dai punti £ = z(0) < 0 sono x(t) =t + ¢ se
& <0,s0n0 z(t) =2t +¢& se & >0. Ciot u(z,t) =1, se{ =z —t <0,
u(zx,t) = 2, se x—2t > 0. Tenendo conto che ¢ > 0, cio si pud anche scrivere

1 se E<1

t
u(z,t) = (2.40)
2 se z > 2
t
Quando 1 < z < 2 la soluzione non ¢ definita. Possiamo estendere in

modo continuo la soluzione imponendo che valga % nella zona in cui non

¢ individuata dal valore iniziale. Cio equivale a pensare che dal punto
2(0) = 0,t = 0 escano infinite caratteristiche ognuna avente equazione

+1 8

=a,conl<a<?2.

se

<
u(z,t) = se <-<2 (2.41)

[ I I I
+ |8 Py
O 8

se >

Una situazione di questo tipo, nella quale le linee caratteristiche si distan-
ziano una dall’altra, si dira un’onda di “rarefazione”.
Consideriamo invece una situazione opposta nella quale le linee caratteri-
stiche tendano ad accavallarsi e sovrapporsi, situazione che si dira “onda
d’urto”. Consideriamo la stessa equazione di Burger

%4’“ @*0
ot oxr
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con la condizione iniziale

2 se x<0
u(sc,())—{l se x>0

Le linee caratteristiche sono in questo caso

_f2t4+E se £<0
x(t)_{ t+& se £>0 . (2.42)

Esse portano i valori 2 e rispettivamente 1 per u(x,t). Se z > t uno
stesso punto del piano viene raggiunto da entrambe le caratteristiche e
sostanzialmente non possiamo decidere quale sia il valore da attribuire alla
soluzione in quel punto. Si puo concludere che, essendo in presenza di dati
discontinui, la descrizione del fenomeno fatta con il calcolo differenziale
non ¢ pitt adeguata. Dovremo modificare la modellizzazione del fenomeno,
passando ad una formulazione integrale, per trovare una soluzione soddi-
sfacente.

Pitu in generale, sia data I’equazione

ou Ju
s +c(u) - e 0 , (2.43)

con la condizione iniziale
u(z,0) = f(z) . (2.44)

L’equazione della caratteristica uscente dal punto x(0) ¢ x(t) = f(z(0)) -
t + 2(0). Supponiamo che le caratteristiche per due punti vicini z(0) e
2(0) + Az si incontrino. Allora avremo

1(t) c(f))E+¢
{ xa(t) = e(f(E+Dn)t+E+ A (2.45)

Le due linee si incontrano se ¢(f(§+Ax)) < ¢(f(£)), per Az > 0. L’incontro
x

c(f(§+Ax)) —c(f(€))

Axz — 0, si trova che I'incontro avviene al tempo

avviene al tempo t = — . Se prendiamo il limite per

1
"SI T (2.46)

ammesso che c(u) e f(§) siano derivabili, cosa che supporremo senz’altro.
Affinché sia t > 0 come dev’essere, dovra verificarsi dunque che ¢/(f()) -
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(&) < 0. Dunque, anche in presenza di dati iniziali derivabili con con-
tinuita, puo verificarsi 'incontro di caratteristiche e quindi l'insorgere di
onde d’urto. Per esempio, se ¢ data I’equazione usuale

ou_ o
ot Y or T ’

con la condizione iniziale
u(z,0) =—x

lequazione delle caratteristiche & xz(t) = —£ -t + &, essendo & = z(0) =
u(x,0). Percid
t) — _L
u(z, ]
Si constata che tutte le linee caratteristiche passano per ¢t = 1; la soluzione
non ¢ definita in ¢ = 1. A partire da quell’istante si sviluppa un’onda
d’urto. Cid ¢ in accordo con il fatto che ¢(u) = u e f(§) = —&. Percid
de(f(£))
dg
istante nel quale si sviluppa l'onda d’urto. L’onda d’urto ha equazione
t = 1. Sinoti infatti che passando attraverso questa linea, in corrispondenza
ad un valore o # 0 della coordinata z, si passa dal valore di u ~ ** al

= —1 e quindi si ottiene, in accordo con la (2.41), ¢ = 1 come

valore ~ —22, con un salto di valore~ 2@; qui € = |t — 1] e si passa da

(0,1 —¢) a (xo,1+¢).

Se il dato iniziale e gia discontinuo, I’onda d’urto si sviluppa sin dall’istante
t = 0. Vediamo come si possa definire la posizione dell’onda d’urto (ossia
della discontinuita della soluzione). Diciamo z,(t) la posizione della dis-
continuitd, e siano a < x,(t) < B. Supponiamo che l'equazione di Burger
si possa scrivere in forma conservativa, cioe che il termine c(u)g—g si possa

. 9q( . . .
scrivere come %. La forma differenziale dell’equazione

ou  9q(u)

ot or

= O y

¢ adeguata quando u(z,t) ¢ funzione continua e derivabile con continuita

- . d [” 7 ou )
delle sue variabili. In particolare pn u(z,t)de = 5 dr se u e G

sono continue. Se cio non vale, la forma corretta dell’equazione € quella
integrale. Precisamente

d (7 7 9q(u)
E/a u(z,t) dx + Sr =0
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Tenuto conto della discontinuitd in a,,(t), otteniamo

d [T d [P B dq(u)
E/a u(m,t)dx—i—%/xu(t)u(w,t)dx—l—/a e =0

Se indichiamo con w; =  lim  wu(z,t) e con v, = lim wu(x,t), otter-
a—x,(t)~ ﬁ‘)xu(t)-*—

remo

T (t) 8
/ % dx + uzx;(t) + / gu dx — urx;(t) + q(u(B,t)) — q(u(a,t)) =0

Se indichiamo con [u] = u, —wu; e con [q] = q(u,) — q(w;) 1 salti delle
ripettive quantita attraverso l’onda d’urto, tenendo conto che gli integrali
da a a x,(t) e da x,(t) a @ tendono a 0 per o — x,,(t) € per § — x,(¢), si
ottiene

wiwy, (t) = uray () + q(ur) —q(w) =0,

e quindi
xy, () = m . (2.47)

Si noti che quanto sopra discusso vale purché u(z,t) sia continua con le
sue derivate prime per (x,t) nel dominio della funzione, separatamente per
x < x4(t) e per & > x,(t), rispettivamente.

Nel caso del quale ci siamo di sopra occupati, avente condizione iniziale

2 se =<0
u(m,O)—{l se x>0

2
3
avremo u, = 1, w; = 2 e quindi [u] = —1; q(u) = % elq] = —3 Dunque

3 3
x,(t) = 3@ Xy (t) = 3 - t. Definita la posizione dell’onda d’urto nel tempo,

avremo finalmente una descrizione completa della soluzione come segue

(2.48)

N W N W
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2.9 Classificazione delle equazioni del secon-
d’ordine a coefficienti costanti

Procederemo alla classificazione delle equazioni del second’ordine in due
variabili indipendenti. Supporremo, per semplicita, che i coefficienti dell’e-
quazione siano costanti. La forma generale dell’equazione & dunque del
tipo

AUgy + 2bUgy + CUyy + duy +euy + fu=g(z,y), (2.49)
con a,b,c,d, e, f costanti reali, se non esplicitamente detto altrimenti. Co-
minciamo a considerare i termini del second’ordine, che costituiscono un

operatore differenziale del second’ordine. Siintende cioe che a ogni funzione
u € C2(A) viene associata la funzione continua sull’aperto A C R? data da

L(u) == atgy (2,y) + 20Uy (2, y) + cuy,(z,y) € CO(A). (2.50)
Dunque L:C%(A) — C°(A) ¢ un operatore lineare, come facilmente si ve-
rifica. Conviene anche introdurre gli operatori differenziali D,yu := % e

Dyu := 4. Allora, avremo L = a Dy Dy +2b D, Dy+c D, D,,. Alloperatore
L si puo associare il polinomio caratteristico

FA)=a) +2b)+c. (2.51)

Se A1 e Ay sono le radici del polinomio caratteristico, ¢ ben noto che esso si
puo fattorizzare come segue: F(A) =a- (A — A1) - (A — A2). Si pud pensare
ad un’analoga fattorizzazione dell’operatore L.

L =a(Dy —MD,)(Dy — \2D,).

Cio sara giustificato se accade che a(Dy — A Dy)(Dy — A2Dy)u = a(D, —
X2Dy)(Dz — A1 Dy)u, cosicché non importa in quale ordine i due operatori
lineari vengano applicati. Ma & facile verificare che i due operatori sono
permutabili e che quindi noi potremo accettare la fattorizzazione di L,
quale che sia l'ordine dei due fattori lineari. Osserviamo poi che se (D, —
MDy)u = 0 allora L(u) = 0; lo stesso accade se (Dy — A2Dy)u = 0.
L’equazione
(Dz —MDy)u=0

ha il sistema caratteristico

dx
> -
dt

dy
22— )\
dt !
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E immediato trovare la soluzione: x = t + To, Yy = —At + yo. Dunque
I’equazione delle linee caratteristiche € y + Ajx = cost.
Analogamente, 1’equazione

(Dw — /\QDU)’U, =0

ha come famiglia delle caratteristiche y + Aoz = cost. Se A1 # Ay le due
famiglie sono linearmente e quindi funzionalmente indipendenti. Supposto
dunque A1 # Ao, operiamo il seguente cambiamento di variabili

§ = yt+hz
(2.52)
n = y+w

Posto u(z,y) = u(&(z,y),n(z,y)), cioé pensando u come funzione di = e y
attraverso la dipendenza di £ e  da z,y, si ottiene

O ety = oM iy
ou - - . _
dy = g &y + Uy Ny = U+ Uy
Formalmente, per gli operatori, si ottiene
D, = M- D¢+ M- Dy
(2.53)
D, = D¢+ D,
E dunque
Dy —M\iDy = (A2 —\)Dy,
D, — X oDy = (A — A2)De .
Finalmente, si ottiene
L(u) := —a (A2 — \1)? D, Deu. (2.54)
Se Ay = A1 # 0, la sostituzione da fare & invece
§ = y+ )\133
(2.55)
n =1yv
Si trova allora
D, = X\-D¢

D, = D¢+D, ,
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L(u) == —a )} D, D,u. (2.56)
Se Ay = A2 =0, L(u) = aDyD,, ¢ gia in forma ridotta.

Definizione . Diremo che I'operatore differenziale L & iperbolico se b> —
ac > 0; in questo caso A1 e Ay sono due numeri reali e distinti.

L si dira ellittico se b> — ac < 0; in questo caso A; e Ay sono due numeri
complessi e coniugati.

L si dira parabolico se b?> — ac = 0; in questo caso A} = Aa.

Le rette y + Mz = cost e y + Aax = cost si dicono le caratteristiche
dell’operatore L. L’operatore iperbolico ha due famiglie di caratteristiche
reali; quello parabolico una, quello ellittico ha due famiglie di caratteristi-
che complesse. L’operatore iperbolico si trasforma, nelle nuove variabili, in
—a (X2 — A\1)?DeD,, e quello parabolico in a A7D, D,. Anche l'operatore
ellittico ha la forma dell’iperbolico, ma le nuove variabili £ e n sono com-
plesse coniugate se i coefficienti dell’equazione (2.49) sono reali. Sara allora
conveniente procedere ad un’ulteriore trasformazione, ponendo § = X +1Y
en =X —iY. Allora, operando come in precedenza, si trova facilmente
Dx = D¢+ D, e Dy =iD¢ —iD,. Percio

DxDx + Dy Dy = 4D§D5
Allora 'operatore ellittico, nelle nuove variabili, diviene

L(u) :== —= (A2 — A\1)? (DxDx + Dy Dy )u. (2.57)

a

4
Rispetto alle nuove variabili introdotte, che ora continuerema a indicare con
x e y per comodita, I'equazione di partenza L(u) + dDyu + eDyu + fu =
g(x,y) assunera nei casi considerati le seguenti forme

Ugy + 0ty + Buy +yu = f(x,y) (caso iperbolico)
Uy + Uyy + Uy +Puy +yu = f(z,y) (caso ellittico) (2.58)
Uyy + Uy + Puy +yu = f(z,y) (caso parabolico).

Possiamo semplificare ulteriormente I’equazione cambiando opportunamente
la funzione incognita. Poniamo u(z,y) = q(z,y) v(x,y), dove v(x,y) sara la
nuova funzione incognita e ¢(x, y) sara determinata in modo che ’equazione
assuma la forma piu semplice possibile. Tenuto conto di cio, per I’equazione
iperbolica si trova

q - Vay + (qy + q) - vz + (qz + B9) - vy + (quy + @Gz + Bgy +7q)v = £
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Se si sceglie ¢ = e~ ¥7A% allora (gy + aq) = 0 e (g» + Bg) = 0. Allora
l'equazione diviene

Vgy + (v — aB)v = f(z,9)/q(,y) .

Operando in modo analogo anche per le equazioni ellittiche e paraboliche,
si trovano finalmente le seguenti forme canoniche

Uy + kv =
Vgz +Vyy + kv =
Vyy + By + kv

(z,y) (caso iperbolico)
(z,y) (caso ellittico) (2.59)
(z,y) (caso parabolico).

SRt

2.10 Un esempio d’equazione parabolica: I’e-
quazione del calore

Consideriamo la pitt semplice delle equazioni paraboliche a coefficienti costanti
e omogenea

ou_ ot
ot 0x2’

che si dira ’equazione del calore in una variabile spaziale. Per quest’equa-
zione considereremo il seguente problema “misto” (cioe ai valori iniziali e al
contorno). Trovare una soluzione dell’equazione (2.60) che soddisfa inoltre
le seguenti condizioni iniziali e al contorno, per (z,t) € [0,] x [0, +oo|

(2.60)

w(z,0) = g(x),0<x <]
u(0,t) = f1(#),t>0 (2.61)
u(l,t) = fat), >0

Indicheremo con @ = {(z,t):0 < =z < [;t > 0}, con Qr = {(z,):0 <
x <1,0<t<T}econIp={0}x[0,T]UI0,]] x{0}uU({i} x[0,T].
Consideremo poi il problema di determinare una soluzione di (2.60) nei
punti interni di 7, con condizioni iniziali e al contorno quali sono date in
(2.61), ma limitate ai valori 0 < ¢ < T. Supporremo inoltre che g(z), f1(t),
f2(t) siano funzioni continue e che inoltre g(0) = f1(0) e g(I) = f2(0).

Dal punto di vista fisico il problema si puo interpretare come quello di de-
terminare la distribuzione di temperatura all’interno di una barra omogenea
di lunghezza [ data, essendo assegnata la distribuzione di temperatura ini-
ziale g(x) ed essendo assegnate le temperature f1(t) e f2(t) ai due estremi
della barra. E chiaro che sono state scelte opportune unita di misura per il
tempo e lo spazio, affinché i vari coefficienti che intervengono nella formu-
lazione fisica del problema diano luogo a un valore unitario che moltiplica il
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termine R Condizioni al contorno pitt generali che si possono considerare

sono del tipo au(z;,t) + ﬂ%(m,t) = fi(t) per t > 00 per 0 <t <T,
i=1,2, con z1 = 0 e x5 = [. Qui si controlla oltre alla temperatura negli
estremi della barra, anche il flusso di calore che passa ai due estremi. Si ha
il seguente importante risultato

Teorema 2.10.1 (Principio di massimo (minimo)). Se (2.60) ha una so-
luzione mnei punti interni di Qr che soddisfa le condizioni al contorno e
iniziali (2.61) ed é continua in Qr allora tale soluzione assume il suo valore
massimo (minimo) su T'r.

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema per il massimo. La validita
dell’affermazione per il minimo si deduce da quella per il massimo pas-
sando a —u e osservando che, essendo l'equazione (2.60) lineare, se u € una
soluzione, anche —u lo ¢; inoltre il massimo di —u & (cambiando il segno) il
minimo di u. Sia M il massimo di u(x,t) in Qr e sia m il massimo di u(z, t)
su I'r. Osserviamo che essendo Q7 e I'r chiusi e limitati in R? e quindi
compatti, ed essendo per ipotesi u(x,t) continua in @Qr, allora tali massimi
esistono. Supponiamo, per assurdo, M > m e diciamo (xg,%) 0 < zg < I
e 0 <ty <T il punto in cui u(xg,ty) = M. Consideriamo ora la funzione
ausiliaria

TQm (z — z0)? . (2.62)
Si valuta facilmente che lungo I'r, v(z,t) < m + Mzm = ME3m — pf
mentre v(xg,tg) = M. Dunque anche v(z,t) (che & continua) assume il suo
valore massimo in @Qr in un certo punto (z1,t1) ¢ I'y. Poiché nei punti che
non stanno su I'7 esistono la derivata seconda rispetto a x due volte e la

v(x,t) = u(z,t) +

. . . . . 8%v ov
derivata rispetto a t, in un punto di massimo avremo: W <0e E >0
i
(=0sety <T). Percio in (x1,t1) vale
ov 0%
— — —>0. 2.63
ot 0xz2 — ( )

Ma il calcolo diretto, in base alla definizione (tenendo conto che u(zx,t) e
soluzione della (2.60)) ci da

ov a%iau 2y M-—m M—m

e = — <0. 2.64
ot 0x? Ot 0x? 212 212 (2.64)
Questa contraddizione nasce dal supporre che sia M > m. Dunque deve
essere M = m e quindi il massimo della soluzione si raggiunge in I'p.

Analogamente si procede per il minimo. O

Seguono i seguenti due immediati corollari
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Corollario 2.10.1 La soluzione di (2.60) e (2.61) é unica in Qr.

Dimostrazione. Se u; e us sono due soluzioni, anche la loro differenza
u = uj; — ug ¢ una soluzione dell’equazione lineare (2.60) e soddisfa le
condizioni (2.61) con dati nulli; cioe g(z) = fi(t) = f2(t) = 0. Dunque u
vale 0 su ', e quindi il suo valore massimo e minimo su I'r sono 0. Ma
allora dal principio di massimo segue

0 <wi(x,t) —uz(x,t) <0.
Ossia u1(z,t) = us(x,t). O

Osservazione 2.10.1 L’unicita della soluzione si puo in realta asserire
per ogni t > 0. Infatti dato un valore di t > 0 bastera assegnare unT >t e
ricordare che la soluzione é unica in Qr. Dunque ui(x,t) = ug(x,t) Vit >
DevVo<z<lI.

Corollario 2.10.2 La soluzione di (2.60) e (2.61) dipende in modo con-
tinuo dai dati iniziali e al contorno.

Dimostrazione. Supponiamo che siano assegnati valori iniziali e al con-
torno g*, f1, f5 tali che [g(z)—g*(z)| < e,per 0 <z <le|fi(t)—ff ()] <e,
|f2(t) — f5(t)] < e per 0 <t <T. Detta u*(x,t) la soluzione relativa ai
dati modificati *, anche u — u* & una soluzione dell’equazione (2.60), avente
come dati la differenza dei due. Per il principio di massimo (minimo) &
allora evidente che

|u*(z,t) —u(z, t)] < e V(x,t) € Qr.

Osservazione 2.10.2 [l principio di massimo (minimo) & vero, e si di-
mostra con lo stesso ragionamento, anche se l’equazione é quella pit gene-
rale

Ju

— =Au, 2.65
5 (2.65)
verificata per (z,t) punto interno di Qr = Q x [0,T] con Q@ C R™ aperto
limitato semplicemente connesso avente frontiera OS2 sufficientemente li-
scia,

o,
0z T o2

n

Au

e con le condizioni iniziali

u(z,0) =g(x) z€Q, (2.66)
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e al contorno
u(y,t) = f(y,t) ye€o, 0<t<T. (2.67)

Qui f e g si suppongono funzioni continue.

Definizione. Un problema ai valori iniziali e al contorno si dice ben posto
secondo Hadamard se esso ammette una e una sola soluzione dipendente in
modo continuo dai dati.

Abbiamo verificato che, per il problema (2.60) con le condizioni iniziali e
al contorno (2.61), la soluzione se c’¢ & unica e dipende in modo continuo
dai dati. Non abbiamo ancora dimostrato l'esistenza della soluzione. Lo
faremo ora con il metodo di Fourier della separazione delle variabili, che
pero e applicabile solo se le condizioni al contorno sono omogenee. Con
metodi che verranno sviluppati in seguito, questa limitazione potra essere
eliminata. Tuttavia, in alcuni casi particolari, la limitazione stessa puo
essere superata in modo elementare.

Si supponga di conoscere una funzione v(x,t) che soddisfa la (2.60) e tale
che inoltre v(0,t) = f1(t) e v(l,t) = f2(t) (nulla si chiede sui valori iniziali).
Allora, se u(z, t) & una soluzione del problema completo di condizioni iniziali
e al contorno, w(z,t) = u(z,t) — v(z,t) soddisfa 'equazione differenziale,
condizioni al contorno omogenee: w(0,t) = w(l,t) = 0 e condizioni iniziali
w(z,0) = g(z) — v(x,0). Quindi se sappiamo trovare una soluzione del
problema con condizioni al contorno omogenee, u(x,t) = w(x,t) +v(x,t) &

la soluzione del problema assegnato. In particolare, se f1(t) = 11 = cost e se

T =T,
fa(t) = Ty = cost, v(x, t) = %erTl soddisfa le condizioni al contorno

Ov(z,1)
ot

e, banalmente, I’equazione differenziale ( =0e Av(z,t) =0).

Teorema 2.10.2 Data l’equazione differenziale (2.60) e le condizioni ini-
ziali e al contorno

u(z,0) = g(x),0<x <]
w(0,8) = 0,¢>0 (2.68)
ul,) = 0,t>0 ,

esiste una soluzione se g(x) si suppone continua con derivata prima a tratti
continua (¢'(x) é continua tranne che in un numero finito di punti, nei
quali esistono finiti i limiti della derivata da destra e da sinistra).
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Dimostrazione. Cerchiamo una soluzione “a variabili separate”, cio¢ una
funzione del tipo

prodotto di una funzione della sola = e di una della sola ¢. Per un’equazione
di questo tipo, I’equazione differenziale si scrive

X(z)-T'(t) — X" (z) - T(t) = 0

Poiché cerchiamo una soluzione che non sia identicamente nulla, suppor-
remo che per qualche x e per qualche ¢ siano X (x) # 0 e T(t) # 0. In un
intorno dei punti detti, potremo dividere i due membri dell’equazione per
X(z)-T(t), ottenendo

ossia

T'(t)  X"(x)
() X(z)
Infatti poiché abbiamo una funzione della sola ¢ che uguaglia una funzione

della sola x, il valore comune delle due funzioni ¢ una costante (reale).
Relativamente alla funzione X (z) deve valere ’equazione

= A= cost

X"(z) = AX(x)=0 ,

con le condizioni al contorno X (0) = X(I) = 0. A seconda dei valori di A
si trovano le seguenti soluzioni.
(a) Se A > 0, si trova X(z) = A- e™VA 4 Be=*VX; imponendo le condizioni
al contorno, si trova A = B = 0 e dunque una soluzione identicamente
nulla, che non ci interessa.
(b) Se A = 0, l'equazione differenziale ha soluzione X (x) = Az + B. Impo-
nendo le condizioni al contorno, si trova nuovamente A = B = 0 e dunque
ancora una soluzione identicamente nulla, che non ci interessa.
(c) Se A < 0, si trova infine X (z) = A cos(xyv/—\) + Bsen(zv/—)). X(0) =
A=0e X(I) = Bsen(ly/=)\) = 0; quest’ultima equazione ha soluzione con
B#0,sely/-\A=kn, ke Nt (prendendo tutti i valori interi relativi di &,
nulla si aggiunge alla generalita della soluzione). Dunque troviamo soluzioni
k272
non identicamente nulle in corrispondenza ai valori A = ———
dicono gli autovalori del problema al contorno considerato per I’equazione
differenziale ordinaria. Ogni funzione del tipo

, che si

X (z) = By sen(kl—wx) k=12,...
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k2 2
¢ soluzione dell’equazione X}, (z)+ l—:Xk(m) =0, con X (0) = Xx(l) = 0.
Poiché il valore di A ¢ ora determinato, dobbiamo trovare una funzione di

t che soddisfi 5 o
k*m
Ti(0) = - m)
2.2
Si trova immediatamente T}, (t) = Cre™ "7 . In definitiva

—ﬁt

ug(z,t) = Xp(z) - Tp(t) = ¢ sen(ijﬂx) e

Ovviamente una somma di un numero finito di tali soluzioni ¢ ancora
soluzione dell’equazione differenziale, non piu a variabili separate, che sod-
disfa le condizioni d’annullamento al contorno. Cerchiamo di capire sotto
quali condizioni la somma della serie corrispondente rappresenti una solu-
zione dell’equazione data, che soddisfa le condizioni al contorno; cerche-
remo inoltre d’imporre che pure la condizione iniziale sia soddisfatta da
questa serie. Se supponiamo che i coefficienti ¢, siano limitati (cioé che sia
lex| < M, Vk=1,2,...), la serie

¢ uniformemente convergente per 0 < z <l et >ty > 0, in base al criterio
2

km _k3%x
di Weierstrass della convergenza totale, poiché vale |cy, sen(T:v) em P <

2.2
M efkl_gt(), e la serie numerica avente come termine generale Me™
¢ convergente. Le derivate a termine a termine rispetto a = due volte e
rispetto a t sono serie esse pure uniformemente convergenti nello stesso
dominio di valori e sono uguali fra loro. Dunque, vista I'arbitrarieta di
to > 0, la somma della serie

k22
2 to

k272

u(x,t) = ch sen(kTﬂx) et (2.69)
k=1

fornisce una soluzione continua insieme con le sue derivate rispetto a x e
atin0 <z <let>0. Inoltre la funzione u(z,t) & continua anche sulla
frontiera e vale 0 in z = 0 e in x = [. Resta da stabilire il comportamente
della serie per ¢ che tende a 0. Se si pone t = 0 in (2.69), e si impone che
u(z,0) = g(x), si trova

u(x,0) = g(x) = ch sen(kTﬂ-x) . (2.70)
k=1
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Dunque, se la funzione g(x) & sviluppabile in una serie di Fourier uni-
formemente convergente, la convergenza della serie (2.69) ad una funzione
continua puo essere assicurata per t > 0 e 0 < x < [. La funzione cosi ot-
tenuta soddisfa I’equazione del calore nei punti interni al dominio e soddisfa
le condizioni al contorno e iniziali richieste. La condizione di sviluppabilita
in una serie di Fourier uniformemente convergente & sicuramente verificata
se g(z) & continua con derivata prima a tratti continua, come si & richiesto
nell’enunciato del teorema. Si noti che in questo caso i coefficienti dello
sviluppo sono dati da

!
ck = g/ g(z) sen(k—ﬂx) dz
U Jo l

In questo caso, i coefficienti ¢; sono limitati, poiché g(x) continua su [0,]]
loe. O

Usando, per esempio, la trasformata di Laplace, si puo dimostrare che
I’equazione del calore

ou  O%u
— = Rt 2.71
Tl reR,t>0 (2.71)
con la condizione iniziale
u(z,0) = g(z) (2.72)

ha la soluzione

1 > _=9?
u(z,t) = W [mg(ﬁ)e o dE . (2.73)

Ce ne occuperemo in un’altra parte del corso.

2.11 Un esempio d’equazione ellittica: D’e-
quazione di Laplace

Considereremo un tipico problema per la seguente semplice equazione ellit-
tica in due variabili indipendenti a coefficienti costanti
0%u N 0%u
0x2 = Oy?
dove ) & un aperto semplicemente connesso limitato, avente frontiera 02

che & una curva di Jordan (cio¢ & continua, a variazione limitata, semplice,
chiusa) con la condizione al contorno

u(z,y) = f(x,y) V(z,y) €9Q . (2.75)

=0 V(r,y) €cQCR?* , (2.74)
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Qui f(z,y) ¢ una funzione continua. Il problema che ci siamo posti si
dice un problema di Dirichlet interno. Consiste dunque nel determinare
una funzione armonica nell’aperto 2, noto che sia il suo valore f sulla
frontiera OS2, con f funzione continua. Nel caso specifico, di dimensione
2, possiamo prendere un aperto con frontiera di tipo molto generale (cioe
facendo una richiesta di regolarita molto blanda per la frontiera stessa). In
dimensione superiore, supporremo che valga Au = 0in Q e u = f su 09,
essendo f continua e 0f) ipersuperficie a tratti liscia. Con cio si intende
che 092 & composta da un numero finito di parti, ognuna congruente al
grafico di una funzione z,, = g(z1,...,Z,—1), con g continua e con derivate
prime continue. Se g ha anche derivate seconde continue, si dice che 0f)
ha curvatura continua a tratti. Si noti infine che per stabilire 'esistenza
della soluzione, sono in generale necessarie ulteriori condizioni di regolarita
sul dato al contorno f (per esempio che f abbia derivate continue fino
all’ordine tre in Q U 092), condizioni che, in un momento successivo, si
possono rimuovere. L’operatore

02 02
Au(xl,...,xn)za_xg‘+...+877; : (2.76)
1 n

si dice laplaciano o operatore di Laplace. Accanto al problema di Dirichlet
interno, ¢’e quello detto esterno. Consiste nel trovare u(x1, ..., x,) tale che
Au = 0 in R"\ Q con la condizione u = f su Q. Anche qui si suppone
che € sia un aperto semplicemente connesso e limitato. Per cominciare,
supporremo che u(z,y) abbia solo due variabili indipendenti. Come per
I’equazione del calore, possiamo stabilire il seguente

Teorema 2.11.1 (Principio di massimo (minimo)). Se u(z,y) € una fun-
zione continua su Q = QU O, che nei punti di Q soddisfa Uequazione di
Laplace (2.74) e al contorno soddisfa (2.75), allora assume il suo valore
massimo su 0S). Lo stesso vale per il minimo.

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema solo per il massimo. La di-
mostrazione per il minimo segue considerando il massimo di —u, come gia
si ¢ notato per ’equazione del calore. Sia dunque M il massimo di u(x,y)
su Q e m quello su 0€; per assurdo si supponga M > m. Dunque il mas-
simo di u(x,y) sard raggiunto in un punto (zg,yo) € Q. Consideriamo la
seguente funzione ausiliaria

M—-—m

Y ((x—20)*+ (y— %)) (2.77)

v(z,y) = u(z,y) +
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dove d & il diametro di Q. Vale v(zo, o) = u(zo,y0) = M. Inoltre su O si
ha

M—m_M+m
2 2

v(z,y) <m+ <M . (2.78)

Dunque anche v(z,y) assume il suo valore massimo in un punto interno
v 0% , ,
(z1,11) € Q. In quel punto sardh — + — < 0, trattandosi di punto di
ox? = Oy?
massimo. D’altra parte, calcolando direttamente, in (x1,y;) vale
v v *u | u

n n g M—m_2 M —m
0x2  Oy?  0x2  Oy? N

d? d?

>0 . (2.79)

Abbiamo ottenuto una contraddizione. A questa contraddizione siamo
giunti supponendo M > m. Deve percio essere M = m e dunque il valore
massimo di u(z, y) si raggiunge sulla frontiera. Lo stesso vale per il minimo.
O

Osservazione 2.11.1 Nulla cambia nella dimostrazione se si considera il
caso di una funzione di n variabili indipendenti.

Corollario 2.11.1 Sewu; ewus sono soluzioni dello stesso problema di Dirich-
let interno, allora uy = us.

Dimostrazione. Infatti, in questo caso, u(x1,...,Tn) = u1(21,...,2n) —
us (21, ..., 2Ty) & una soluzione di Au =0 con u = 0 su 9. Per il principio
di massimo (e di minimo) si ottiene percid

0 <uy(@n,. . 2n) —ua(w1,...,2,) <OV(21,...,7,) €Q , (2.80)

e quindi uy (z1,...,2,) = ua(21,...,2pn), V(x1,...,2,) € Q. O
Dunque una soluzione al problema interno di Dirichlet, se esiste, & unica.
Inoltre essa dipende in modo continuo dai dati al contorno.

Corollario 2.11.2 Siano f(x1,...,x,) e f*(x1,...,2y) due funzioni con-
tinue su O, tali che |f(z1,...,2n) — [*(z1,...,2,)| < &. Sewu eu* sono
le soluzioni del problema interno di Dirichlet con le condizioni al contorno
f e f*, rispettivamente, allora

lu(zy, .. yn) —u (w1, .. 2)| <e V(z1,...,2,) €EQ . (2.81)

Dimostrazione. La funzione w = u — u* soddisfa ’equazione di Laplace e
inoltre w|po = f — f*. Dunque —e < w|po < €. Per il principio di massimo
(minimo) si trova finalmente

[u(z1,. .. xn) —u (T1,...,20)| <€ V(r1,...,2,) €Q. O
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Costruiremo ora una soluzione del problema interno di Dirichlet in dimen-
sione 2, quando {2 sia un cerchio di centro l'origine e raggio 1 e 0N sia la
relativa circonferenza.

Teorema 2.11.2 Sia Q = {(z,y):2? + y* < 1} e sia f(9) una funzione
continua con derivate prime continue, per 0 < 9 < 27w, con f(0) = f(2x).
Allora il problema di Dirichlet

Au = 0 V(z,y) e

u(wy) = fay)V(ey) e (2.82)

ha una soluzione, continua in €.

Dimostrazione. Lungo la frontiera del cerchio unitario ¢ 2 + 32 = 1
e quindi la posizione del punto e individuata dalla coordinata angolare
¥ € [0, 27]. Converra esprimere operatore laplaciano usando le coordinate
polari: z = pcos(¥), y = psen(d). Si trova

Ou  Ou Ou  sen(?)
%—8p~cos(19)7819~ P
ou _ Ou ou  cos(¥)
a—y—a—p-sen(ﬁ)—i—%- )
e ulteriormente
Ou  0%u 9 Ou  sen(1) cos(9) 0%u  sen(V) cos(V)
. 9.~ —9. :
oz o v WH2 55 e 20 0p P
+sen2(19) Ou sen?(¥9) @
P dp p? 02
0?u  0%u 9 Ou  sen(V) cos(?)) 0?u  sen(¥) cos(V)

Jr(:032(19) Ou cos?(9) %u
P dp p? 02

e, finalmente,

0u  0%u  0u 1 Ou 1 0%u

_gu_ _owu_ow 1 ou, - 2.
R A ORI (2.83)

AU p2w

Cerchiamo dunque una funzione u(p, ) che sia soluzione dell’equazione
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u 1 Ou 1 Q%u

s = =0 2.84

a2 o e T (2.84)
con la condizione al contorno

u(l,9) = f(¥) 0<9<2m. (2.85)

Si noti che, affinché la funzione f(z,y) sia continua sul bordo, & necessario
che sia f(0) = f(27). Cerchiamo se ci sono soluzioni a variabili separate.
u(p,¥) = R(p) - T(¥). Dovranno soddisfare I’equazione

1

R"(p) - T(9) + % B(p) )+ 5 R(p)-T'0) =0, (286)

e quindi, se esistono soluzioni non identicamente nulle, dividendo per R(p)-

T(9)

R'(p) 1 R(p 1 T'() _
Rip) "p Rlp) "2 TW) 0 (287)

cioe

. R'p) | Rlp) _ T'(9)
7R PR T T

(2.88)

11 primo membro di (2.88) & funzione solo di p, il secondo solo di 9. Affinché
essi siano uguali debbono assumere un valore costante, A. Ci riduciamo
percio alla soluzione delle seguenti due equazioni

T"(0) +\-T(0) =0, T(0)=T(2n), (2.89)

p*-R'(p)+p-R(p) = A-R(p) =0. (2.90)

Ragionando sulla (2.89) come gia si & fatto in precedenza nella dimostrazione
del Teorema (2.9.2), si trova una soluzione non identicamente nulla se
A=n%ne NeT,(9) = a, cos(nd) + b, sen(nd). Con questa scelta
di A la (2.90) diviene

p>-R'(p)+p-R(p)—n”-R(p) =0, (2.91)

che ha soluzioni del tipo p®. Si trova che i possibili valori di o sono #£n,
e, poiché vogliamo che la soluzione sia definita anche per p = 0, resta solo
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il valore &« = n. Dunque le soluzioni a variabili separate sono del tipo
un(p,¥) = p"(an cos(nd) + b, sen(nd)). Ripetendo le considerazioni gia
fatte, cercheremo la soluzione in forma di una serie

u(p,¥) = ag + Zp (an cos(nd) + by, sen(nd)). (2.92)

n=1

Se supponiamo, come faremo, che i coefficienti a,, e b,, siano limitati da
una costante positiva M, allora la serie converge in ogni punto interno al
cerchio, poiché per p < p; < 1 la serie dei moduli ¢ maggiorata dalla serie
numerica convergente

2M - Zp’f
n=1

Si vede inoltre facilmente che sono uniformemente convergenti le serie de-
rivate a termine a termine rispetto a p due volte e rispetto a ¢ due volte.
Per Parbitrarieta di p; < 1 la funzione u(p,d) cosi ottenuta come somma
della serie, € armonica in p < 1. Ponendo p = 1 si ottiene

0 [e.9]
=5 z:: ap, cos(nd) + by, sen(nd)). (2.93)

Nelle ipotesi fatte per (i), posto

2w 27

00:% ; f(cp)dsovan=% ; f(p) cos(nyp) dp,
27
b= [ 1) sentngydp. 00

la serie di Fourier risulta essere maggiorata dalla serie numerica convergente

| oo
u(1,9))| ST Z (lan| + [bn]) ,
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e dunque la (2.92) converge uniformemente per p < 1 e 0 < ¢ < 2.
Vediamo come si possa ulteriormente trasformare 1’espressione di u(p, ).

u(p,¥) = ao + Zp (an cos(nd) + by, sen(nd))
n 1

_ 1 flo)dp + = Zp {/ cos(ney) cos(nd) f(¢) dp

27 J,

+/O " sen(ny) sen(nd) dp}

1 2T 0 n
= 5o [ f@{1+2) p"cosnl(p —v)}de.
0 n=1
Si e potuto integrare a termine a termine per la convergenza uniforme della
serie per p < 1. '
Osserviamo che p" cos(na) = R(p™e™™) = R(2"), se z = pe'®. Percid, se
p<l1

1+2ip"cos(na) —1—|—22p cos(na) —1—&-2%%

n=1 n=0
1 1 — pcos(a) 1—p?
—1+2R =—-14+2 = .
+ 1-2 + 14 p%—2pcos(ar) 1+ p? —2pcos(a)

Allora, per p < 1 si trova

1 27 1 _p2
2m 14 p%—2pcos(d — ¢

u(p,¥) = ] de . (2.95)
La formula integrale cosi ottenuta si dice la formula integrale di Poisson.
Essa fornisce la soluzione dell’equazione di Laplace per p < 1. Si puo
verificare che il limite al quale tende I'integrale & proprio f(¥) se (p,p) —
(1,79) da punti interni al cerchio unitario. Piu in generale, per un cerchio
di raggio r vale la formula

1 27 7,2_ 2
ulpd) =5 | Sre) :

. 2.
r2 + p% — 2rpcos(¥ — ) de (2:96)

La rappresentazione integrale della soluzione permette di riconoscere che
le condizioni da imporre alla funzione al contorno f(«}), possono essere
attenuate. Infatti I'integrale puo essere derivato sotto il segno e puo essere
calcolato il limite per (p, ) — (1,99), che & ancora f(¢#), nella sola ipotesi
di continuita di f.
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In R? si puo stabilire la seguente formula di Poisson che fornisce la soluzione
del problema di Dirichlet Au = 0 in Q = {(x,y,2): 2% + y? + 22 < r?}, con
la condizione al contorno u(r,d,¢) = f(¢, ), con f continua.

9 r 2 ™ T2 _p2 itd .
u(p,,p) = — t,s - sentdtds, (2.9
(o) =1 [ Af()W+ﬁ_%m%w% (2.97)

dove 7 ¢ l'angolo compreso tra i vettori aventi origine in (0,0,0) e ver-
tici (psenpcos¥, psenpsend,pcosy), con 0 < p < Te 0 < I < 2m e
(Tsenscost,rsenssent,rcoss), con0<s<7mel<t<2m.

Dalla formula di Poisson si deduce immediatamente il seguente

Teorema 2.11.3 (Teorema della media.) Una funzione armonica in un
cerchio C' e continua sulla sua chiusura C, assume nel centro di C un
valore che ¢ la media integrale dei valori sulla circonferenza di C.

Dimostrazione. Basta porre p = 0 nella formula (2.96) (o rispettivamente
(2.97) ), per ottenere

2m

2m
w0.0) = 3 [ foodo= o [Cutroyas. 209

o0, rispettivamente
1 2w pm

u(0,9, ) = e / / f(rsenscost,rsenssent,rcoss) sentdtds.O
T Jo Jo

Nel caso di funzioni di due variabili indipendenti, si puo utilizzare la teo-
ria delle funzioni olomorfe e, in particolare, il Teorema di Riemann, per
tradurre 'esistenza di una funzione armonica all’interno di un cerchio di
raggio unitario e centro nell’origine con assegnato valore continuo al bordo,
nell’esistenza di una funzione armonica all’interno di una curva di Jordan,
con assegnato valore continuo sulla curva stessa.

Oltre al problema interno di Dirichlet di cui ci siamo occupati, si possono
considerare per ’equazione di Laplace il problema esterno di Dirichlet, e i
problemi interno ed esterno di Neumann.

Dato un aperto semplicemente connesso e limitato 2 C R", il problema
esterno di Dirichlet consiste nel trovare una soluzione dell’equazione

Au=0Vz e R"\Q |, (2.99)
tale che

u(z) = f(xr) Ve € 0Q (2.100)
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essendo f un’assegnata funzione continua.

I problemi interno ed esterno di Neumann si enunciano come segue: “Dato
un aperto semplicemente connesso e limitato 2 C R"™, trovare una funzione
armonica in Q (in R™\Q), tale che la sua derivata fatta rispetto alla normale
esterna (per esempio) sia un’assegnata funzione continua sul bordo; cioe

ou

— =ginodQ".

In . . . .
Nel problema di Neumann, la derivata normale non puo essere assegnata in
modo arbitrario, e la soluzione del problema ¢ determinata a meno di una
costante. Lo verificheremo nel caso bidimensionale

Teorema 2.11.4 Sia u(z,y) una soluzione del problema di Neumann (in-
terno)

Au=0V(z,y) € , (2.101)

con la condizione al contorno

ou
—_— = . .1
o g V(x,y) € 00 (2.102)
Allora si ha
/ g(s)ds=0 . (2.103)
+0Q

Dimostrazione. Infatti si ha

u ou ou ou
= d dy = —dy — —dx d .0
0= // 5332 v= /+0Q(533 4 y )= [Fan One °

Teorema 2.11.5 Se u; e us sono due soluzioni del problema di Neumann
(2.101), (2.102), esse differiscono per una costante.

Dimostrazione. Posto u(z,y) = ui(z,y) — uz(z,y), abbiamo

[t [ a2 [[ 2

2
, . u .
Un’espressione analoga vale per UW e quindi
Y

0_// _u—i-—)dxdy /+aQ aneds—// )2)dmdy
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Poiché Ou = 0, resta
one
ou .o ,Ou.q B
//Q((%) +(%) )dxdy =0
e quindi (g—u)2 + (%)2 = 0. Dunque u(z,y) = wi(z,y) — us(z,y) =

i
costante. 0O

Una funzione u(z,y) si dice coniugata di una funzione v(z,y) se sono sod-
disfatte le condizioni

o _ o
or oy
Ou _ _Ov
oy ox

Teorema 2.11.6 Il problema di Neumann (2.101), (2.102), si riduce a un
problema di Dirichlet per una funzione coniugata.

Dimostrazione. Si voglia trovare una funzione u(x,y) tale che

Au = 0VY(z,y) €Q
ou

= Q.
on. gv¥(z,y) €0

Poniamo f(s) = SSO g(t)dt. Sia v(x,y) tale che
Av = 0Y(z,y) €

v = fV(x,y) € oN.

Se u(x,y) ¢ una funzione coniugata di v(z,y) allora ¢ pure Au=10,in Q e

su 0N

Gu_ dy de oy e o
8ne_uwds Yas T s “ds _ds ds Y '

Infine notiamo che il problema di Cauchy & mal posto per le equazioni
ellittiche. Sia data I’equazione

Ou 0

— 2
wﬂ-agﬂ—o (z,y) e R7,
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sen(ny)

con le condizioni iniziali in = 0, w(0,y) = 0, u.(0,y) = > con n, k
n

interi > 0. Si trova facilmente la soluzione

u(z,y) = #sen(ny)senh(nm)
Ora |u,(0,y)] < 1/n*, e quindi si pud rendere piccola a piacere, pur di
prendere n opportunamente grande. La soluzione invece, anche se x &
piccolo quanto si vuole, purché non nullo, pud assumere valori grandi a
piacere, se n ¢ sufficientemente grande. Dunque un’oscillazione comunque
piccola nei dati iniziali viene amplificata senza limite nella soluzione.

2.12 Un esempio d’equazione iperbolica: 1’e-
quazione delle onde

La modellizazione di molti fenomeni di tipo diverso (propagazione di onde
elastiche nei solidi, di onde sonore nei fluidi, di onde elettromagnetiche) con-
duce alla considerazione di un’equazione di tipo iperbolico, detta equazione
delle onde, accompagnata da opportune condizioni iniziali e al contorno.
In particolare noi considereremo il seguente problema detto “della corda
vibrante”, che, sotto opportune condizioni di linearizzazione, permette di
descrivere il moto di una corda tesa tra due punti fissi e soggetta a oppor-
tune condizioni iniziali di forma e di “pizzicamento”. Consideremo dunque
il seguente problema: trovare la funzione u(z,t) tale che
Pu  ,0%u

accompagnata dalle condizioni iniziali

u(z,0) = f(z) 0<z<I,
2.105)
P (
8—?(35,0) = g(x) 0<a<lI,
e dalle condizioni al contorno
u(0,t) = 0 t>0,
(2.106)
u(l,t) = 0 t>0,

In generale, supporremo che F'(z,t) sia funzione continua delle sue variabili;
supporremo che f(zx) sia funzione di classe C? e g(z) sia funzione di classe
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C'. Cominceremo a trattare il caso dell’equazione (2.104) omogenea, cioe
con F(z,t) identicamente nulla. Dunque cerchiamo una funzione che sia
soluzione di

Pu 0%

52 081’2:0 O<zx<l,t>0, (2.107)

accompagnata dalle condizioni iniziali e al contorno (2.105) e (2.106).
E noto che, operando il cambiamento di variabili

& = x+ct
n = x-—ct,
si trova
0%u 0%u u  0%u
— = —=+2 +
0x? 02 0&0n  On?
Pu  0%u 5 0%u N 0%u
o2 02 0con  on?’
Percio la (2.107) diviene
0%u
—4c? =0 0 l. 2.108
gy~ 00 £ 0m< (2.108)

Dunque 'equazione & soddisfatta da
u(é,n) =9 +¢(n) £>0,n<l,
con ¢ e v funzioni di classe C2. Tornando alle variabili originali, si trova
u(z,t) =z +ct)+v(x—ct) 0<z<I,t>0. (2.109)

¢(x + ct) & un’onda che viaggia nella direzione dell’asse = negativo (con
velocitd —c) senza cambiare forma, mentre 1 (x — ct) & un’onda che viaggia
con velocita ¢ nella direzione positiva dell’asse x.

Imponendo che siano soddisfatte le condizioni iniziali si trova

o) +(x) = flx) 0<z<l
c-d(x)—c-(x) = glx) 0<x<].
Derivando la prima equazione e moltiplicandola per ¢, si trova agevolmente

2e-¢/(x) = o f(e)+gle) 0<a<l

(2.110)

2c-Y'(x) = c-fl(z)—glx) 0<z<I.
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Di qui, integrando su [0, &] e su [0, 7] rispettivamente si ottiene infine

1 1t

(&) = §f(£)+%/0 g(s)ds+ Ky, 0<&<I, (2111
n

v(n) = %f(n)—%c/o g(s)ds+ Ky, 0<n<l. (2112)

Ricordando la prima delle condizioni (2.110), si vede che deve essere K; +
K- =0, e quindi si ottiene

x+ct
[flx+ct)+ flx —ct)] + % / g(s)ds (2.113)

T—ct

DN | =

u(z,t) =

Questa ¢ la formula stabilita da D’ Alembert nel 1747, formula che per ora ha
validita solo per 0 < z+ct <[, 0 < x—ct < [. Dunque questa formula risolve
il problema per la regione triangolare del piano x,t, delimitata da t > 0,

T
tg_vtg
Cc

, regione nella quale le condizioni al contorno ancora non

entrano in gioco e contano solo le condizioni iniziali. Naturalmente (2.113)
¢ una soluzione “classica” di (2.107) solo se f € C%(0,1) e g € C*(0,1).
Cerchiamo ora d’imporre le condizioni al contorno in x = 0 e x = [. Si
trova

p(ct) +(—ct) =0, t>0 (2.114)
p(l+ct)+¢p(l—ct)=0, t>0 (2.115)
Se nella (2.114) poniamo ¢ = —ct, si trova

che permette di definire i valori di ¥(¢) sull’intervallo —I < ¢ < [. Infatti
inizialmente 1 & nota per valori del suo argomento nell’intervallo [0,!]. La
(2.116) permette di estendere la sua definizione anche a [—I,0]. Posto poi
¢ =1+ ctnella (2.115), si trova

P(¢) = =21 —=¢), 1<(¢<3L. (2.117)

Infatti quando [ < ¢ < 3l, si ha —1 <2l —({ <. ¢ era definita inizialmente
su [0,1]; ora viene estesa all’intervallo [0, 3!]. Riapplicando la (2.116) si
ottiene dunque lestensione di ¢ sull’intervallo [—3l,!], e poi, riapplicando
la (2.117), si ottiene 'estensione di ¢ all’intervallo [0, 5], e cosi via. ..

Riapplicando successivamente le condizioni al contorno, ¢ risultera definita
per ogni & > 0 e ¥ per ogni n < I. Dunque otterremo in questo modo la
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soluzione del problema u(xz,t) = ¢(x + ct) + ¢(z — ct) per ogni 0 < x <le
ogni ¢t > 0. C’¢ un altro modo, forse piti conveniente, di tenere conto delle
condizioni al contorno. Se scriviamo esplicitamente la (2.116) otteniamo

1

—¢
——/ g(s)ds— K, —-1<¢<0. (2.118)
2c Jy

9O = ~54(=0)
Se estendiamo la definizione di f(z) all’intervallo —I < 2 < 0, ponendo
f(z) = —f(—xz), per =1 < z < 0 e lo stesso facciamo per g(x), allora si
vede che la (2.118) si riduce alla (2.112). Dunque estendendo per disparita
intorno allo 0 sia la f(x) che la g(z), si vede che la formula inizialmente
valida solo per il valore dell’argomento in [0,!] ora vale nell’intervallo piu
ampio in [—[,1]. Estendendo poi per disparita sia f che g intorno a I,
definendo f(z) = —f(2l — z) e g(z) = —g(2l — x) per | < z < 2l e poi
intorno a —I, 3l, e cosl via, si trovano due funzioni che sono periodiche di
periodo 2I, definite su tutta la retta reale. Avendo operato quest’estensione
di f e g, la formula di D’Alembert

r+ct
w(z,t) = =[flx+ct) + f(z —ct)] + i/ g(s)ds (2.119)

2¢ Jp_ ot

DN | =

risulta essere valida per ogni 0 < x <[ e per ogni t > 0.

Naturalmente, affinché la soluzione sia di classe C2, dovremo fare ipotesi

sui valori di f e g e delle loro derivate nei punti estremi del campo. Pre-

cisamente, per assicurare la continuita di f e di g dovremo supporre che
x

sia f(0) = f(I) = g(0) = g(I) = 0; che esistano finiti f}(0) = lim J(@)
x

xr—
e f2.(1),9°.(0),g" (1); che esistano e siano nulle f¥(0) e f”(l). Imposte le
condizioni in 0 e in [, automaticamente saranno verificate in tutti i punti
del tipo k-1, con k € Z. In questo modo si trovano f € C2(R) e g € C}(R).
Se f e g non forniscono una soluzione classica, non appartenendo alla classe
funzionale opportuna, tuttavia la soluzione (2.119) potra essere interpretata
come soluzione “generalizzata”, anche nel senso delle distribuzioni, come si

vedra in altra parte del corso.

_ T - -7
Supponiamo che sia 0 < T < let < i t < =% Allora la soluzione
c c

dipende solo dai dati iniziali del segmento Z — ct < x < T+ ct. Cambiando i
valori di f e g al di fuori di questo segmento il valore u(Z, ) non cambia. Il
segmento ritagliato sull’asse  dalle rette di pendenza 1/c e —1/c, passanti
per (T,t), cio¢ il segmento [T — ct,T + ct], si dice il dominio di dipendenza
del punto (Z,t). Le rette x — ¢t = costante e x + ¢t = costante sono le
linee caratteristiche dell’equazione delle onde.

Le informazioni contenute nella funzione f si trasmettono con velocita c e
—c lungo le linee caratteristiche uscenti da un punto T dell’asse x; quelle
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A

(xt)

0 X-ct Y X+Ct L

dominio di dipendenza

Figura 2.1: Dominio di dipendenza.

relative alla funzione g si trasmettono con velocita |v| < ¢. Da un punto T
dell’asse x escono le due linee caratteristiche t—ct =T e x+ct = Z. Il cono
da esse individuato si dice il campo d’influenza del punto T. Se Z e £ non
soddisfano le restrizioni sopra ricordate, si potra individuare il dominio di
dipendenza di (T, 1), o pensando f e g estese a tutta la retta reale secondo il
procedimento sopra illustrato, o seguendo le riflessioni delle caratteristiche
lungo le linee x =0 e x = 1.

Per chiarire il significato della formula di D’Alembert, & opportuno conside-
rare il caso particolare in cui f(x) & non nulla solo in un intorno del punto
2’ e g(z) & nulla, come & mostrato nella Figura 2.3. Allora 'onda iniziale
si suddivide in due onde di ampiezza meta che si propagano una lungo
la direzione positiva dell’asse x con velocita ¢ e I'altra lungo la direzione
negativa dell’asse z e quindi con velocita —c. La situazione a un tempo
t > 0, tempo nel quale i due segnali si sono sufficientemente allontanati
fra loro e non hanno ancora raggiunto gli estremi della corda, & mostrata
nella Figura 2.4. Il segnale ¢ non nullo, solo in un intorno dei punti x
tali che z & ¢t ~ 2/, cioe¢ in un intorno dei punti ;1 ~ z’ + ct e x5 =~
2’ — ct. Successivamente i due segnali vengono riflessi agli estremi della
corda, invertono il senso di marcia e interferiscono fra loro.
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campo d'influenza

x+ct=a x-ct=b

Figura 2.2: Campo d’influenza dell’intervallo [a, b].
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¥ <

Figura 2.3: Corda: forma iniziale.

t>0

Figura 2.4: Corda: forma al tempo t.
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2.12.1 L’equazione completa

Si voglia ora risolvere I’equazione completa, con ’associato problema ai
valori iniziali, ma senza tenere conto delle condizioni al contorno. Cioe si
consideri il caso di una corda di lunghezza infinita.

Pu 0%

w—Cﬁ:F(x,t)7 mER,t>0, (2120)
X
u(z,0) = f(z) zeR,
(2.121)
ou
E(m,O) = g(z) zeR.

Con il cambiamento di variabili piu volte ricordato
& = x+ct
n = x-—ct,
I'equazione differenziale diviene

Pu E4+n E—n, 1 §+n £—n
agan( 5 50 )= a2 PG5 )- (2.122)

T 42 2 7 2¢

Integrando rispetto alla prima variabile tra gli estremi d’integrazione 7 e €,
si trova

£ 9% s+1n s—n 1 $ s4n s—n
ds = —— F d
/77 8587)( 2 7 2¢ )ds 42 ( 2 7 2¢c ) ds,
cioe
ou,s+mn s—n, s=¢ 1 /5 s+n s—n
— =—— F d
877( 2 7 2¢c )3:71 4 J, ( 2 7 2¢ ) ds,
ossia
ou &+n £€—n Ju 1 S s4n s—1
ey S = 0 d
877( 2 20) 8(7) 402/77 ( 2 72 )
Ma
ou 10u 1 Ou
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Integrando ancora una volta rispetto alla seconda variabile (1), si trova

SOu,t+z E—2 ¢ 10u 1 Ou
5 g [ G0 - 5 5 e0)d:

2¢ Ot

1 § (8 s+z s5—2
1z 77(/Z F( 5 5e ) ds) dz.

n

Tenendo conto che
§
[ G0 = e - un,0).

, 2 = T — ct che il dominio d’integrazione ¢ dato da n <
T—cl<TH+ct<Ecioon+ct<T<E—cte0<T< G (E—n) eche

det|J<f E'>|—20,sitrova
T 1

+ct
e, quindi
§+n E-my 1o fau

n

E—ct
/ dt / F(z,1) dx)
0 77+ct

Finalmente, tenendo conto dei valori iniziali, si trova

r+ct
u(z,t) = %[f(x—kct)—kf(x—ct)] +2—C/ y g(z)dz

x+c (t—1) _
+— dt/ F(z,t)dz) . (2.123)

c(t—1t)

2.12.2 Unicita della soluzione

Consideriamo il seguente problema completo per la corda vibrante, con
assegnati movimenti negli estremi 0 e [:

2 2
%702%:“%&, O<az<l,t>0, (2.124)
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con le condizioni iniziali

u(@,0) = fz) 0<a<l,
2.125)
ou (
— = <x<I.
o (x,0) glz) 0<z<lI
e con le condizioni al contorno
uw(0,t) = f1(t) t>0,
(2.126)
u(l,t) = fa(t) t>0.

Se uq (z,t) e ua(x, t) sono soluzioni del precedente problema, allora u(z,t) =
uy(x,t)—ug(x,t) & soluzione dell’equazione (2.124) con le condizioni (2.125)
e (2.126) omogenee, ciot con F = f =g = f; = fo = 0. Ora se

Ou a0t

W CaxQZO, 0<l’<l,t>0,

- ou
moltiplicando per s si trova

01, 0u ou 0 Ou Ou
aula ) e G = 5l 5 o =

Integrando tra 0 e 7" in ¢ e tra 0 e | in z, si ottiene

U o .
3 [ G @ + & (G T s -

Loy y
% /0 {(%)2(%0) + 2 (%)2(:6,0)} dz =0,

poiché %(w,(}) =0 e u(xz,0) = 0 e quindi g—u(az, 0) = 0. Percio, per ogni
x
T > 0 si trova

%/O {(%)2($7T) +¢ (%)Q(m,T)}dx —0,

ou ou
il che implica, se u € C2, che E(m,t) =0, a—(az,t) =0perogni0<a<l
r
e per ogni t > 0. Ma allora u(z,t) = costante nello stesso dominio. Poiché
supponiamo che u(zx,t) sia continua sulla chiusura del precedente dominio,
essa ¢ costante anche per 0 < x <l et > 0. Allora assume il valore che
ha sulla frontiera di questo dominio, in particolare per t = 0e 0 < x < [;
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dunque, essendo u(x,0) =0, ¢ u(z,t) =0 per 0 < x <l et >0. Dunque
ui(z,t) = ug(x,t) per 0 < z < let >0. Il metodo qui utilizzato per
dimostrare 'unicita della soluzione ¢ detto dell’energia. Infatti la quantita

1,.,0 0
3 { (a—?)Q(x, t)+c? (6—Z)2(x, t)} ¢ associata all’energia trasportata dall’onda.

2.13 Equazioni dell’idrodinamica

Supponiamo che sia dato un liquido (o pill in generale un fluido) del quale
si vuole conoscere in ogni istante (t > ) e in ogni punto x di un aperto
Q C R? la densita, la velocita, la pressione. Le equazioni pitl generali atte
a descrivere lo stato di moto del liquido sono le equazioni di Navier-Stokes.
E precisamente:
L’equazione di continuita

Dp

= cu=0 2.127
oy TPV u=0, (2.127)

L’equazione di conservazione della quantita di moto

Du

~ - v.T 2.128
P Dr +pof, ( )

L’equazione di conservazione dell’energia

D 1, _

Qui
Dh  Oh oh < oh
ﬁ—a+“'v’l‘5+;“k'a—m’ (2.130)

& Voperatore di derivazione euleriana della quantita h(xy, zq, z3,1);

p(x1, 22, x3,t) € la densita del liquido; u(z1, z2, x3,t) € il vettore velocita di
componenti uy,us, uz; T € il tensore degli sforzi di componenti

Tik(x1, x2,x3,t); f(z1, 22, 23,t) € I'accelerazione che agisce sul fluido (forza
per unita di massa); e & lenergia interna per unita di massa, w = Tu di
componenti wy = Z?Zl Tiju; ¢ il vettore potenza; ¢ € il vettore flusso di
calore; r & ’apporto energetico volumetrico.

L’equazione dell’energia (2.129) potra essere trascurata se non teniamo in
considerazione fenomeni energetici, cosa che sara lecita nei piu semplici
problemi d’idrodinamica che affronteremo.
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Nel caso di un fluido viscoso il tensore degli sforzi si potra scrivere
aui + all,j
81‘]‘ 8xi
dove p & la pressione e u rappresenta il coefficiente di viscosita del fluido,

supposto isotropo.
Allora I'equazione di conservazione della quantita di moto si scrive

2
Tij = péij + gﬂ@j ~divu — p( ) (2.131)

U 1
P = pf —gradp + rla grad (divu) + pAu. (2.132)
A quest’equazione andra in generale aggiunta un’equazione di stato o com-
plementare, che descrive la natura del fluido e che lega fra loro pressione e
densita, se si possono trascurare gli effetti termici.

F(p,p)=0. (2.133)

Puo essere utile tenere presente che 'operatore di derivazione euleriana si
scrive anche come segue

Dt ot +};ukaxk B
ou i Ju Ju 5 ou
i i k k
— — , 2.134
gt G ")t gy (2139
k=1 k=1
e quindi
D 0 1
F;L = a—?—l—ux (qu)+V(§u2):
0 1
= X yux (rot u) + grad (zu?), (2.135)
ot 2
dove x rappresenta il prodotto vettoriale e (Vx)u rappresenta il rotore
s
del campo vettoriale v le cui componenti i-esime sono bl e} per
6£Ej 6$k

1,7,k = 1,2,3, prese in ordine ciclico; I'uguaglianza si riconosce facilmente
con semplici calcoli formali. Si scrive u? per indicare il quadrato del mo-
dulo della velocita, ossia il prodotto scalare del vettore u per sé stesso.
u? = u-u = (u,u).

Nel caso di un fluido come 'acqua, I’equazione (2.133) sara ridotta a p =
costante, cioé penseremo all’acqua come a un fluido incompribile. Questa
€ una buona approssimazione per molti casi che interessano 'ingegneria
navale. Nel caso dei gas a temperatura costante (e sufficientemente elevata)
avremo p = k - p (k costante opportuna), mentre in condizioni adiabatiche
sara p = kp?, con K e -y costanti opportune.
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2.13.1 Fluidi perfetti. Alcuni casi speciali

Considereremo il caso nel quale la viscosita sia trascurabile. Valori tipici
del coefficiente di viscosita sono g = 0,001308 kg m~! sec™! per 'acqua
a 10°C e p = 0,0000176 kg m~! sec™! per l'aria a 0°C. In questo caso il
tensore degli sforzi si riduce alla pressione; Tj; = pd;;.

Allora le equazioni da considerare saranno le equazioni di continuita, di
conservazione della quantita di moto (scritta in forma semplificata) e quella
di stato del fluido

Dp

D
pﬁ = pf—gradp
F(p,p) = 0. (2.136)

Supponiamo ora che il fluido perfetto sia in moto stazionario, cosicché tutte
le grandezze in gioco siano indipendenti dal tempo. Allora le precedenti
_ p_ :

=0, — = 0. Se supponiamo

ot ot

che la forza per unita di massa sia conservativa, esistera un potenziale U
dp .
—, in
p

equazioni (2.136) si semplificano essendo

tale che f = gradU. Introduciamo inoltre una funzione P =

1
modo che grad P = —grad p. Allora ’equazione del momento diviene
p

u X (rotu) + grad (%uQ) =grad (U —P). (2.137)

Se consideriamo una linea di flusso della velocita, che nel caso stazionario
diviene una linea di corrente, ossia se proiettiamo quest’equazione vettoriale
sul vettore u, otteniamo

1
grad(iuQ—U—ﬁ-P) cu=0. (2.138)
Cioe, lungo una linea di corrente, la quantita
1
5u?—U+7>=C. (2.139)

Quest’equazione esprime il Teorema di Daniel Bernoulli: Nel moto stazio-
nario di un fluido perfetto é costante lungo ogni linea di corrente la somma
dell’energia cinetica, dell’energia per unita di massa U e dell’entalpia P.
Nel caso di un fluido incomprimibile, nel quale U = —gz ¢ il potenziale
gravitazionale, si puo riscrivere la precedente equazione come segue
2
O R (2.140)
rg 29
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Il vettore w = rotwu, associato in ogni punto al campo di velocita v di un
fluido, si dice la vorticita del fluido. Se v = w x r dove w = (w1, ws,ws)T &
un vettore costante e r = (1, z2,23)7, allora w x r = (wer3 — wW3Ta, W3T] —
w13, w1 Ty — wery)? e quindi w = V x (w x r) = 2w. Dunque il rotore del
campo di velocita e il doppio della velocita angolare associata all’atto di
moto locale. Se il dominio sul quale & assegnato il campo di velocita e sem-
plicemente connesso, qualora il campo sia irrotazionale, cioe sia rotu = 0,
allora esiste un potenziale di velocita , tale cioe che u = grad ¢. Per moti
irrotazionali ’equazione del momento diviene dunque

¢

2 4 gu?) = f — grad (P). (2.141)

grad (

Percio deve esistere un campo potenziale U relativo a f e si ha che

dp 1,
o Tgut ~UFP. (2.142)

non cambia da punto a punto. Se poi il moto € stazionario la quantita

%M—U+P, (2.143)
€ una costante in tutto il dominio del moto ed e costante nel tempo. Dunque
la quantita che per il teorema di Bernoulli ¢ costante lungo ogni linea di
corrente, nel caso di campo di moto irrotazionale, ¢ costante ovunque.

Nel caso in cui il fluido sia incomprimibile, 'equazione di continuita (2.127)
diviene divu = 0. Tenuto conto che u = grad ¢ si trova l'equazione

Ap=0 inQCR?. (2.144)

Qui Q ¢ il dominio dello spazio nel quale si ricerca il campo di velocita u. In
generale un fluido non passa attraverso il bordo di €2 e quindi ¢ assegnata

0
la derivata normale del potenziale 8—('0 = u, essendo n la normale a 0f) nel
n

punto considerato. Dunque il problema associato a (2.144) & un problema
di Neumann che permette di determinare il potenziale ¢ a meno di una
costante arbitraria (peraltro inessenziale ai fini della determinazione della
velocita).

2.13.2 Azioni dinamiche

Se un corpo avente superficie ¥ € immerso in un fluido, questo esercita forze
sul corpo stesso che in ogni punto sono del tipo T'(n) dX su ogni elemento
dX. della superficie avente vettore normale interna n. Se a parita di altre
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condizioni il corpo fosse in quiete su di esso si eserciterebbe la forza pgn
su ogni elemento di superficie, essendo pg la pressione statica. Le azioni
dinamiche sono dunque rappresentate dalle forze (T'(n) — pon)dX. Se il
corpo considerato e rigido, I'effetto delle azioni dinamiche & descritto dalla
risultante R delle forze e dal loro momento M rispetto ad un assegnato
polo.

R= /E (T(n) — pon)dS, M = /E rx (T(n) — pon)dS.  (2.145)

Qui r e il raggio vettore che congiunge il punto generico con ’assegnato
polo.
Nel caso di un fluido perfetto incomprimibile in moto irrotazionale, sotto
lazione di forze di massa conservative si ha per 'equazione (2.142)

¢

1
o + §U2 —U+ P_ costante , (2.146)
P

In condizioni statiche si puo valutare la costante

U + p?() = costante, (2.147)
e quindi
Odp 1,
—po=—p(=+ = . 2.14
p—po (57 +3v) (2.148)

Dunque per la prima delle (2.145), si ha

Jdp 1
R=— / —— 4+ Zu®)ndx,
P ) o T %)

e, nel caso di moto stazionario,

R= —p/z(%uQ)ndZ. (2.149)

Nel caso di un moto piano si puo trarre vantaggio dalla notazione complessa.

I punti del piano siano inividuati dal numero complesso z = x + iy e sia

W = uz — iuy la velocita complessa. Il versore normale interna ¢ n =
dy dz\T _ T. 2 _ T2 2

(—d—s., ) e nds = (—dy,das.) ;U —.W W =ug + .

Percio la risultante (2.149) si puo scrivere con notazione complessa

R, +iR, = —g /S (WW)(da — idy). (2.150)
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Si noti che S ¢ la linea piana che delimita nel piano complesso il corpo,
prima delimitato dalla superficie . Si noti anche che W (dx — idy) =
Wdz = (uy + iuy)(de — idy) = (uy — iuy)(dz + idy) = Wdz. Cid segue
dal fatto che Wdz = (uydz + uydy) + i(uydr — uzdy), mentre Wdz =
(ug — tuy) (dz + idy) = (ugdx + uydy) — i(uyde — ugdy). Poiché la linea S &
una linea di corrente u e (dx, dy)” sono paralleli e quindi (uydz—uzdy) = 0.
In definitiva si ottiene si trova I’equazione, detta di Blasius:

R, +iR, = —g/ W2dz. (2.151)
S

2.13.3 Paradosso di D’Alembert

Stabiliremo il cosiddetto Paradosso di D’Alembert in un caso particolare.
Supponiamo di essere nel caso bidimensionale e che un corpo sia immerso
in una corrente che a grande distanza dal corpo di profilo S abbia val-
ore c. Potremo pensare che il potenziale di velocita sia allora del tipo

F(z)= cz—l—ao—|—ﬂ + a—;—i—. ... Ciot si suppone che F(z) differisca da c¢-z per
z oz

dF a1 2a
una funzione regolare all’infinito. Dunque W(z) = — = c¢— <=2
) dz 22 28
Lo 2a1c  4dasc  a C . L
e quindi W?(z) = ¢* — ; — ; + —i +.... Poiché manca il termine in
z z z

1/z il residuo della funzione & nullo e quindi il valore della resistenza dato
dalla formula di Blasius (2.151) ¢ nullo: R = 0. In realta si puo dimostrare
che la validita del paradosso di D’Alembert rimane inalterata anche rinun-
ciando all’incomprimibilita del fluido e all’irrotazionalita del moto che puo
subire anche I'influenza della viscosita. In presenza di regolarita del moto
e della condizione asintotica la viscosita non permette di eliminare il para-
dosso; bisogna rinunciare ad almeno una delle ipotesi suddette: regolarita e
comportamento asintotico. Poiché sperimentalmente ¢ sempre R # 0, una
delle due ipotesi deve essere rinnegata se si vuole che lo schema matematico
si adatti alla realta.

2.13.4 Teorema di Kutta-Joukowski

Supporremo dunque che la velocita complessa W = u,—iu,, sia una funzione
regolare, cioe olomorfa, al di fuori del dominio delimitato da S. Inoltre sup-
porremo che asintoticamente la velocita sia parallela all’asse x, con valore
¢; cioe lim,_, o, W(z) = ¢. Dunque, in base a queste ipotesi avremo

b b
= —+ = +.... 2.152
W) =c+ 2+ 5+ (2.152)
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11 potenziale complesso & dato dunque (a meno di una costante inessenziale)

b
F(z) = cz + bilogz — = + .... Dunque si ha
z

2cb b2 + 2¢b
WQ(Z):C2+£+LQCQ (2.153)
z z
Allora dalla formula di Blasius si ottiene
R, + iR, = —2mipb, (2.154)

contraddicendo cosi il paradosso di D’Alembert. Una situazione di questo
tipo nasce quando si compone una corrente traslatoria di velocita asintotica
¢ che investe un profilo circolare di raggio a, con una corrente circolatoria
dovuta ad un vortice virtuale d’intensita I posto nel centro del profilo, che
da luogo ad una circolazione I della velocita intorno al profilo. In questo
caso si trova

2
W(z) =c+ 27fiz - CZ% : (2.155)
e quindi
Ry +iR; = —pcl
Quest’ultima equazione afferma che
R, =0, R, = —pcl . (2.156)

Cioe il risultante delle azioni dinamiche é un’azione deviatrice, perpendi-
colare alla direzione asintotica della corrente, nel verso ottenuto rotando
questa di un angolo retto nel senso opposto alla circolazione, e in modulo
uguale al prodotto della densita del fluido per i moduli della velocita a-
sintotica e della circolazione. Questo ¢ I'enunciato del Teorema di Kutta -
Joukowski.

La formula trovata, pur non dando conto della resistenza all’avanzamento
del profilo S, rende conto dell’azione deviatrice in direzione perpendicolare
a quella d’avanzamento; questa ¢ la portanza del profilo S. Il calcolo ¢
stato fatto per un profilo circolare; sappiamo che un teorema di Riemann
(1.14.1) ci permette di valutare il campo all’esterno di un profilo di grande
generalita, noto che sia quello all’esterno di un cilindro.

2.13.5 Effetto della viscosita sulla resistenza
Le equazioni dei fluidi viscosi sono difficili da integrare. Si possono semplifi-

3
. . Ou; . .
care notevolmente se il termine E U 8—2 nell’equazione (2.134) pud essere
Tk
k=1
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trascurato rispetto agli altri termini. Si ottiene allora un’equazione lineare
nelle derivate seconde della velocita. La semplificazione ¢ lecita nei moti
detti “lenti”. Se inoltre supponiamo che il liquido sia in moto stazionario
Pequazione (2.132) e ’equazione della conservazione della massa si sempli-
ficano notevolmente e assumono la seguente forma

pf —gradp + pAu=0,divu =0. (2.157)

In quest’equazione si mantengono i termini dipendenti dalla viscosita, men-
tre si sopprimono i termini non lineari relativi alle forze d’inerzia. Cio e

giustificato quando il numero di Reynolds (Re = e piccolo; qui p e
la densita, a ¢ una dimensione tipica del corpo, ¢ € una velocita tipica del
fluido nel caso in oggetto).

Una soluzione notevole, dovuta a Stokes, delle equazioni dette si ottiene nel
caso f = 0 che si riferisce ad una corrente traslatoria di velocita asintotica ¢
parallela all’asse x, che investe una sfera immobile con centro nell’origine e
raggio a. Se r rappresenta la distanza tra il centro della sfera e un generico
punto del campo di moto, ’espressione cartesiana della soluzione di Stokes
¢ la seguente

N

_ 3cafa 2 3a a®
Vo = 48 r—2—1$+0<—ﬂ—m)
3 2
v, = JE(=—1)zy (2.158)
2
v, = %ﬁ—‘; o —1)xz.

La soluzione e attendibile quando il numero di Reynolds & piccolo, il che
accade quando il rapporto tra e p (il “coefficiente cinematico di viscosita”)
e grande, oppure quando il raggio della sfera e piccolo, oppure quando la
velocita ¢ della corrente e piccola.

Utilizzando questa soluzione nella prima delle equazioni (2.145) si trova che
il modulo della risultante delle azioni dinamiche vale

R=6mpca, (2.159)

che e detta la formula di Stokes per la resistenza di tipo viscoso.
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Capitolo 3

Un’introduzione alle serie
di Fourier

3.1 Considerazioni preliminari

Dato un sistema numerabile di funzioni ¢1(z),. .., ¢, (z),... definite su un
intervallo [a,b] di R e una funzione f(z):[a,b] — R (C), ci poniamo il pro-

blema di approssimare f(z) con una serie g cndn(x), essendo i coefficienti
n=1
cn, scelti opportunamente.

N
Cioe, considerata la somma parziale sy(z) = E cn®n(x), ci poniamo il
1

problema di indagare che cosa accade facendo tzndere N a +o0, nel senso
di vari tipi di convergenza: puntuale, uniforme o in media quadratica, come
viene meglio precisato di seguito.

Precisamente, diremo che la somma sy (z) converge puntualmente a f(x)
se Yz € [a,b], si ha che A}gnoo sny(z) = f(x).

Se il limite & uniforme rispetto a x, cioe se Ve > 0 dN,, tale che VN > N,
e Vx € [a, b] si ha

sn(z) — fz)| <e,

diremo che la convergenza é uniforme.
Data una funzione w(z) definita su [a, b], per la quale, in generale, & w(z) >
0 e che chiameremo funzione peso, consideriamo 'integrale

b
[ 1) = sw(@)Pute) as

155
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Diremo che sy (x) converge in media quadratica a f(x) se

b
lim / |f () — sy (x)]Pw(x)dz =0.

N—oo

Quest”integrale & detto deviazione quadratica media o scarto quadratico
medio di sy(x) da f(z).
Due funzioni ¢(z) e ¢(x) sono ortogonali su [a, b] rispetto al peso w(z) se

b
/ d(z) - Y(x) - wx)de =0

Per esempio, le funzioni 1 e z sono ortogonali rispetto al peso w(xz) = 1 su
[717 1}

Considereremo data, d’ora in poi, una successione di funzioni ¢1(x), ¢2(x),
.y &n(x), ... definite su [a,b] e a due a due ortogonali rispetto al peso

w(x). Possiamo allora porci il problema di determinare i coefficienti ¢, in

modo tale che per la funzione integrabile f(z) lo scarto quadratico medio

sia minimo. Cioe che sia minimo:

b N ) b
[ 0@ =Y crn@)’ wiw)da = [ o) wie) da
a n=1 a

N b N b
=2y ¢ | f@)o(z)w(x)dx + E | P )wx)ds =
Sen [ s v+ 36 [ d)

N b
2 [, f(@)on(z)w(x)dz. o
= S(r)w(r)dz|c, — 2 n
2, e = e ds
" N [f F(@)bn(@)w(e) da)?
)w(x)dx — a
R ; 262 (@)w(z)da

Si vede facilmente che lo scarto € minimo se

_ fcf f(£)¢n(«'£)ﬂ)((£) dx (3 1)
T ) de .
e in questo caso vale
b fA(x)w(z)dx — i\f: [f; f(@)pn(z)w(z) dz]?
b
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I coefficienti cosi determinati si dicono i coefficienti di Fourier di f(z)
rispetto alle funzioni ortogonali ¢, (x). La serie

Z Cn(bn(x) (3.2)

si dice la serie di Fourier di f(x).
Se al posto di ¢, si pone il suo valore sopra calcolato, si trova

OS/ chgbn (x)dx =

/f d:rf :103/(1 2 (2)w(x)dx . (3.3)

Dunque, per ogni N € N vale

N b b
Zc%/ gbi(:c)w(a:)dxﬁ/ fA(x)w(z)dz

Se f(z) ¢ a quadrato sommabile su [a, b], prendendo il limite per N — oo,

si vede che la serie
00 b
E 0721/ 2 (x)w(z)dx
n=1 a

converge e inoltre

[es) b b
| 2 (x)w(x)dr < fA(z)w(x)dz. (3.4)
24 /

Questa disuguaglianza ¢ detta disuguaglianza di Bessel.
Un’ulteriore conseguenza e che

b
lim ci/ &2 ()w(z)dx =

(2 f(z < )dz)®
e N <z>2 (x)dx

=0. (3.5)

oo . . . . b
Se, per il sistema di funzioni considerato, la serie ha somma [ f2(z)w(z)d z,
cioe se

oo b b
S / 82 ()w(z)d s = / P (@yw()de, (3.6)
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allora si dice che vale [’equazione di Parseval.
In questo caso il sistema ¢4 (), P2 (), . . ., dn(x), ... si dice completo su [a, b]
rispetto al peso w(z).

3.2 Lemma di Riemann-Lebesgue

b
Abbiamo appena constatato che se / FA(z)w(z)dz & finito e se (¢, ()2,
€ un sistema ortogonale, allora

I F(@)bn (@) w(@)d

lim —
"L o2 (w)w(x)d

In realta si puo ottener un risultato piu forte, che qui riportiamo senza
dimostrazione

Lemma 3.2.1 [di Riemann-Lebesgue] Se la famiglia di funzioni On(2)
J (@)w(e)de
e uniformemente limitata, cioe se esiste una costante K > 0 tale che
Vo € [a,8],Vn e N, |—= 9n(2) <K,
Jo ¢ (@)w(z)dx
e se f(x) e assolutamente integrabile, allora
b
i @@ ()d
im =

T B w(@)de
3.3 Serie di Fourier trigonometriche
Le funzioni 1, sen x, cos x, sen 2z, cos 2z, . . . , SeN Nx, COSNT, ... SONO Ortogo-

nali su —7 < z < 7, con peso w = 1. Lo si vede facilmente calcolando (per
parti) gli integrali

+m TL2 +7
/ sennrsenmrdx = — sennz senmx d x

—r msJ_x

4+ —+
/ cosnrcosmrdr = —— sennxsenmz dx
—Tr —T
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2

+ sen ’nz ix
sennxcosnrdr = =0
2n 07T

+m n2 +m
/ sennxcosmrdr = — sennx cosmx dx
— m -

—T

Dunque si trova

+m
/ sennrsenmrdxr =0 sen #m; (3.7)
—+7
/ cosnxcosmrdr =0 sen #m; (3.8)
+m
/ sennzcosmrdr =0Vn,meN . (3.9)
+ +7 +7
Vale poi / ldz = 2#,/ cos’nrdx = / sen’nrdr = .

Diremo serie di Fourier trigonometrica per una funzione f(z) definita su
[—7, 7] e scriveremo

flx) ~ % +ajcosx + bysenx + ... + ap cosnx + bpsennz + ... (3.10)

una serie di funzioni trigonometriche nella quale

1 ™
G = = f(x)dcc )
™ —T
1 ™
anp, = = f(x) cosnzdx
™ —T
1 s
b, = — f(z)sennzdzx (3.11)
™

—T

in accordo con il valore di ¢,, ottenuto in generale:

@ éu@) (@) da
Iy #2(z)w(z)da

PN . . ao . . .
Qui si e preferito scrivere > al posto di ¢y, per consentire una maggiore

simmetria nelle formule.

Ora

N
sy(z) = % + Z(an cos nx + bpsennz) =

n=1
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N
1 (" 1

= = _Wf(t){i+nz::1(cosnx-cosnt+sennw~sennt)}dt—
1 (" 1 -

= = 7ﬂf(t){§+;cosn(x—t)}dt

Si osservi che

1 - U NS R 1 1
{5 + nzz:lcosny} . sen(§y) = §sen(§y) + 3 nz::l[sen (n+ §)y —sen (n — i)y] =
1 1 1 1 1
= i{sen(iy) —|—sen(gy) - sen(iy) +...+sen (N + §)y —sen (N — §)y} =
1 1
= §sen(N+ §)y
Dunque
N 1
1 1sen (N + 3)y
=+ cosny = - ———="— (3.12)
2 ; 2 sen(zy)
e quindi
1 [ sen (N + 5)(t — x)
= — dt
sn (@) 2r J_ . 1® sen (15%)

Se poniamo t = x + 7, allora 7 € [-7 — z, ™ — z] e si trova

sy () 1 /Fm f(x+7)wd7

L - sen (3)

Prolungando per periodicita f(x) fuori da [—m, 7], avendo definito f(x +

2mn) = f(z), per n = 0,£1,£2,..., allora anche sy(z) & periodica di

periodo 27 e lintegrale esteso a [—m — z, m — x| & uguale all’integrale esteso
a [—m,w]. Cioe

1 [7 sen (N + 1)1

sw(2) = o f(ff-FT)W

—T

dr . (3.13)

3.4 Convergenza puntuale

Integrando I'equazione (3.12) su [—m, 7], si trova

1/7r sen (N + 3)7

2 sen (%)

dr

—T
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Tenendo conto di quest’uguaglianza e della (3.13) si ottiene

1 (7 sen (N + 3)7
_ - = i S VA
SN(x) f(iE) o7 7ﬂ—f(x+7_) en(%) T
1 (7 sen(N+ 3
_ f(:c)~—/ M(ﬁ:
2r J_.  sen(%)
1 7 sen (N + 3)T
= — — ———="d7.(3.14
5w | L) — 1@ T 314)
1
Le funzioni sen (N + 5)7’, N =0,1,2,... sono ortogonali e soddisfano le
condizioni del Lemma di Riemann — Lebesgue. Allora, se
[0 10
o sen (%)
ossia se, equivalentemente,
/ ’M‘dT <400 (3.15)
- T
si trova che, per ogni x € R, vale
lim sy(z) = f(x) . (3.16)

N—o0

Dunque c’¢ convergenza puntuale della serie di Fourier a f(x) se la fun-
zione periodica di periodo 27 soddisfa la condizione (3.15) detta Criterio
di Dini. Osserviamo che, affinché valga la (3.15), non & sufficiente che
f(z) sia continua nel punto z. Infatti una serie di Fourier pud divergere
in punti nei quali f(x) & continua se la condizione di Dini & violata. Se
f(x) & assolutamente integrabile e derivabile in un punto x, allora la se-
rie di Fourier converge a f(z). Piu in generale, se in un intorno di z la
funzione ¢ hélderiana, cio¢ se esistono M > 0 e a > 0 (e o < 1) tali che
|f(z) = f(y)] < M|x —y|*, allora la serie di Fourier & convergente.

Si puo dimostrare che se f non e continua in z, ma ha limiti finiti da destra
e da sinistra, che indicheremo rispettivamente con f(z+) e f(z—), e vale la
condizione di Dini generalizzata

JifCas e R oL, B 5 IR
allora
lim_sy(x) = 5 f(a+) + f(z-) (3.13)
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3.5 Convergenza uniforme

Da quanto abbiamo appena detto segue che, affinché sy (z) converga uni-
formemente a f(x) la funzione deve essere continua e inoltre deve wvalere
f(=m) = f(m). Queste condizioni non sono tuttavia sufficienti.

Supponiamo che f(z) sia continua, periodica di periodo 27 e che f'(x)

sia continua tranne che in un numero finito di punti dove puo non essere
™

definita. Supponiamo inoltre che sia finito / (f'(x))?dx e che valga la

-7

formula f(z) — f(—m) = ' f(t)dt. Sia

flx) ~ % +ajcosr +bisenx + ...+ a,cosnx + bysennx + ... ;

calcoliamo i coefficienti di F. di f/(z).

o, = 1 7Tf’(gc) cosnmdmz%{f(m)cosmc[ﬂ—l—n 7Tf(ac)semn:zcclag}:

T J—n

= %cosmr{f(ﬂ')—f(—w)}%—% Wf(x)senmzdxznbn.

Analogamente (3, = —na,. Dunque
o0
f(z) ~ Z(nbn COSNT — NapSennc) .
n=1

La disuguaglianza di Bessel da

T

Sota )< [ (F@rds (3.19)
n=1

—T

M
Ora sy(z) — spy(z) = Z (an cosnz + bpsennz) e [sy(x) — sy ()| <
n=N+1
M o Mo
( Z n*(a2 +b2)) 2. ( Z F)l/Q, per la disuguaglianza di Cauchy -
n=N+1 n=N+1
Buniakovski-Schwarz. Dunque

lsn(z) — sm(z)| < lfj f2(z)dx -

™
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Poiché la serie E — converge, possiamo concludere che, per il criterio
n

generale di convergenza di Cauchy, la successione sy (x) converge uniforme-
mente alla sua somma. Si trova poi che la somma & proprio f(z). Infatti si
ha

) — fa)] = |/z2 Fdt] < \// F2(0)] dt - \// Ldt

b
<los—m|}- / F2@) dt < K - |22 — 21]b.
a

Dunque f(z) & holderiana con esponente o = % e quindi la serie di Fourier,
per ogni x, converge a f(x).

In particolare, ¢’¢ convergenza uniforme a f(z) se f'(x) & holderiana o se
nel numero finito di punti nei quali non & continua ha limiti finiti da destra
e da sinistra.

Si dimostra poi che la serie di Fourier di una funzione a quadrato sommabile
converge in media quadratica. Cioe che

™

lim |f(x)—sN(;v)|2dx:0 ,

N—oo J_

se fA(z)dx < 0.

Cio significa che il sistema ortogonale {1, cosx,senz, ..., cosnx,sennz, ...}
& completo.

3.6 Cambiamento di scala

Finora abbiamo supposto f(x) definita su [—7, 7]. Supponiamo ora che sia
definita su un generico intervallo [a, b]. La sostituzione di variabile

2wz — =)
T=—"="
b—a
porta [a,b] in [—m, 7]. Si trova poi
b— 1
x = a E(a +0b)

Kl
+ +

Data f(z) su [a,b], F(Z) = (5%
serie di Fourier di F'(Z) sia

1(a+1b)) & definita su [-m,7]. La

ag
35 4+ ajcosx + bysenx + ...+ a, cosnx + bysennx + ...,
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con
1 /™ o
an = —/ F(z)cosnzdx
™ —T
1 (" _ o
b, = —/ F(Z)sennZ dz .
T J—x
Allora
2 [ 2 b
a, = bia/af(gc)cosbﬁl(x—a; )dx
2 b 2nm a+b
b, = b—a/af(x)senb—a(x_ 5 Ydx

(3.21)

(3.22)

In particolare, se f(z) & definita tra 0 e [ e la prolunghiamo per parita

(disparita) tra —l e [,
9 [l
an = —/f(x)cosﬂ(ac)dx
A l
2 l
(b, = 7/f(x)sen¥(x)dx).
0

3.7 Qualche esempio

Sia f(z) = x su [—m,n]. Allora a, =0 per ogni n e

1 [7 —nH"
bn:—/ xsenn:z:dx:—2( )

T ) . n

Percio

n

(3.23)

(3.24)

= (=) 2 2
xw—QZ senm:z?senx—sen?x—i—§sen3x—zsen4x—|—...
n=1

In questo caso I'uguaglianza di Parseval fornisce
1 1 (" 2
4 - = 2 de =2 2
=1 atde=ix

Dunque i 1 m
2 —_ T .
—mn 6
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Se f(r) = 22 su [—7, 7], ap = % e a, = (—1)"-%, per n > 1, mentre
b, = 0 per ogni n. Allora
2 > (—1)" 2 4
zQN% 47;(n2) cosnx:%74cosx+c052zf§cos3x+...
I 0 la seri it 0”24(1 L L) Cin
n z = 0 la serie converge e si trova 0 = — —4- (1 — = + — +...). Cioe
8 3 92 " 32

i (_1)n—1 _ 7'('_2
— n? 12

3.8 Serie di Fourier di funzioni continue

E noto che esistono funzioni continue per le quali le serie di Fourier sono
divergenti in qualche punto; a maggiore ragione la serie di Fourier di una
funzione continua puod non convergere uniformemente alla funzione stessa.
Tuttavia vale la pena di mettere in evidenza che i coefficienti di Fourier
di una funzione continua individuano la funzione. Cioe i coefficienti di
Fourier permettono di individuare una successione di polinomi che converge
uniformemente alla funzione. E noto che se una serie converge, cioe se la
successione delle ridotte della serie data (s, )nen ha limite finito s anche la
serie delle medie

Sog+S81+S2+ ...+ 38,
n+1

Op = )

converge allo stesso limite. Questo modo di sommare le serie si dice som-
mazione alla Cesaro. Puo accadere che una serie sia convergente per la
sommazione alla Cesaro, senza essere convergente. Infatti vale il seguente

Lemma 3.8.1 Sia data una successione (s,) convergente al limite s. Al-
lora 0, — s. Tuttavia esistono successioni non convergenti che risultano
convergenti nel senso di Cesaro.

Dimostrazione. E immediato riconoscere che la successione s, = (—1)"
fornisce un esempio all’ultima affermazione del teorema. Infatti ((—1)™)
. . . n k _ . . _

non ha limite per n — oo. Ttllttawa Y oreo(—=1)" =0sen e pari, e =1 se
n & dispari. Dunque |o,| < 737 ¢ quindi lim,, o0 0y = 0.

Supponiamo ora che la successione di termine generale s,, converga al nu-
mero s. Dimostriamo che anche o,, — s. Poiché s,, — s, dato € > 0 esiste

_ _ . e Q- —n
un numero 7 tale che se n > 7 siha|s, —s| < 5. Siponga B =3, _, [s;—s5]



166 CAPITOLO 3. SERIE DI FOURIER

e si prenda un numero m > . tale che m > %. Si consideri poi un valore
di n > m e si valuti

n

1 1 1 <
E — — — < — =
n+1 S n+1 Z(Sk s)| = n_|_1Z:0|sk sl

k=0 k=0 k

1 " i 1 £
_ Slse—sl+ > Jsk—sl | < — (B ———)<
nt1 H‘s’“ S|+ﬁ+1|5’“ sl n+1< +(n—n)3

3

((n+1)2+(n+1)§) —c.

n+1

O
Ebbene dimostreremo il seguente teorema dovuto al matematico ungherese
Lip6t Fejér ! :

Teorema 3.8.1 (Fejér, 1900) Sia f una funzione periodica di periodo 2w
definita su R e a valori in C'. Supponiamo che f sia integrabile secondo
Riemann su [0,27]. Denotiamo con on(f,z) = %-HZZ:O sk(f,z), dove
sk(f,x) sono le usuali somme parziali della serie di Fourier della funzione
f nel punto x € R. Allora

(i) Se f & continua in un punto x € R, si ha lim,_, o, (f,z) = f(x).
(ii) Se f é continua su tutto R, il precedente limite é& uniforme su R.

Dimostrazione. Vogliamo valutare il polinomio trigonometrico di Fejér
d’ordine n, cosi definito

so(x) +s1(z) + ... + sp(x)

() = 3.25
o (@) e (3.25)
Ricordando l’espressione di ogni si(z) per k =0,1,...,n, si ottiene
-1
on(x) = a2_0 L+ ; (aycosz + bisenz) + Z 1 (ag cos 2z + basen 2x) +
.+ (an cosnz + bysenn) .
n+1

LLipét Fejér alla nascita (9 febbraio 1880, Pécs) si chiamava Leopold Weiss. Cambio
il suo nome nel 1900 per apparire pitt ungherese. Questa era ai suoi tempi una pratica
piuttosto diffusa per dimostrare rispetto verso la cultura ungherese. Studente molto
precoce studid matematica e fisica a Budapest e a Berlino. Allievo di Schwarz a Berlino,
quando costui seppe del cambiamento di nome, si rifiuto di rivolgergli la parola da allora
in poi.
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Dunque, nel passaggio da s,(z) a o,(x) il termine (ay cos kz + bysen kz)

viene sostituito da ”;_’f{l (ag cos kx + bgsen kx). Ricordando che

sen (k + 3)t

2sen (t/2) it

@ =1 [ st

si trova

on(z) = m /_ : flz+ t)z’moszefg;;) YDt (3.26)

Indichiamo il nucleo di Fejér con

Fu(t) = Ek_o;ef(g; 2+) 1/2)t

e vediamo come si possa riscrivere in modo adeguato. Moltiplicando nu-
meratore e denominatore per sen (5) si trova (ricordando che sen o cos 3 =

[cos(a — ) — cos(a + ()]/2)

Zsen sen ((k 4+ 1/2)t) ; Z[cos(k:t) —cos((k+ 1)t)] =
k=0

1 n+1
= 5[1 —cos((n+ 1)t)] = SeHQ(Tt) .

Dunque

1 sen (2L t)
2(n+ 1) sen2(t/2) ’

F.(t) = (3.27)

che ¢ una funzione non negativa, pari, periodica di periodo 2w, come si ri-
conosce immediatamente, e inoltre tale che f:r F,(t) dt = 1. Quest’ultima
proprieta segue dalla proprieta analoga del nucleo di Dirichlet. Si ha inoltre,
per ogni § > 0

 E) di = / Fu ! / T 0, (3.28)
— .
o 2(n+ 1) Js sen?(§/2) ’
per n — +oo Possiamo infine Valutare la differenza tra on(x) e f(x). Si
ha on(z) = [T flz+t)F,(t)dte f(z)=["_f(z ) dt. Dunque

s

on() - f(z) = / (F(z+ 1) — f(2)Falt) dt.

—T
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e, passando ai valori assoluti

™
on(a) = £(@)| < [ 1@ +1) = Fa)|Fale) de. (329)
—T
Se f & continua su [—7, 7| essa & ivi uniformemente continua; essendo peri-
odica di periodo 27 € poi uniformemente continua su tutto R. Percio, preso
e > 0 esiste § > 0 tale che, se [t| < 9§, |f(z+1t) — f(z)| < /2 per ogni = € R;
dunque in questo caso dimostreremo che la convergenza di o, (z) a f(z) &
uniforme; altrimenti, nell’ipotesi della continuita nel punto x, si ottiene la
convergenza nel punto (il valore ¢, trovato in corrispondenza al dato € > 0
dipende anche da ).
Possiamo considerare

T —0
‘[ M@+ﬂ—f@ﬂﬁ@ﬁ#:/:Iﬂx+ﬂ—f@M&@wﬁ+

s

)
+/¥U@+ﬂ—ﬂ@ﬁﬂﬂﬁ+é|ﬂx+ﬂ—ﬂ@wmwﬁ

Per il contributo dell’integrale da —d a § si ha

)

™

5
/75|f(x+t)ff(x)|Fn(t) dtgs/ F,(t) dtgz-:/ F.,(t)dt=c¢.

-5 -7

Osserviamo poi che |f(x +t) — f(z)| < 2||f||c- Vale percio

_5 T
/ Uu+w—ﬂmwuwﬁ+ﬂ|ﬂz+w—ﬂmwuwﬁg

—T

swmmézwww

Per la validita della relazione (3.8), esiste un valore 7 tale che per n > 7
quest’ultima somma & < £/2. Tenuto conto delle disuguaglianze ricordate,
si trova che quale che sia = € R,

lon(x) — f(z)| <e pern>n. (3.30)

O

Il teorema di Fejér e particolarmente sorprendente alla luce di un prece-
dente risultato dovuto al matematico tedesco Paul David Gustav Du Bois-
Reymond (nato a Berlino nel 1831, morto a Freiburg nel 1889)

Teorema 3.8.2 (Du Bois-Reymond, 1876) Esiste una funzione continua
su R e periodica di periodo 27 tale che maxlim, o $,(f,0) = co.
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Ricordiamo che max lim,, oo 85, = limy, 00 (SUPL>,, Sk)-

La storia della convergenza delle serie di Fourier & ricca di colpi di scena.
Infatti nel 1926 il matematico russo Andrey Nikolaevich Kolmogorov (Tam-
bov 1903, Mosca 1987) dimostro

Teorema 3.8.3 Dato K > 0 esiste un polinomio trigonometrico
G :[0,27] — R tale che

(i) G(t) >0 per ogni t € [0,27] e % 0277 G(t) dt < 1;

(11) maxlim, . [$,(G,t)| > K per ogni t € [0, 27].
Passando alle funzioni integrabili secondo Lebesgue dimostro inoltre che

Teorema 3.8.4 Esiste una funzione f : [0,27] — R integrabile secondo
Lebesgue e tale che maxlim, . |sn(f,t)] > K per ogni t € [0, 27].

Benché la funzione costruita da Kolmogoroff non fosse neppure integrabile
secondo Riemann, molti si attendevano che di li a poco qualcuno avrebbe
costruito un esempio di funzione continua su T = R mod (27Z) la serie di
Fourier della quale divergesse in ogni punto. Tuttavia nel 1964 il matema-
tico svedese Lennart Carleson dimostro

Teorema 3.8.5 Se f : T — C ¢ continua o anche solo integrabile secon-
do Riemann allora lim,—oos,(f,t) = f(t) per ogni t ¢ E, dove E ¢é un
sottoinsieme di misura nulla secondo Lebesque di T.

Infine Jean-Pierre Kahane (Parigi) e Yitzhak Katznelson (Stanford) nel
1966 trovarono un interessante complemento al teorema di Carleson

Teorema 3.8.6 Dato un insieme di misura nulla E C T esiste una fun-
zione continua f : T — C tale che maxlim, . |$n(f,t)] = oo per ogni
te k.

Si puo dunque concludere che il problema della convergenza puntuale delle
serie di Fourier di una funzione continua ¢ completamente risolto. Infatti,
mentre la serie di Fourier di una funzione continua o anche solo integrabile
secondo Riemann, puo non essere convergente alla funzione stessa in un
insieme di misura nulla, tuttavia i coefficienti di Fourier di una funzione
continua, poiché la serie converge quasi ovunque, individuano la funzione
continua (o anche solo integrabile secondo Riemann). La stessa situazione
si verifica per ogni funzione di LP(R), periodica di periodo 27, per p > 1.
Invece se si suppone solo che la funzione sia di classe L!(R), cio¢ integrabile
secondo Lebesgue sulla retta reale e periodica di periodo 2w, ossia f €
LY(T), la serie di Fourier relativa pud essere ovunque divergente, come
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dimostra il teorema di Kolmogorov. I precedenti risultati traggono origi-
ne dal seguente teorema di Katznelson (1966): “ Se 1 < p < oo vale la
seguente alternativa: o tutte le serie di Fourier delle funzioni f € LP(T)
sono convergenti quasi ovunque, o ne esiste una che diverge ovunque.” La
proprieta dimostrata per le funzioni di classe LP(T) fu poi estesa con la
collaborazione di Kahane alle funzioni di classe C(T), come gia abbiamo
ricordato.

B

1
2

ibliografia
. L. Amerio, Elementi di analisi superiore, Tamburini, Milano (1960).

. R. Courant e D. Hilbert, Methods of mathematical physics, Vol. 1,
Interscience, New York (1962).

Jean-Pierre Kahane e Ytzhak Katznelson, Sur les ensembles de di-
vergence des séries trigonométriques, Studia Mathematica, XX VI,
(1966), 305.

. Ytzhak Katznelson, Sur les ensembles de divergence des séries trigo-
nométriques, Studia Mathematica, XX VI, (1966), 301.

T. W. Kérner, Fourier Analysis, Cambridge University Press (1993).

V. Smirnov, Cours de mathématiques supérieures, Vol. 1I, Editions
MIR, Moscou (1970)

A. Sommerfeld, Partial differential equations in physics, Academic
Press Publ., New York (1949).

H. F. Weinberger, A first course in partial differential equations, John
Wiley & Sons, New York (1965).



Capitolo 4

La trasformata di
Laplace. (A cura di
Franco Obersnel)

4.1 Il dominio del tempo e il dominio della
frequenza.

Una tecnica ben nota per risolvere un’equazione differenziale ordinaria li-
neare omogenea a coefficienti costanti di ordine n del tipo

y™ 4a, iy Y+ ay +ay =0
consiste nel considerare I’equazione caratteristica associata
b ap 12" Lt az+ag=0

e trovare tutti i suoi zeri complessi. Ad ogni radice dell’equazione si fa poi
corrispondere una soluzione dell’equazione differenziale di partenza e questo
permette di ottenere una base per lo spazio delle soluzioni. Dunque un pro-
blema differenziale viene tradotto in un problema squisitamente algebrico
e la soluzione ottenuta per via algebrica viene successivamente riconvertita
nella soluzione del problema originario.

Il passaggio dal problema differenziale a quello algebrico & una trasfor-
mazione, cioe un operatore che trasforma equazioni differenziali in equazioni
algebriche, incognite funzionali in incognite numeriche, operazioni di deri-
vazione e integrazione in operazioni algebriche.

171
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Prendendo a prestito la terminologia usata nello studio delle reti elettriche
diremo di trovarci nel dominio del tempo (dominio ¢) quando abbiamo a che
fare con il problema originale; le nostre funzioni avranno in genere variabile
indipendente ¢ e si indicheranno con lettere minuscole del tipo f(¢). Diremo
invece di trovarci nel dominio della frequenza (dominio s) quando abbiamo
a che fare con il problema trasformato; le nostre funzioni avranno in genere
variabile indipendente s e si indicheranno con lettere maiuscole del tipo
F(s). L’operatore di trasformazione permette di passare dal dominio ¢ al
dominio s.

Una volta in possesso della soluzione del problema trasformato sara poi
necessario ritornare alla soluzione originaria mediante I’operazione inversa
a quella di trasformazione: D'antitrasformazione. Questa sara un nuovo
operatore che permette di passare dal dominio della frequenza al dominio
del tempo.

4.2 Funzioni trasformabili e il dominio della
trasformata.

Per evitare complicazioni dovute all’esistenza di funzioni patologiche (quali
ad esempio la funzione di Dirichlet: f(z) = 1se z € Q e f(z) = 0 altri-
menti), tutte le funzioni che prenderemo in considerazione si supporranno
localmente integrabili su R. Gli integrali considerati si intendono secondo
Riemann.

Sia f:R — C una funzione tale che f(t) = 0 per ogni t < 0. Sia s € C.
Diremo integrale di Laplace I'integrale

oo T
/ e St f(t)dt = lim e St f(t)dt. (4.1)
0 T+ Jo

Sia A C C I'insieme dei numeri s per i quali I'integrale [ e™* f(¢)dt con-
verge. Si puo allora definire una funzione F: A — C ponendo F(s) =
fooo e~ st f(t)dt; tale funzione F si dice la trasformata di Laplace della fun-
zione f.

La relazione f +— F' definisce un operatore £ definito sull’insieme delle
funzioni che ammettono trasformata e a valori in un insieme di funzioni
definite su sottoinsiemi di C. Si usa scrivere L{f} = F.

E semplice verificare che £ & lineare, ciod che L{af+bg} = aL{f}+bL{g}.

Esempio 4.2.1 Consideriamo la funzione

0 se t<O0
ft) =

f2
e se t>0
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L’integrale di Laplace di f diverge per ogni s, dunque non esiste la trasfor-
mata di tale funzione.

Esempio 4.2.2 Consideriamo ora la funzione

0 se t<0
ft) =
et se t>0
Si ha F(s) = [, e *te*dt = L se R(s) > o mentre non ¢ definita se
R(s) < a.

Esempio 4.2.3 Consideriamo infine la funzione

0 se t<0
f(t) =

—¢2
e se t>0

Siha F(s) = [© e~ste=t"dt, convergente per ogni s.

Dagli esempi visti si osserva che non tutte le funzioni ammettono la trasfor-
mata di Laplace e che in generale la trasformata, se esiste, pud non essere
definita su tutto C. Diremo che una funzione f e traformabile se ammette
la trasformata in almeno un punto s € C.

Esempi importanti di funzioni trasformabili sono le funzioni di ordine espo-
nenziale, cioe funzioni f tali che esiste una costante § € R tale che la
funzione |f(¢)|e~?! sia limitata in R. Infatti, sia f di ordine esponenziale e
sia | f(t)|e” Pt < M; si ha

o0 oo 0
/ ‘G_Stf(t)| dt — / e~ (R()=B)t 6_5t|f(t)|dt < M/ e~ R()=B)t 34
0 0 0

e 'ultimo integrale converge per R(s) > 3. Dunque la funzione e~ f(¢) non
solo & integrabile su [0, +00) ma ¢ ivi addirittura assolutamente integrabile.
Si noti pero che esistono anche funzioni trasformabili che non sono di ordine
esponenziale. Un esempio e la funzione % Questa funzione non & di ordine
esponenziale perché ¢ illimitata in 0, la funzione & pero trasformabile perche
l'ordine di infinito nell’origine & 1 (si veda I'esempio 4.5.4).

Avvertiamo il lettore che alcuni autori considerano di ordine esponenziale
le funzioni che verificano una disuguaglianza del tipo |f(t)|e™”* < M non
necessariamente per tutti i ¢ € RT, ma soltanto per ogni t > to dove ¢t &
un numero reale fissato. Secondo questa definizione la funzione % risulta

essere di ordine esponenziale, ma risulta esserlo anche la funzione 1 che non

t
¢ trasformabile.
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Il teorema seguente mostra che se una funzione e trasformabile, il dominio
della trasformata ¢ un semipiano di C.

Teorema 4.2.1 Sia f : R — C, f(t) = 0 per ogni t < 0; supponiamo
definita F(so) = [;° e=*o! f(t)dt per qualche sy € C. Allora, per ogni s € C
con R(s) > R(so) la funzione F(s) é definita.

Dimostrazione. Poniamo s = sg + g con R(q) > 0.
Sia ¢(t) := fot e~ %% f(u)du. Si ha allora

lim ¢(t) = F(so). (4.2)

t——+o0

Integrando per parti si ottiene la catena di uguaglianze:

T

/OT e~ f(t)dt = /OT e~ et £(1)]dt = {6@ /Ot 650“f(u)du} N

0

T

T
- / (—q)e T (t)dt = e TH(T) + g / et () dt
0 0

e prendendo il limite per T" — +o0

T—+oo

+o0 T
/ e Stft)dt = lim e TH(T)+ lim q/ e~ o(t)dt.
0 T—+o00 0

Il primo addendo del secondo membro & 0 per la 4.2, il secondo addendo
converge perché la ¢(t) ¢ limitata e quindi [e=9¢(t)] < Me™ ™9 dove M &
una limitazione per ¢(t). Si ottiene in definitiva F(s) = q f0+oo e~ 1t (t)dt.
O

Poniamo A = {s € C: F(s) ¢ definita }.

Sia Ao = inf{R(s) : s € A}. Per ogni s € C si ha che, se (s) < Ag allora
s & A;se R(s) > A\ allora s € A. Nulla si puo dire in generale per gli s € C
tali che R(s) = Ag.

Diremo ascissa di convergenza il numero reale .

Diremo semipiano di convergenza I'insieme {s € C: R(s) > Ao}.

Diremo infine retta di convergenza la retta R(s) = Ao.

Nell’esempio 4.2.1 € A\g = 400, il semipiano di convergenza e I'insieme vuoto
e la retta di convergenza non & definita.

Nell’esempio 4.2.2 ¢ Ay = «, il semipiano di convergenza ¢ il semipiano
{s € C: R(s) > a} e la retta di convergenza & la retta di equazione
R(s) = a.

Nell’esempio 4.2.3 ¢ Ay = —o0, il semipiano di convergenza e tutto il piano
C e la retta di convergenza non ¢ definita.
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4.3 Una nota sulla convergenza assoluta.

Alcuni autori richiedono che nell’integrale 4.1 vi sia non solo la conver-
genza ma anche la convergenza assoluta. Nella definizione data l'integrale
considerato ¢ l'integrale di Riemann, percio possono esistere funzioni g(t)
integrabili su [0, +00) non assolutamente integrabili. Un esempio & la fun-
zione g(t) = % sint. Se nella definizione di trasformata si utilizza l'integrale
di Lebesgue la questione invece non si pone, poiché in questo caso una
funzione g(t) risulta integrabile su [0,400) se e solo se ¢ assolutamente
integrabile.

Per questo motivo alcuni autori accettano come trasformabili soltanto fun-
zioni f tali che |f| sia traformabile. Nella definizione data in questo testo
invece distinguiamo tra convergenza e assoluta convergenza. In particolare
si puo definire l’ascissa di convergenza assoluta A§> come A\ = inf{R(s) :
F(s) & definita e assolutamente convergente }.

Si ha sempre Ao < A\§%5) puo perd accadere \g < A§55.

Esempio 4.3.1 Si consideri la funzione f(t) = e**sinekt con k > 0. Si ha
in questo caso \§*% =k mentre Ao = 0.

Studiamo la convergenza assoluta di

—+oo
/ e~ 5tePt sin eFtdt;
0

poiché
|e(kfs)t sin ekt| < e(kfs)t

¢’e convergenza assoluta per R(s) > k. D’altra parte se s = k si ottiene
—+o00 —+o0
/ le™5teM sin ¥t dt = / | sin e*|dt
0 0

e non c’¢ convergenza. Questo mostra che \§%° = k.
Studiamo ora la convergenza semplice.
L’integrale

+oo
/ e Stekt sin eFtdt
0

diventa, mediante la sostituzione u = e*?,

s

toouTE 1 (1 sinu
sinudu = — —du
1 k k 1 Uk
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e l'ultimo integrale converge se (%) > 0 ossia per RN(s) > 0. Dunque
Ao = 0.

Puo addirittura capitare A\g = 0 mentre \§%% = +oo0.

Esempio 4.3.2 Si consideri la funzione f(t) = 2tet” coset’. Si ha Ao =0
mentre \§5 = +oo.

Tale funzione non e assolutamente trasformabile. Infatti, fissato qualsiasi
s € R, per ogni t > s, si ha

e~12te!” | cosel’| > |cosel’|
e la funzione | cos et2| non ¢ integrabile su [s, +00).
D’altra parte mediante integrazione per parti si puo verificare facilmente
che la traformata £{f} & definita per ogni s € C con R(s) > 0. Infatti
T
+ s/ e 5t sin(etQ)dt.
0

T

T -
/ e te* 2t cosel” dt = [e*St sin(etz)}
0 0

L’integrale f0+oo e~stsin(e!’) dt converge per ogni s tale che R(s) > 0 perché
la funzione sin(e!’) & limitata e quindi la trasformata £{f} ¢ definita per

ogni s € C tale che R(s) > 0. Si osservi che tutte le funzioni di ordine

esponenziale sono assolutamente trasformabili.

4.4 Proprieta delle trasformate.

Sia 2 C C. Sia f :[0,400) x © — C una funzione localmente integrabile
rispetto alla variabile ¢ € [0,400). Si dice che l'integrale 0+Oo f(t,s) dt
converge uniformemente rispetto ad s se per ogni € > 0 esiste 79 > 0 tale

che per ogni 7 > 79 e per ogni s € Q si ha )f:m f(t,s) dt’ <e.

Siano zp € C e 0 < ¥ < F; diremo dominio angolare un insieme del tipo
D(zg,9) = {z € C: R(2) > R(zp), larg(z — 20)| < V}.

Vale il seguente teorema, di cui diamo la dimostrazione solo in un caso
particolare.

Teorema 4.4.1 Sia f una funzione trasformabile e sia Ay la sua ascissa
di convergenza. Allora lVintegrale di Laplace f0+oo e stf(t)dt converge uni-
formemente in ogni dominio angolare D(so,?) con R(sg) > Ao.

Teorema 4.4.2 (Caso particolare del precedente.) Sia [ una funzione di
ordine esponenziale, con M € R, B > 0, |f(t)] < MePt per ogni t €
R*. Allora per ogni n > 0 lintegrale di Laplace f0+°° e Stf(t)dt converge
uniformemente nel semipiano {s € C: R(s) > 8+ n}.
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Dimostrazione. Sia |f(t)| < MeP! per ogni t € R*. Sia 8y = 3+ . Sia
s € C tale che R(s) > [y. Allora

/T e f(0) dt‘ - /T e f(t)] dt <

0 0

< M/T Gt gy = M romm
0 -n o
M M

— —nto _ = =T

Ui n

Prendendo il limite per 7 — +oc si ottiene

+oo M
/ e St f(t) dt‘ < —e M,
To n

Fissato € > 0 si puo prendere 79, indipendente da s, tale che %e"m < e
O

Come conseguenza del teorema 4.4.1 proviamo il seguente importante

Teorema 4.4.3 Sia f una funzione trasformabile e sia Ao la sua ascissa di
convergenza. Sia A= AUT (dove T ¢ la frontiera di A ) una regione com-
patta contenuta nel semipiano di convergenza della f. Allora la funzione
trasformata F(s) = fOJrOO e Stf(t)dt & analitica in tale regione.
Dimostrazione. Una regione come quella dell’ipotesi e contenuta in un
opportuno dominio angolare del tipo D(zg,?) con R(z9) > Ag. Sappiamo
quindi che l'integrale di Laplace converge uniformemente nella regione.
Osserviamo che per la funzione Up(s) := fOT e st f(t)dt valgono le con-
dizioni di monogeneita di Cauchy-Riemann

oVr  O0Vrp

—1

or Qy

dove s = x + iy. Infatti

9 T (—z—iy)t _ T —st
/Oe WPt = /te F(t)dt

oz 0

a T ) T
—/ Tt £ (1) dt = —i/ te=Stf(t)dt.
9y Jo 0
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Inoltre la funzione ha parti reale e immaginaria differenziabili, percio si
conclude che U ¢ analitica. Grazie alla convergenza uniforme in A si
ottiene che pure il limite lim7_, ;o ¥U7 € una funzione analitica. O

La funzione trasformata & pertanto derivabile infinite volte. Calcoliamo ora
esplicitamente le derivate. Grazie alla convergenza uniforme si puo portare
il segno di derivazione all’interno dell’integrale. Si puo quindi scrivere

d [t

+oo
— e S f(t)dt = —/ te St f(t)dt.
ds 0 0
Cioe si ottiene F'(s) = —L{tf(¢)}.
Grazie alla convergenza uniforme dell’integrale f0+oo e~S'* f(t)dt in modo
analogo si ottiene la formula per la derivata di ordine k della F"

dk
dsk

F(s) = (1)L £ (1)) (4.3)

Si e dunque visto che ogni funzione trasformata e analitica e ogni sua
derivata € anch’essa una trasformata. In particolare si osservi che un’opera-
zione differenziale nel dominio della frequenza corrisponde ad un’operazione
algebrica nel dominio del tempo. Questa € una situazione tipica nelle
trasformate.

Osserviamo di seguito un’ulteriore proprieta delle trasformate.

Teorema 4.4.4 Sia F' la trasformata di una funzione f. Allora

lim F(s)=0.
R(s)——+o0

Dimostrazione. Fissiamo arbitrariamente un numero ¢ > 0. La funzione
le=stf(t)| ¢ integrabile su ogni intervallo limitato anche se potrebbe essere
non integrabile su [0, +00). Si noti che anche la funzione |f(¢)| & integrabile
su ogni intervallo limitato. In particolare ¢ possibile trovare un numero 73
sufficientemente piccolo affinché

/0 I (8)dt < e (4.4)

Per la definizione di integrale generalizzato si ha inoltre

T

li —st —
o ; e 'f(t)dt=F(s) eR
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se R(s) > Ao. Grazie al teorema 2.4.1 sappiamo inoltre che la convergenza
¢ uniforme rispetto a s. Quindi & possibile trovare un numero 75 (indipen-
dente da s) abbastanza grande affinché

+oo
| et f()dt| < e (4.5)
T2

Fissati T7 e Ty possiamo trovare un numero « sufficientemente grande
affinché

T>
=T / F()|dt < . (4.6)

T

Possiamo scrivere

T Ts —+o00
F(s)] = | / e (t)dt + / e (1) + / e f(t)dt] <

Ty T

T, To “+o0
< / e~ (t)dt] + | /T s+ [ e .

Il terzo addendo ¢ maggiorato da € per la 4.5. Lo stesso accade per il primo
e il secondo addendo grazie alle 4.4 e 4.6 essendo

Th T:
—st ¢
I/0 e f(t)dtlg/o |f(t)|dt <

T T>
[ et < o / F(8)ldt < ¢

T T
per s sufficientemente grande.
Si conclude che |F(s)| < 3e definitivamente e il teorema & dimostrato.
Diamo una dimostrazione alternativa applicabile nel caso in cui la fun-
zione f sia assolutamente trasformabile. Sia A > A\g. La funzione g(t) :=
e M| f(t)| ¢ integrabile e per R(s) > A si ha |e" R f(¢)| < g(t). La fun-
zione e Rt f (t) & dominata da g uniformemente rispetto ad s e quindi,
per il teorema di convergenza dominata di Lebesgue, si puo portare il limite
all’interno del segno integrale. Si ottiene pertanto

+oo +oo
lim e S (8 dt :/ lm e %' f(t)dt =0.
SR L f(t) L f(@®)

O

Si noti in particolare che un polinomio non nullo non ¢ mai una trasformata.
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4.5 Smorzamento, ritardo, cambiamento di
scala.

In quanto segue supponiamo che f sia una funzione trasformabile con
trasformata F' e con ascissa di convergenza )\{; .

Sia vy € C. Si consideri la funzione “smorzata” g, (t) := " f(t). Si ha allora
L{f(t)}(s) = F(s =) (4.7)

e lascissa di convergenza A\J' della funzione g; & A\J' = )\g + R(v).

Infatti si ha 0+°° e stert f(t)dt = 0+°° e~ =ML (t)dt = F(s — ).

Inoltre la F' & definita in s — v se R(s — ) > )\g e non e ivi definita se
R(s — ) < AL. Pertanto AJ* = Al + R(7).

Sia ora a € R,a > 0. Consideriamo la funzione traslata g2(¢) := f(t — a).
Si ricorda che noi supponiamo sempre che la f sia nulla per ¢ < 0, dunque
g2(t) =0 se t < a. Si ha allora

LA (t - a)}(s) = e F(s) (4.8)

e 'ascissa di convergenza della g, € uguale all’ascissa di convergenza della

1.

Infatti si ha f(:roo e St f(t —a)dt = f;oo e=s(uta) f(y)du = e=* F(s).

Sia infine w € R,w > 0. Consideriamo la funzione ottenuta dal cambia-
mento di scala g3(t) := f(wt). Si ha allora

1 s
L t =—F(— 4.9
Uenhs) = 2 (49)
e lascissa di convergenza A% della funzione g & A%* = wA] .
Infatti mediante la sostituzione u = wt si ottiene f0+oo e St f(wt)dt =
+oo sy, <
Jo Cem st fu)du = LF(E).

L’ascissa di convergenza si determina osservando che = > )\g se e solo se
5> w)\g .

Esempio 4.5.1 Sia u(t) la funzione di Heaviside:

{0 set <0
1 set>0 "

u(t) :==

Si ha L{u}(s) = f0+oo e stdt = [—Lest] («)H)o =1lpers>0eX=0.
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Esempio 4.5.2 Sia f(t) = t*u(t), k € N.
Usando la 4.3 e tenendo presente I'’esempio 4.5.1 si ottiene

k
L)) = () = B

Esempio 4.5.3 Sia f(t) = e u(t).

Usando la 4.7 e tenendo presente I’esempio 4.5.1 si ottiene

1
L{e " u(t = .
(Tt} = =
A =R().
In particolare, prendendo v = iw e v = —iw, e potendo scrivere cos(wt) =
$(e™t + e7™") si ottiene
1 1 1 s
L t)u(t = = = .
{cos(wt)u(t)}(s) 2(5 —iw + s—H’w) §2 4+ w?
In modo analogo si ottiene
L{sin(wt)u(t)}(s) = 5
sin(wt)u §) = 5.
82 4+ w?

Esempio 4.5.4 Sia a € C con R(a) > —1. Sia f(t) = t*u(t).

La trasformata di f & F(s) = 0+Oo e~ stt*dt. Ricordando la definizione della

funzione I'(a) = f0+oo u*"le~"du e supponendo s € R si pud sostituire
u = st e si ottiene

oo u\e 1 I I'(a+1)
F(s) = o (2) <a :—/ Gy = —
(s) /0 e S) S= o ; u®e “du prew]

D(a+1 . - .
Ora F e ig‘jﬂ) sono due funzioni analitiche che coincidono sull’asse reale
positivo, percid devono coincidere su tutto il semipiano $(s) > 0. Si ottiene
pertanto

£y = ot

per ogni s tale che $(s) > 0 e per ogni « tale che f(a) > —1. In particolare
per a € N si riottiene la formula dell’esempio 4.5.2.

Esempio 4.5.5 Trasformata di una funzione periodica.
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Sia f : R — R una funzione nulla per ¢ < 0 e periodica di periodo T" > 0
sul semiasse positivo. Poniamo

f(t)'_{() set>T

Supponiamo nota la trasformata F* := L{f*}, vogliamo determinare la
trasformata di f.
Si ha f*(t) = f(t) — f(ut —=T) = f(t) — f(t = T) e quindi, grazie alla
formula del ritardo 4.8 si ottiene F*(s) = F(s)—e T*F(s) = (1—e~T%)F(s)
e pertanto

1
1—eTs

*

F(s)

Esempio 4.5.6 Trasformata di una serie.

—+oo
Sia assegnata una serie convergente di funzioni f(t) = Zan fn(t). Si
n=0
puo concludere che la serie di f ¢ la serie delle trasformate, cioe F'(s) =
+oo
Z anFn(s) 7 In generale la risposta & negativa. Infatti la trasformata del
n=0

limite di una successione di funzioni puo non essere il limite della succes-
sione delle trasformate. Ad esempio possiamo considerare la successione

gr(t) =k <u(t) —u(t— %)) .

Si ha chiaramente . hI—E gr(t) = 0 per ognit > 0 mentre G (s) = L{gx(t)}(s) =
E(1—e %), e quindi kgrfoo Gr(s) =1

Un secondo esempio e dato dalla serie

s 2"
—t“ _ 1\
e =Y (-1) -
n=0
La serie delle trasformate &
1 *‘X’( e 2n)! 1
s n!l s2n’

che non converge.
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In alcuni casi particolari, pero, la trasformata di una serie & la serie delle
trasformate. Ad esempio si pud dimostrare che se

+oo
) =" ant"
n=0

€ una serie convergente per ogni ¢t € R ed esistono due costanti reali positive
K e a e un naturale ng tali che per ogni n > ng |a,| < K%, allora per
ogni s € C con R(s) > a si ha

= =X ann!
L{FB}s) =D anl{t"}(s) = D 7

n=0

4.6 Trasformazione della derivata.

Lemma 4.6.1 Sia f una funzione trasformabile con ascissa di convergenza
Xo- Sia pg := max{Ag,0}. Allora si ha

T
lim e_ST/ f@)dt=0
0

T—~+o00
per ogni s € C con R(s) > uo.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima Ag < 0. Allora puy = 0 e U'integrale
f0+°° e St f(t)dt converge per s = 0, cioe f0+°° f(t)dt & convergente e quindi
& evidente che limy_ o e=*7 [ f(t)dt = 0.

Supponiamo ora Ag > 0. Allora pg = Ag. Sia s € C tale che R(s) > uo.
Esiste un numero reale positivo «q tale che py < ap < R(s). La funzione
F' & definita in ap.

Poniamo
= —aou du.
o(t) /0 e” " f(u)du

Integrando per parti si ottiene

T T
d — aopt ,—apt d —
/0 F(t)dt / et (1)t

apt T g apt apgT ’ apt
e qb(t)}o —ao/ et P(t)dt = e** ¢(T) —ao/ e o (t)dt.
0 0
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La funzione ¢(t) & limitata perché lim;—, o ¢(t) = F(ap). Sia M una sua
maggiorazione. Si puo allora scrivere

= 9Me*T — M < 2Me*oT

eOtot:| T

T
|/ ft)dt| < e M + agM [
0 o7

0

ed essendo R(s) > «p si ottiene
T
le=sT / f(t)dt] < 2Mel@o=RET
0

e poiché ap — R(s) < 0 il secondo membro tende a 0 per T — +oo0. O

Teorema 4.6.1 Sia f una funzione tale che f(t) = 0 per ogni t < 0.
Supponiamo che f'(t) esista per ogni t > 0 e che la funzione f'(t) sia
trasformabile con ascissa di convergenza Mg (la funzione f potrebbe non
essere derivabile int = 0). Allora anche la funzione f é trasformabile e si
ottiene

L{F()}(s) = sL{f()}(s) — f(0T)
per ogni s > max{Ag,0}, dove f(07) :=lim; o+ f(¢).

Dimostrazione. Si osservi che f(01) esiste finito. Questo & conseguenza
della trasformabilita della funzione f’. Infatti, D’esistenza dell’integrale
f0+°° e st f'(t) dt implica I'esistenza dell’integrale fol e stf'(t) dt, che a sua
volta implica l’esistenza dell’integrale

1 1
/f’(t)dt: nm/f'(t)dt:fu)_f(m).
0 £

e—0t

Sia Ag lascissa di convergenza della funzione f/(t) e si ponga ug := max{Ao, 0}
come nel lemma precedente. Si ha, grazie al lemma, per R(s) > po

T
0= Jim ¢ / Ftyit= T e [F(T) - f07)].

da cui

lim e T f(T)=0 (4.10)

T—+oo

Integrando per parti si ottiene

[ erwar=le ol +s [ e -
0

0
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T
= =T H(T) — f(0T) +s / e~St()dt.
0

Prendendo il limite per 7" — +o00 si ottiene grazie anche alla 4.10

+o0 too
/ e~ (1)t = — f(0F) + / = F(t)dt
0 0
da cui la tesi L{f"}(s) = sF — f(0T). O
Esempio 4.6.1 Si consideri la funzione f(t) =1 —e ¢,

Si ha f’(t) = e7'. La funzione f’ & trasformabile e la sua ascissa di con-
vergenza ¢ —1. Il teorema dimostrato ci assicura che anche la funzione f ¢
trasformabile e vale L{f"}(s) = sL{f}(s) — f(0T). Cio & vero se R(s) > 0.
Per —1 < R(s) < 0 pero la formula non vale. Infatti in tali punti la funzione
L{f} non & definita in quanto I’ascissa di convergenza della funzione f ¢ 0.

Corollario 4.6.1 Per ognin € N si ha
L{FMW} = s"L{f} = s"7Lf(07) = s"72f/(07) — ... = fUD(0%).
La formula si verifica facilmente per induzione su n.

Esempio 4.6.2 Si calcoli la trasformata della funzione sinwt supponendo

nota la trasformata L{coswt}(s) = 357-
Poiché
d 52 w?
L{— coswt}(s) =sL{coswit}(s)—- 1= ———+ 1= ————
{5 ot} (s) = sL{coswt}(s) ~ 1 = o iy
ed essendo sinwt = —%% coswt si ottiene
. 1 w? w
L{sinwt} = —;(—82 —|—w2) = o

Esempio 4.6.3 Si consideri la funzione

t <t<l1
" :{e se0<t< .
1) 0 altrimenti
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Si ha .

F(t) = {e se0.<t§ 1

0 altrimenti

Osserviamo che f = f’ quasi ovunque e quindi dobbiamo avere L£{f} =
L{f'}. Per la formula della trasformata della derivata ci aspettiamo di
avere L{f'} = sL{f} — f(0T)=sF —1+#F.
Il problema in questo esempio ¢ che la funzione f non ¢ derivabile su (0, +00)
perché c’e¢ una discontinuita in ¢t = 1; il teorema non vale.
Se una funzione f presenta un salto in un punto ¢y si puo provare che vale
la formula

L{f'}(s) = sL{fH(s) = F(O0T) = [£(tg) — f(tg)]e™™"
dove la quantita tra parentesi quadre € il salto della funzione nel punto ¢g.

Questa formula si puo generalizzare per derivate di ordine superiore, ad
esempio

L{f"}(s) = S L{FY(s) = sF(07) = £/(0F)+
—s[f(t5) = Ft)e™™" = [f'(t) = £/t )]e*".

Riprendendo ’esempio della nostra funzione si ha

_ 6175 1— elfs

L{f'}(s) :81 — —1—-[0—¢le®=——=F(s)

come previsto.

4.7 Prodotto di convoluzione.

Siano date due funzioni f : RV — C e g : RNY — C. Diremo prodotto di
convoluzione di f e g la funzione f * g : RN — C, supposta esistente, cosi
definita:

frgl):= | flyg(z—y)dy.

RN

Si vede facilmente che il prodotto di convoluzione * gode delle proprieta
associativa, commutativa e distributiva rispetto alla somma.
Proviamo ad esempio la proprieta commutativa. Mediante la sostituzione
u = x — y si ottiene

fra@ = [ et —ndy= [ s =udu=gs )

Noi siamo interessati a funzioni f e g definite su R e tali che f(t) = 0 e
g(t) = 0se t < 0. In questo caso si puod scrivere
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[ sete—rrie = [ sorte -

essendo g(t —7) =0set < 7.
La trasformata di Laplace si comporta molto bene riguardo all’operazione
di convoluzione. Vale a proposito il seguente

Teorema 4.7.1 Siano f e g funzioni assolutamente trasformabili. Allora
e assolutamente trasformabile anche il loro prodotto di convoluzione f*g e
st ha

L{f*g} = L{f}L{g}-

Dimostrazione. Nelle uguaglianze che seguono facciamo uso dei teoremi di
Fubini-Tonelli. Tale uso ¢ giustificato grazie all’assoluta e uniforme conver-
genza degli integrali.

L{f*g}(s) = /0%o e (/Ot f(r)g(t =) dT) dt = //D e St f(r)g(t—7) dr dt =
/0 - < /T T et gt — ) dt> dr = /0 o < /O T k) () () du) i

+o0 too
/0 =5 f(r) dr / e=*ug(u) du = £{}(s) L{g}(s)

dove con D si ¢ indicato il dominio di integrazione:
D={(t,7)eR*: 7 <t}

L’assoluta traformabilita della f * g si vede in modo analogo. O

L’ascissa di convergenza del prodotto f * g € certamente minore o uguale
alla maggiore tra le ascisse di convergenza di f e g. Puo capitare pero che
sia strettamente minore di queste.

Esempio 4.7.1 Siano f(t) = ctu(t) e g(t) = (1 — t)u(t).

Siha /\g; = 1e ] = 0. D’altra parte fxg(t) fo (1— t+7’ dr = t. Dunque
AN =0 < max{)\f A}, Si noti che L{f}(s) = <15 e L{g}(s) =

pertanto L{f x g}(s) = =525 = % ¢ definita per s > 0.

52

Utilizzeremo la convoluzione per scoprire come si trasforma una primitiva
di una funzione.
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Teorema 4.7.2 Sia f una funzione trasformabile con trasformata F. Sia

o(t) := fg f(r)dr. Allora
L{6}(s) = ~F ().

Dimostrazione. E sufficiente osservare che o(t) = f = u(t) e applicare il
teorema 2.7.1. O

4.8 L’antitrasformata.

Affrontiamo ora il problema del passaggio dal dominio della frequenza al
dominio del tempo. Poiché non ¢ completamente chiaro quale sia il dominio
dell’operatore £ ne quale sia la sua immagine, non sembra facile la ricerca
di un’operatore inverso di £ in senso stretto.

E inoltre evidente che l'operatore £ non ¢ iniettivo perché essendo un ope-
ratore integrale non puo distinguere tra funzioni che differiscono soltanto
su un insieme di misura nulla.

Spesso viene usato il simbolo £~! come se fosse un operatore, senza pre-
cisare dominio e codominio. La situazione ricorda 1'uso del simbolo di
integrale indefinito | come operatore inverso dell’operatore di derivazione.
Una scrittura del tipo £L=1{F} = f si deve quindi intendere come “f & una
delle funzioni trasformabili tali che L{f} = F”.

Un enunciato del tipo “ L7{G+H} = L~Y{G}+ L {H} ” & da intendere
nel modo seguente: se L{f} = F e F = G + H, allora esistono g e h
trasformabili tali che L{g} = G, L{h} = H e g+ h = f.

La dimostrazione dei teoremi seguenti si puo dare utilizzando le trasformate
di Fourier. Il problema della ricerca dell’antitrasformata di Fourier & di piu
facile risoluzione che quello della ricerca dell’antitrasformata di Laplace.

Teorema 4.8.1 Siano f e g due funzioni trasformabili tali che L{f} =
L{g}. Allora f(t) = g(t) per quasi ogni t € R.

In particolare due funzioni continue hanno la stessa trasformata di Laplace
se e soltanto se sono uguali (dunque l'operatore L ristretto alle funzioni
continue ¢ iniettivo).

Esiste anche una formula che ci permette di risalire alla funzione f, nota la
sua trasformata F'.

Teorema 4.8.2 (Formula di Bromwich-Mellin o di Riemann-Fourier). Sia
f una funzione trasformabile con trasformata F e ascissa di convergenza
Xo. Detto v un qualsiasi numero reale tale che o > \g vale
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1

a+if .
t)=— 1l SUE(s)d

nei punti di continuita della f.

Nei punti di discontinuita bisogna tenere conto del salto e la formula diventa

DN | =

a+if3
[f(t+)+f(t‘)]=i lim / et F(s)ds.

271 B——4oc0 a—if

Per utilizzare la formula di Riemann-Fourier e necessario integrare una
funzione nel campo complesso lungo la retta verticale di equazione z = «
nel piano di Gauss. Tale retta prende il nome di retta di Bromwich. Si noti
che la formula non dipende dal valore di a purche sia a > Ag.

Esempio 4.8.1 Utilizziamo la formula di Riemann-Fourier per ricavare
Uantitrasformata della funzione F(s) = 1.

Dobbiamo calcolare I'integrale

a+iff st
(&
/ " ds.
a—1i S

Supponiamo dapprima ¢ < 0.

. st . . \ . . . . .
La funzione “— (nella variabile s) ¢ olomorfa in una regione discosta dall’origine.
est,

Per il teorema di Cauchy l'integrale della funzione lungo una curva

chiusa che non contiene 'origine ¢ nullo.

S

Consideriamo il circuito rappresentato in figura.

Sia [ fissato. Sia R il raggio di un cerchio di centro 'origine e passante per

i punti « —i8 e a+1i3. Sia I' 'arco di cerchio Re*¥ di estremi i punti v — 43
ea+if.

L’integrale calcolato lungo la retta di Bromwich sara dunque uguale all’opposto
dell’integrale lungo la curva I'.
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-

o+if

-R |

Se mostriamo che l'integrale della funzione % calcolato sulla curva I' &

nullo, abbiamo provato che f;fg % ds = 0.

Proveremo che ¢ nullo il contributo dato dai due archi di cerchio Re’® che
congiungono i punti @ — i e —tR, e i punti o + i e ¢R rispettivamente.
Sara quindi sufficiente dimostrare che & nullo I'integrale calcolato su tutto
il semicerchio Re® con -5 <9< 3.

Cominciamo con 'osservare che la lunghezza [(R) dell’arco che congiunge
i punti a + i8 e iR (uguale alla lunghezza dell’arco che congiunge i punti
a — i e —iR) ¢ limitata. Infatti, se indichiamo con ¥ I’angolo compreso
tra I'asse immaginario e la retta che congiunge ’origine con il punto o + i3
si osserva che R = %5 e la lunghezza dell’arco ¢ I[(R) = RV = %. Per
R — 400, cioe per ¢ — 0, questa lunghezza tende ad « ed € percio limitata.
Se s ¢ un punto dell’arco considerato si ha 0 < R(s) < a ed essendo t < 0

si ottiene tR(s) < 0, e quindi ™) < 1. Pertanto \%\ < 4 per ogni s

appartenente all’arco che stiamo studiando e il modulo dell’integrale

est
/ — ds
arco(a+iB,Ri) S

si puod maggiorare con @, che tende a zero per R — +o0.

Calcoliamo ora 'integrale sul semicerchio completo Re’® con -5 <p<

vl

Tale integrale &
5 Rt(cosptising) ]
/ ————— Rie*?dy

Ret®

s
2
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e il suo modulo & maggiorato da

3
/ ethos <pd<p

Sostituiamo la variabile ¢ = £ — 7. Si ottiene

/WeRtSinfdfz 2/5 eRtsingd€ < 2/5 em;zrtg _ l(@Rt _ 1)-
0 0 0 Rt

Per R — 400 l'integrale tende quindi a zero.

(Si ¢ usata la simmetria della funzione seno rispetto a § e la disuguaglianza
2¢ < sin€ valida per ogni £ € [0, 3] che ¢ giustificata dalla concavita della
funzione seno nell’intervallo [0, 7).

[ME]

Suppomamo ora t > 0. Per il teorema dei residui si ha che I'integrale della
funzione - su un circuito contenente ’origine & pari a 2mi moltiplicato per
il residuo nell origine, che € uguale a 1. Consideriamo il circuito seguente
(si faccia riferimento alla figura precedente). Come nel caso precedente
sceglieremo R in modo che il circolo di raggio R e di centro l'origine passi
per i punti a — i3 e a + i3. Questa volta pero considereremo 1’arco del
cerchio che si trova alla sinistra della retta di Bromwich. Indicando come
in precedenza con 1 l'’angolo compreso tra ’asse immaginario e la retta
che congiunge 'origine con il punto «a + i3, considereremo 1’arco di cerchio
Re®?, con g — < p< %774—19.

Anche in questo caso si vede facilmente che ¢ nullo il contributo dato dai
due archi di cerchio Re’# che congiungono i punti o — i3 a —iR e a+if a
iR rispettivamente.

Infatti come prima si osserva che la lunghezza I(R) dei due archi & limitata,
ed essendo RN(s) < a e t > 0, il modulo dell’integrale

est
/ —ds
arco(a+iB,Ri) S

si maggiora con I(R) % 7> che tende a zero per R — +o0.
Calcoliamo infine l'integrale lungo il semicerchio contenuto nel semipiano
R(s) < 0.

Il modulo dell’integrale
r eRt(cos p+isin @)

- i
Toeiv Rie**dp

o

si maggiora con

e

s

I,

s
ethos "’d(p — / e—Rt singdg
0
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dove si ¢ fatta la sostituzione § = ¢ — 7.

In modo simile a quanto fatto per il caso t < 0 si osserva che quest’ultimo
integrale tende a 0 per R — +o0.

Concludiamo dunque che 'unico contributo non nullo all’integrale sul cir-

atif e

cuito chiuso & quello dato da fa 8 2 ds che pertanto risulta essere uguale

a 2mi. Dividendo per 27i come richiesto dalla formula si ottiene in definitiva

0 set<O

1
= I g = = { .
1= 2mi Birfw a—if S 1 set>0

Dunque f(¢) = u(t) come previsto. Si noti che per ¢ = 0 la formula fornisce
| 1 [ 1
f(0)=— lim —ds-—_ idﬁzQ

278 f—too Jo_ig S 2m

che & uguale a 3[u(07) +u(07)].

Come si e visto dall’esempio precedente il calcolo diretto dell’antitrasformata
mediante 'uso della formula di Bromwich-Mellin Riemann-Fourier non &
facile. Fortunatamente in molti casi ¢ possibile trovare I'antitrasformata di
una funzione assegnata utilizzando opportuni artifici e tenendo presente le
formule delle trasformate di uso pitu frequente.

4.9 Calcolo dell’antitrasformata mediante
artifici. Funzioni razionali.

Esempio 4.9.1 Si trovi una funzione f tale che L{f}(s) = s_%gefss.

Ricordando la formula del ritardo 4.8 e 'esempio 4.5.3 si ottiene

1
5+9

1
w(t) — = e u(t) —» ——:; e 2Dyt —5) o 750
)= 2 e ult) - — (t—5)
Si ponga attenzione al fatto che la funzione trovata ¢ nulla per ¢ < 5. La

funzione g(t) = e=?(=5) non & un’antitrasformata della funzione assegnata,

infatti £{g}(s) = L{e*®e %} (s) = e*® lerQ

Esempio 4.9.2 Si trovi una funzione f tale che L{f}(s) = wa.
Ricordando la formula per la trasformata del seno sin wt — 7157 escrivendo

F(s)=2 52+32 si ottiene f(t) = 2 sin3t.

Esempio 4.9.3 Si trovi una funzione f tale che L{f}(s) = i;i}l
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Scriviamo F(s) = 357357 + %ﬁ da cui f(t) = 3cos2t + % sin2t.

E possibile calcolare I'antitrasformata di una qualsiasi funzione razionale
del tipo F(s) = Jggbg dove il grado del numeratore N e strettamente
inferiore al grado del denominatore D, utilizzando la decomposizione in

frazioni semplici. Siano ai, s, ...qa, gli zeri di D e siano kq, ke, ...k, le

rispettive molteplicita. Esistono allora dei coeﬁcienti A%, A2 Alfl7 Al
. Ak
A%""""7A’}L""7Af7,n tah CheF( ) (8 a1)+(s a1)2+ +(§ al)kl +

Al AL Akn
—(s_fm) RARR o iy S SR

s—ap)kn
funzione F' si riduce quindi al calcolo dell’antitrasformata dei singoli ad-

dendi.
Ricordando 'esempio 4.5.2 si ha che L{t*u(t)} = jﬁ percio 'antitrasformata

Il calcolo dell’antitrasformata della

. 1 N
dlme

(n—1)!
In definitiva 'antitrasformata della funzione F' si potra scrivere come

n q J

ZZ Az tj lat

i=1 j:l

Esempio 4.9.4 Si trovi una funzione f tale che L{f}(s) = W'

Decomponiamo la funzione F' in frazioni semplici. Avremo

1 A, B C

—_— =t —+ —. 4.11
s(s+6)2 5+5+6+(s+6)2 (4.11)

Per calcolare i coefficienti si puo procedere in diversi modi. Ad esempio si
puo risolvere I’equazione

A(s+6)> 4+ Bs(s +6) +Cs =1

che si riduce al sistema

A+B=0
12A4+6B+C=0 ;
36A=1
1 _ 1 _ 1
da cui si rlcavaA—%,B —35.C=—5-

Un altro metodo ¢ quello di moltiplicare la 4.11 per s da cui si ottiene

S S
F(s)=A+B .
SFe) = A+ B s+ e
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Si avra allora

A= hH(l) sF(s)
AN 1 . N . SRTIRN
ciot A = 55. In modo analogo si puo calcolare C'. Si moltiplichi la 4.11 per
(s + 6)?; si ottiene
(s +6)?

(s +6)*F(s) = A + B(s+6)+ C.

S

Si avra allora
C = lim (s 4+ 6)*F(s)

s——6

e quindi C = —%. Per ottenere B dobbiamo calcolare la derivata della

funzione (s + 6)2F(s). Si avra allora

(s 467F(s) = (s+6). ] + B

e quindi
.d 2
B= 82@6 E(S +6)°F(s),

nel nostro caso B = f%.

In generale sia a; una radice di molteplicita k;. Per determinare i coefficienti
Afi, Aki=t o Aki=d o ARi=(ki=D) = Al rigpettivamente relativi alle

- 1 1 1 1 .
frazioni Gma)F? Gmai)Fi=Tr ©* (sman)Fi=71 ** 0 (s—ay) S POSSONO usare le

formule

Ak = lim (s — a;)* F(s);

AR = tim (s - 00) F(5)

“ey

1 &

AT = 7 lim 25 {(s = a) P (s));
1 dki—1 N
Al = lim [(s — )k F(s)]. (4.12)

(1)1 28, T

Non sempre pero 'uso di tali formule € agevole e talvolta € piu conveniente
ricorrere a metodi diretti.

Se il polinomio al denominatore ha zeri non reali e la funzione F & reale
i coefficienti relativi alle coppie di zeri coniugati sono anch’essi tra loro
coniugati. Questa osservazione permette spesso di diminuire i tempi di
calcolo.
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Esempio 4.9.5 Si trovi un’antitrasformata della funzione F(s) =

Si puo scrivere

A N B N c N D
Cos—i o (s—9)2  s+i (s+i)?

Usiamo ad esempio la formula 4.12 :

d (s —i)? s—1 _ 1 9 s—1
ds (s24+1)2|  (s+1)2 (s+14)3"

Calcolando il lim,_,; si ottiene A =

s—1
Calcoliamo ora B = lim — =
s—1 (S + 2)2 4
Non & necessario calcolare C' e D, infatti grazie all’osservazione fatta sap-

piamocheC:Z:—ﬁ eD=B= %.
Avremo allora

i
1
—1

o 1—d T B 1 1 1
flit)y= ie” + T%te” - %e‘” + %te_” =—3 sint + §tsint + itcost.

Il caso piu semplice & quello in cui ogni zero ha molteplicita 1. In questo

caso i coefficienti A} sono esattamente i residui della funzione F = & nel

punto. Ricordando la formula per il calcolo dei residui di una funzione
N(a;)
D’ (ci)?

razionale in un polo semplice oy, R(F;a;) = si ottiene la seguente

formula, nota come formula di Heaviside :

Teorema 4.9.1 (Formula di Heaviside) Sia F(s) = gé:; una funzione
razionale dove il grado del denominatore é maggiore del grado del numera-
tore, e supponiamo che D abbia soltanto zeri semplici a1, oo, . .., ax. Allora

un’antitrasformata della F ¢

k
oS (Z jj,%;? ) u(?).

i=1

~

Vale una versione della formula di Heaviside anche nel caso in cui gli zeri
abbiano molteplicita maggiore di uno, ma la sua applicazione non ¢ molto
agevole. In questo caso la formula diventa

k
f) = <Z R (F(s)e™; ozi)) u(t).
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Esempio 4.9.6 Si trovi un’antitrasformata della funzione

1

F(s) = st — 53 4452 — 45’

Gli zeri del denominatore sono tutti semplici: 0,1, 2, —2:. La derivata del
denominatore ¢ 4s® — 352 + 8s — 4. Utilizzando la formula di Heaviside si
ottiene

Lo 142y 120y,

f) = (- + 3¢ Ju(t) =

40 40
1 1 1 1
— (_Z + get + 20 cos 2t + 0 sin 2t)u(t).

4.10 Applicazioni alle equazioni differenziali
ordinarie.

Sia dato un problema di Cauchy relativo ad un’equazione differenziale or-
dinaria lineare di ordine n a coefficienti costanti, con punto iniziale in 0.
Tale problema si puo scrivere come

YU () + ooy + L+ coy(t) = f(2)
y(0) = yo
y'(0) =mn
y(n—l)(o) = Yn—-1
Applichiamo l'operatore di Laplace all’equazione
Y™ () + oy V@) o+ coy(t) = F(1).

Otteniamo, grazie al corollario 2.6.1 e usando le condizioni iniziali,

s"Y(s) — s" " tyg — 8"y — oo — Y1t
Fen 1[s"TY(8) = 8" 2yg — oo — Yna] + ...+ oY (s) = F(s).
Poniamo 1
R2(s) = n—1
S+ Cp—18 +...+c1s+ ¢
e

Ri(s) = Ra(s) [yo(s"_l +Cn18" 2 e os" P4 4+
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(8" P eno18" P+ o) o Ynea(S+ Cum1) Y]

Si ottiene allora
Y (s) = Ri(s) + F(s)Ra(s).

Per ottenere la soluzione del problema possiamo antitrasformare. Poiché
Ry e Ry sono funzioni razionali in cui il denominatore ha sempre grado
maggiore del numeratore, possiamo calcolare le antitrasformate r; e ro.
Ricordando inoltre il teorema 4.7.1 sulla trasformata del prodotto di con-
voluzione si potra scrivere

y(t) = rit) + 72 = (D).
Supponiamo ora che I'equazione sia omogenea, cio¢ che f(t) = 0. In questo
caso la soluzione si riduce a y(t) = r1(t). Tale soluzione si dice la risposta
libera del problema.
Se invece ’equazione ¢ completa ma le condizioni iniziali sono tutte nulle,
cioe se Yo = y1 = ... = Yn—1 = 0 la soluzione si riduce a y(t) = ro * f(t).
Tale soluzione si dice la risposta forzata del problema.
La soluzione del problema generale risulta dunque essere somma della risposta
libera e della risposta forzata.

Esempio 4.10.1
2+ 3z +2x =¢€'

z(0)=0
2'(0)=1
Trasformando si ottiene
1
$2X —0—1+3(sX —0)+2X = :
s —
e quindi X = (5 35 : N1 Decomponendo in frazioni semplici si
ottiene

1 1 2 1 +1 1
6s—1 3s+2 2s+1

X =

e antitrasformando si ha

r = let - ge*% + 1e*t.
6 3 2
Naturalmente un problema di questo tipo puo essere risolto in modo molto
semplice considerando ’equazione caratteristica associata all’equazione, trovando
le soluzioni dell’equazione omogenea e infine una soluzione particolare dell’equazione
completa. Se pero il termine noto f(z) non & una funzione continua, tali
tecniche non sono utilizzabili.
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Esempio 4.10.2 Sia

1  sete]|0,1)

0 set <0 oppuret > 2
-]
-1 setell,?2]

si risolva il problema

.rll+l':f
z(0) =0
2(0)=0

La funzione f si puo scrivere utilizzando la funzione di Heaviside come
f@) = u(t) — 2u(t — 1) + u(t — 2). Calcoliamo Ry(s) = H% La sua
antitrasformata ¢ r9(t) = sint. Poiché le condizioni iniziali sono nulle la
soluzione del problema ¢ la risposta forzata x(t) = ro * f(t) = sint x f(t).
Otteniamo allora

x(t) :/0 ft —71)sintdr =

_ (/Ot side) u(t)—2 (/OH sin7’dr> u(t—1)+</0t_2 sin TdT) u(t—2) =

= (1 —cost)u(t) —2(1 — cos(t — 1))u(t — 1) + (1 — cos(t — 2))u(t — 2).

In modo simile si possono risolvere anche sistemi lineari del tipo ' = Az+f,
dove x & un vettore (colonna) di R™, A & una matrice nxn e f & una funzione
vettoriale in n componenti. Un tale problema puo sempre essere ricondotto
ad un problema in un’unica equazione di ordine n, ma puo anche essere
risolto direttamente.

Esempio 4.10.3

Trasformando direttamente il sistema, si ottiene

{ sX —-1=2Y
sY =4X =27
e, risolvendo il sistema algebrico,
- s+2
524 25—8
4

T s2425—8
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da cui z(t) = 2e?' + fe M e y(t) = e — 271,

Concludiamo con un esempio di applicazione della trasformata di Laplace
ad un’equazione integrale.

Esempio 4.10.4 Si risolva l’equazione

t
y(t) = cost + / (t—1)y(r)dr
0
pert > 0.
L’equazione proposta si puo scrivere come
y(t) = cost + t x y(t).

Trasformando si ha

s 1
YE =rrat @'l
da cui
3
Y —
)= e D
e quindi
1 1 1 1 1
Y(s) =~ ,
4\s—1 s+1 s—i s+i
e in definitiva
Ly —t it —it 1
y(t) = 1 (et+et+e+e ™) = E(Cosht—l—cost).

4.11 Applicazioni ai circuiti elettrici

Consideriamo un circuito elettrico nel quale sono inseriti, in serie, una re-
sistenza R, una capacita C, un’induttanza L, una forza elettromotrice V e
un interruttore. Indichiamo con i(t) la corrente che percorre il circuito e
con ¢(t) la carica del condensatore all’istante ¢. Consideriamo come istante
iniziale t; = 0 l'istante in cui viene chiuso l'interruttore e indichiamo con
qo la carica iniziale del condensatore. Avremo allora

qw=%+4wﬂw

L’equazione di equilibrio ¢
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di 1
L =) t
dt+Rz+C qt)=v() t>0
che si puo anche scrivere
L +R +C/ dT—l——:v(t) t>0. (4.13)

Supponiamo di voler calcolare la corrente i(t). Se la tensione v(t) ¢ una
funzione differenziabile I’equazione 4.13 puo essere differenziata a membro a
membro e si ottiene un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine

1
Li" + Ra' + —ax =
C
Spesso accade pero che la funzione v non sia neppure continua; in questo
caso si puo applicare direttamente I'operatore di Laplace all’equazione in-
tegrodifferenziale 4.13. Poiché i(0") = 0 e ricordando il teorema 4.7.2 si
ottiene

sLI(s)+ RI(s) + %I(s) + %qo =V(s),

da cui
V(s) _ Q)

I(s) = .
(s) sSL+R+ L  sC(L+R+ %)

LN _ 1
La quantita T(s) = SR
circuito RLC e si chiama ammettenza di trasferimento. Potremo allora
scrivere

dipende soltanto dalle caratterisitiche del

I(s) =T(s)V(s) - @T( 5)- (4.14)

Supponiamo ora di conoscere la corrente e di voler calcolare la tensione.
Dalla 4.14 si ottiene

La funzione reciproca dell’ammettenza di trasferimento ﬁ =sL+R+ %
si chiama impedenza di trasferimento.

Esempio 4.11.1 Determinare la corrente che percorre un circuito RLC
nel quale R =29, C = LF, L=1H, qo =0, v(t) = e "
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Calcoliamo 'ammettenza di trasferimento:

1 S

:sL+R+% T 2425+ 17

T(s)

Si ha I(s) = T(s)V(s) e poiché V(s) = -5 si ottiene, decomponendo in

frazioni semplici,

A N B N C
s+2 s+1—-4i s+1+4+4i

I(s) =

Calcolando i coefficienti si ottiene

2 1 15 . 1

I(s) = — 2 IR
e i s v e s

PRI N S SR B
136 s+ 1+4i  17s+1—4i  17s+1+4i

e antitrasformando

2 15 2
i(t) = 71—767% + @e*t sin 4t + 1—7ff1t cos 4t.

Un altro metodo per ottenere lo stesso risultato e quello di utilizzare il
teorema sul prodotto di convoluzione. Si ha infatti

i=L"YT}*v.
Per calcolare velocemente ’antitrasformata di T si puo scrivere

s _ s _ s+1 1 4
$24+25+17  (s+1)2+16 (s+1)24+16 4(s+1)2+16

T(s) =

e pertanto

1
L7HTY(t) = et cos4t — Ze_t sin 4¢.

Otteniamo infine
K 1
i(t) = / (e77 cosdT — ZG_T sindr)e 2" dr =
0

2 1 1 2
= —1—76_2t + (Z - ﬁ)e_tsinélt + 1—7€_tCOS4t.
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4.12 Applicazioni alle equazioni alle derivate
parziali.

La trasformata di Laplace & uno strumento molto utile anche nello stu-
dio delle equazioni alle derivate parziali. Considereremo funzioni in due
variabili del tipo f(z,t), definite su opportuni sottoinsiemi  C R? del
tipo 2 = A x R. Le funzioni si supporranno sempre nulle per ogni va-
lore di « se t < 0. In questo modo sara possibile considerare la trasfor-
mazione rispetto alla variabile ¢, considerando = come un parametro. Si
avra dunque L{f(z,t)}(x,s) = 0+OO e stf(x,t)dt = F(x,s). Per quanto
riguarda le derivate si avra

L)) = 5F () — 72, 0%),

mentre

i) o0 A 4
cgghor= [ e tptan g [ = g

Naturalmente si e implicitamente supposto che sia lecito il passaggio del
segno di derivata fuori dal segno integrale.
Vediamo un semplice esempio.

Esempio 4.12.1 Si consideri il problema alle derivate parziali:

Ou _ Ou,
dr ~ ot’
u(z,0") = z; (4.15)
u(0,t) = t.

Si vuole cio¢ trovare una funzione u(z,t) definita su un opportuno dominio

0 0
di R2, che soddisfa I’equazione 8_u = 8_1;
x
1im+ u(z,t) = x per ogni z, e soddisfa la condizione al contorno u(0,t) =
t—0

t per ogni t. Applicando I'operatore di Laplace all’equazione si ottiene
I’equazione trasformata:

, soddisfa la condizione iniziale

ou
_ +
%(x,s) =sU(z,s) —u(z,07).
Questa ¢ un’equazione differenziale ordinaria lineare del primo ordine nella
variabile z, nella quale s appare come parametro; la condizione iniziale

impone u(x,0") = x, dunque si ottiene I’'equazione
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dU
E(m) =sU(z) —x,

che ha per soluzione la famiglia di funzioni

z 1
U(z) =ce® + — + —.
(z) -t
Il parametro ¢ € costante rispetto a x, ma puo ben dipendere da s. Le
funzioni che otteniamo sono dunque del tipo

T 1
— sx e —
Ul(zx,s) =c(s)e’” + . + =2

t, trasformata, diventa U(0,s) = S%, da cui si

La condizione u(0,t) =
£ + L e antitrasformando u(z,t) = z + t.

ottiene U(z,s) = %
Vediamo ora un esempio di applicazione delle traformate di Laplace all’equazione
della corda vibrante.

Esempio 4.12.2 Si consideri il problema alle derivate parziali:

02 9?
a—tg;:az@—g;:g x>0,t>0;
y(@,0") = 0;

%(w, 0) = 0; (4.16)

y(O,t) = f(t) (f(O) = 0);
lim y(x,t) =0.

r——+00

L’equazione rappresenta il moto lungo lasse y y(x,t) di un punto di una
corda di posizione x al tempo ¢, corda inizialmente ferma lungo l'asse x
nella quale viene mosso lestremo sinistro secondo l'andamento f(t). 1l

parametro reale positivo a rappresenta la radice quadrata del rapporto tra

la tensione della corda e la densita lineare della massa a = %.

L’equazione trasformata, imponendo le condizioni iniziali, si riduce ad un’equazione
ordinaria lineare del secondo ordine:

e
2y 2
s’Y =a w

La soluzione generale di tale equazione &

Y (z,5) = cre”a® + ¢o(s)ea”.
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Imponendo le condizioni al contorno si ottiene la soluzione
Y (x,5) = F(s)es*.

Antitrasformando, tenendo presente la formula della funzione traslata 4.8,

si ottiene
o =1 (= 2)u(1-5).

La soluzione ci dice che la corda resta ferma nel tempo z per un tempo
xZT

pari a 2, dopodiché esibisce nel punto lo stesso moto che viene impresso
nell’estremo sinistro della corda.

Il seguente esempio considera ’equazione del calore su un filo infinito.

Esempio 4.12.3 Si consideri il problema alle derivate parziali:

ot 0x?
u(z,0) =0 (4.17)
u(0,1) = ¢(t)

lim w(z,t) =0.

Tr——+00

=0 per0<z < +ooet>0

L’equazione rappresenta il flusso di calore in un filo infinito. La funzione
u(x,t) rappresenta la temperatura nel punto z al tempo ¢. La temperatura
iniziale & nulla su tutto il filo. La temperatura nell’estremo sinistro viene
modificata nel tempo secondo la legge ¢(t).

Trasformando parzialmente secondo la variabile ¢ si ottiene

sU(x,s) — %ﬂg,s)
U(0,s) = ®(s)

li =
Jm U(z,s)=0

=0

Le soluzioni dell’equazione ordinaria lineare
sy(z) —y"(z) =0

sono del tipo
y(z) = aeVsE 4 bef‘/gz;

cioe U(z,s) = aeV** + be~V**. Applicando la condizione iniziale U (0, s) =
®(s) si ottiene a + b = ®(s). D’altra parte, essendo limy,_, 1o U(z,s) =0
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necessariamente ¢ a = 0 e quindi b = ®(s) e U(x,s) = @(s)e—\/gw. La
nostra soluzione sara percio

w(z,t) = o x L7 {e V5 LH(2).

Non ci resta che calcolare I'antitrasformata della funzione F(s) = e~V*%,
Ricordando la formula di Riemann-Fourier si ha

ki) v
t — lim estem Vs s,
f( ) 21 /\~>+oo/

Supporremo ¢ > 0 (nel caso opposto il calcolo & semplice).

Si noti che la funzione e~ V** & polidroma avendo un punto di diramazione
in 0. Effettuiamo 0percib un “taglio” nel semiasse reale negativo. Avremo
allora /s = \/ﬁe% se s = pe'”. Consideriamo un circuito che comprende
il segmento [k — iR, k + iR}, 'archetto di raccordo Sy, I’arco di cerchio nel
secondo quadrante Cr, = {Re™ : 7 <9 < 7}, il segmento lungo il taglio

nel secondo quadrante 'y = [~ R, —¢], il circoletto di raggio € C. = {ec®” :
m > 9 > —mw}, il segmento lungo il taglio nel terzo quadrante [—e, —R],
I'arco di cerchio nel terzo quadrante Cr, = {Re' : —1 < 9 < -2}

I’archetto di raccordo Ss.

Su |
Cr1 _ﬁ k+iR
c |
I €
- A >
[ v Ik

Lungo gli archetti Sy e S il contributo ¢ infinitesimo per R — +oo. Infatti,
se s €51 0s€ 8?sihaR(s) <aeR(Vs) > p%. Pertanto il modulo di

st—:L'\/E . . at— =22 T . .

e Sl magglora con e V2 una quantita infinitesima per p — 4oc.
L’integrale calcolato nel circoletto C. & invece infinitesimo per ¢ — 0T
essendo

. W0y fepit. .
hm+ e eV T T il g — ().
e—0
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Lungo gli archi C'r, e Cg, il contributo ¢ pure infinitesimo per R — +o0.
Vediamo ad esempio il caso ¢t > 0 sull’arco C'g,. Il modulo della funzione
integranda sul cerchio Cg, si puo scrivere nella forma eftcosV—vpz cos g; e
7 <9 <. Ora, se %7‘(‘ < 9 < 7 sihacost < —% e cos(g) > 0, percio

_ 9 —ptL . .
epteosV=ypreoss < 7V Se invece T < 9 < 2 si ha cos? < 0 ma

cos(2) > cos(31) > @ Dunque si conclude che uniformemente rispetto a

¥ si ha epteosV—vprcos § < max{e VPV3, e Vi }. Percid il modulo & infinite-
simo per p — 4o00. In modo simile si ragiona nell’altro caso.

Valutiamo i contributi lungo i segmenti I'; e I's.

Lungo il segmento I'y Pargomento di s & 7, dunque s = —p, \/s = \/pi
avendo posto p := |s|. Si ottiene allora

+o0 )
/ e Ple™WPdp,
0

Lungo il segmento I'; I'argomento di s ¢ —m, dunque s = —p, /s = —/pi.
Si ottiene allora

+oo
f/ e*ptei‘/mdp.
0

Dunque
1 ki) 1 400 ‘ +00 A
—— lim / eSte™ Vs — - {/ e*pte*“/mdp 7/ eptez\/’jxdp] =
2m A—+oo Jp_in 2m | Jo 0
= 1 /+°° 67’”l (ei pr _ ot pz) dp = 1 /+OO e Pt sin(y/pz)dp =
™ Jo 21 ™ Jo
2

e mediante la sostituzione p = u
2

00 T
=— ue” " " sin(ux)du.
T Jo

Per calcolare 1'ultimo integrale si puo procedere nel modo seguente:

+oo 2 1 2 Foo
I(z,t) = / ue™ " ' sin(ux)du = [——6_“ t Sin(ux)} +
0 2t 0
+oo —+oo
2 et cos(uz)du ’ et cos(ux)du.

2t Jo "2t
Derivando rispetto a z la funzione 2£1(x,t) si ottiene

+o0 5
4 (I(x,t)§> = 7/ ue " sin(ux)du = —1(z,t);
d X 0

X
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cioe
dl 2t 2t 7
dzr © 2
da cui
1dI 1 T
Ide 2 2t

e integrando
22
I(z,t) = A(t)ze .
Per determinare A(t) osserviamo che
dI o2 z o2
YA : ,
dx

e quindi 4£(0,¢) = A(t). D’altra parte

dI oo
= / uZe vt cos(uz)du
0

yi
eperx =0
dl Feo
—(0,t) = / we " tdy =
dx 0
e TN T
2t 0 0 2t 4t/
cioe A(t) = T\/Et e
22
I(x,t) = VT xe i
NG
Si ottiene allora
f(t) = e
2/mts
e la soluzione del problema e
€T 2

u(x,t) = * —— e T
(z,t) =¢ N

4.13 1l comportamento asintotico della trasfor-
mata.

In molti casi ¢ difficile o addirittura impossibile calcolare esplicitamente la
trasformata o 'antitrasformata di una funzione assegnata. Risulta quindi
molto utile poter studiare alcune proprieta della funzione trasformata F
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utilizzando la conoscenza della funzione f o, viceversa, poter studiare al-
cune proprieta della funzione f utilizzando proprieta note della funzione
trasformata F', senza ricorrere al calcolo esplicito delle funzioni che inte-
ressano. Un teorema che ci da informazioni sulla funzione trasformata F,
assumendo note le proprieta della funzione f si dice teorema abeliano.

Un teorema che ci da informazioni sulla funzione f, assumendo note le
proprieta della funzione trasformata F' si dice teorema tauberiano.

Un primo esempio di teorema abeliano puo essere considerato il teorema 4.4.4.
Un altro teorema abeliano e il seguente:

Teorema 4.13.1 Sia f una funzione trasformabile e supponiamo che esi-
sta ltlim f(t); allora esiste anche il lim+ sF(s) (supponiamo per comoditd
— 00 s—0

s€R) e vale
lim sF(s) = lim f(t).

s—0t t—-4o00

Se esiste lirél+ f(t) allora esiste anche il lim sF(s) e vale (con s € R)
t—

s——+o0

li F(s)= 1l .

L oFle) = i )

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema nell’ipotesi aggiuntiva in cui la

funzione f sia derivabile su ]0,+oo[ e la funzione f’ sia assolutamente

trasformabile. Supponiamo che esista tlim f(t) e proviamo che esiste pure
—00

lim+ sF(s).
s—0
Si ha per il Teorema 4.6.1 L{f'} = sF(s) — f(0"), da cui

Jim £{7'}s) = lim sF(s) = f(0)

s—0t

Usando la definizione di trasformata si ottiene anche

lim £{f}(s) = lim o e S (t) dt =
0

s—0t s—0t

t——+o0

:/0+Oo lim e f/(0dt = lim f(1) — f(0F);

da cui la tesi, purché si possa giustificare il passaggio del limite sotto il segno
integrale. Per fare cio ricorreremo al teorema della convergenza dominata
di Lebesgue. Sia Ay l’ascissa di assoluta convergenza della f’. Sia A >
Mo e si ponga g(t) = e |f'(t)|. Poiche la funzione f’ ¢ assolutamente
trasformabile la funzione g(t) ¢ integrabile su [\, +oo] e domina la funzione
e St f(t) (cioe e stf'(t)| < g(t) se s > \). Per il teorema di convergenza
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dominata di Lebesgue si puo portare il segno di limite all’interno del segno
integrale.
Supponiamo ora che esista lim f(¢). Sempre nell’ipotesi semplificata si

t—0+
avra
lim sF(s) = lim L{f'(t)}(s) + f(07) = f(0O7);
S§— 100 t—
tenendo conto del Teorema 4.4.4 applicato alla funzione f. O

Il teorema 4.13.1 ci permette tra l’altro di calcolare . ligl flt)e lim+ f)
—+o0 t—0

utilizzando le trasformate se € noto che tali limiti esistono. Questo puo

essere molto importante se ad esempio la funzione f e la soluzione di un’

equazione differenziale. Si noti pero che la conoscenza a priori dell’esistenza

del limite ¢ essenziale. Ad esempio si consideri la funzione f(t) = sent. La

trasformata di f & F(s) = # e quindi 61ir(r)1+ sF(s) = 0, mentre non esiste
—

lm f(¢).

t——+oo

Es.empi.o 4.13.1 Sia F(s) = ét(i”;ii) Si trovino f(0) e f'(0), supposti
esistentt.

Poiché supponiamo esistenti f(0%) e f/(07) si pud applicare il Teorema 4.13.1.
Si ha allora

. . . tanh s
Jm f8) = lim sF(s) = lm ooy =
Inoltre L{f'} = sF — f(0) = %, pertanto
. Fn N stanhs

Dunque f(0) = f/(0) = 0.

4.14 Esercizi

Esercizio 4.14.1 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione
F(t) =13,

(Sol. \/Z.)

Esercizio 4.14.2 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione

f®)=n sen—1<t<nperneN.
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Esercizio 4.14.3 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione
£t = (-1
dove [t] = min{n € N: ¢t > n} ¢ la parte intera di t (onda quadra).

Esercizio 4.14.4 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione f(t)
rappresentata in figura (onda triangolare):

AN 7
\/>

2a 4a
(Sol. F(s) = % tanh $).

Esercizio 4.14.5 Si calcoli lantitrasformata della funzione

1
F(s)zm con a € R.

(Sol. f(t) = 555 (7 — et cos(2V/3t) + V3eFtsin(£1/3t)).)

Esercizio 4.14.6 Si calcoli l'antitrasformata della funzione

F(s) = con a € R.

(Sol. f(t)=(t—a)u(t—a).)
Esercizio 4.14.7 Si calcoli l'antitrasformata della funzione

s2+3

Fe) = stz

(Sol. f(t)=e"" (t(—3 cost —sint) + 3 sint).)
Esercizio 4.14.8 Si calcoli l'antitrasformata della funzione

F(s) = arctcm(é).

(Sol. f(t) = szt )
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Esercizio 4.14.9 Si calcoli l'antitrasformata della funzione

241
(s+2)(s—3)°

(Sol. f(t) = 1(e3" +e 2 —2cost).)

F(s)=1In

Esercizio 4.14.10 Si calcoli l’antitrasformata della funzione

1

RNz

et Vi —u?
(Sol. f(t) = % Jo e du).
Esercizio 4.14.11 Si calcolino le antitrasformate delle funzioni

s(14e73%)

Fls) = 52 + w2
s(1+4e73%)
(1—e39%)(s2+72)

(Sol. g(t)|k,k+3) = cosmt per k € N) .

G(s) =

Esercizio 4.14.12 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema

2" + 4z’ + 13z = te™t;
x(0) = 0;
z'(0) = 2.
(Sol. x(t) = g5((5t — 1)e~" + e~ (cos 3t + 32sin3t)).)

Esercizio 4.14.13 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema

=@ 4 82" + 162 = 0;
2(0) = 2(0) = 2"(0) = 0;
z"(0) = 1.

(Sol. x(t) = 1= (sin2t — 2t cos 2t).)

Esercizio 4.14.14 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema

{x/// + 22" + 2 = f(t);
z(0) = 2'(0) = 2”(0) = 0.

dove f(t) éuna funzione assegnata. (Sol. x(t) = fg[1—(1+t—u)e*(t’”)]f(u)du.)
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Esercizio 4.14.15 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema
" +tx' + 2 =0;

z(0) = 1;
2'(0) = 0.

(Sol. z(t) = e%ﬁ.)

Esercizio 4.14.16 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema

= —dx —y+e
Y = —2y;

z(0) = y(0) =0
(Sol. x(t) = —2e7 3t + Ste™3 + Le7tiy(t) = —2e73 — Lte™3 + Le 1))

Negli esercizi che seguono si chiede di risolvere un circuito di equazione

di 1

LY L Ri+ —q(t) = e(t):

{ TR+ () = e(t);
i(0) = 0

con ¢(0) = 0.

Esercizio 4.14.17 L=1,R=0,C = 1074

e(t)i{loo se 0 <t<2m
10 set > 2w

(Sol. i(t) = (1 — u(t — 27)) sin 100¢ ).
Esercizio 4.14.18 L =1, R =100,C =4 10~%;

e(t):{sOt se0<t<1y;
0 set>1 ’

(Sol. i(t) = &[(1—e™2)2 — u(t — 1)(1 + 98e~20(t=1) — 99e—100(t=1)y] )

Esercizio 4.14.19 Una massa di peso unitario é attaccata ad una molla
leggera che viene tesa di 1 metro da una forza di 4 kg. La massa é ini-
zialmente a riposo nella sua posizione di equilibrio. All’istante t = 0 una
forza esterna f(t) = cos(2t) viene applicata alla massa, ma al tempo t = 2w
la forza viene spenta istantaneamente. Si trovi la funzione posizione x(t)
della massa. (Il problema si traduce nell’equazione x” + 4x = f(t);2(0) =
2'(0)=0).

(Sol. x(t) = Ltsin2t set < 2m e x(t) = Tsin2t set > 2m.)



