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Capitolo 1

Funzioni di una variabile complessa

1.1 Piano e sfera complessi. Continuita.

Ricordiamo che un numero complesso, nella sua forma algebrica, si scrive z = x + iy, con x,y € R,
dove 4 & I'unitd immaginaria, tale che 2 = —1. Rappresentando la parte reale di z, Rz, sull’asse
x e il coefficiente dell’immaginario, Sz, sull’asse y, ogni numero complesso z individua un unico
punto di un piano cartesiano Ozy e, viceversa, ogni punto individua un unico numero complesso.
Il piano cartesiano, quando lo si pensi luogo della rappresentazione dei numeri complessi, si dice il
piano di Gauss.

E noto che un numero complesso si pud rappresentare anche in forma trigonometrica: z = pe'?,
dove p e il modulo di z e 8 il suo argomento o anomalia. p € un numero reale non negativo e 6 € un
numero reale che ogni z # (0 individua a meno di multipli di 2.

Il legame tra x, y e p, 8 e il seguente: dati x e y si ottengono p e 6 dalle equazioni:

— 2 L2 — z ng = y
p= x+y,cos€-\/m, sme—m . (1.1)

Dati p e 6, x e y si ottengono da x = pcosf, y = psinb.

p e 0 si possono interpretare come le coordinate polari del punto rappresentativo di z nel piano di
Argand — Gauss!

Conviene pensare che il piano complesso C sia dotato di un unico punto all’infinito, che verra
indicato con z = oo.

! Jean Robert Argand (1768-1822); Carl Friedrich Gau8 (1777-1855). GauB uso per la prima volta la rappresenta-
zione dei numeri complessi come punti del piano, nella sua tesi nel 1799; aveva scoperto questa rappresentazione nel
1797. Caspar Wessel uso la rappresentazione in una memoria presentata all’Accademia danese delle Scienze nel 1797,
pubblicata nel 1798-99. Argand la propose nel suo “Essai sur une maniere de représenter les quantités imaginaires
dans les constructions géométriques nel 1806. Infine a Gauf si deve il nome di “numeri complessi (1831), Werke, II,
pag. 102.



2 CAPITOLO 1. FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA

Intorno di un punto zy € C ¢ ogni insieme U che contiene una sfera aperta (o palla o disco) avente
centro in zg e raggio 7 > 0: U ¢ intorno di 2 se esiste r > 0 tale che ST, = {2 € C: [z—2| <7} C U.
Un intorno di co € ogni soprainsieme di S%_ = {z : |z| > r}.

Il fatto che C si pensi dotato di un unico punto all’infinito, puo essere giustificato, rappresentando
i punti del piano complesso mediante una proiezione stereografica sulla superficie di una sfera, che
diremo sfera complessa o di Riemann.

Prendiamo dunque una sfera di centro l'origine e raggio 1, riferita a coordinate cartesiane &, 7, C.
Proiettiamo i suoi punti dal polo nord della sfera stessa, N = (0,0, 1), sul piano equatoriale della
sfera. Il piano equatoriale sia il piano v = 0 di un sistema cartesiano x,y, u, nel quale gli assi = e
&, yen, ue ¢ coincidono. Se P = (x,y) = z ¢ un punto del piano equatoriale, la congiungente N P
incontra la sfera complessa in un punto P’ = (£, 7, ().

Una semplice similitudine di triangoli mostra che la relazione tra le coordinate di P e P’ ¢ data da

=520 (1.2)

€z Yy
Cioe se (£,7,¢) € un punto della sfera complessa, allora x = 1%4, Yy = & se ( # 1. Se P’ sta sulla
semisfera superiore, allora ( = /1 —¢&2—n2 e ( — 1se (§,n) = (0,0) e /22 4+ y? = |2| tende a
oo per (&£,m) — (0,0). Cioe, il punto corrispondente al polo nord della sfera ¢ il punto oo del piano
di Gauss. Se P = (z,y) = z & un punto del piano di Gauss, il corrispondente punto sulla sfera
complessa, ha equazioni

2x B 2y

24+ y2+17 = 2+ y?+1

2 2
ety —1
== . 1.3
7< 72 y2 1 ( )

§ =
Si noti che la sfera unitaria & un insieme chiuso e limitato (cio¢ compatto) di R3. Le trasformazioni
tra i punti del piano di Gauss e quelli della sfera complessa sono continue e biiettive con inverse
continue tra C e la sfera privata del polo nord IN. Tali trasformazioni individuano dunque un’im-
mersione continua di C in un insieme compatto che ha, per cosi dire, un solo punto in piu di C.
Quest’immersione si dice allora una compattificazione a un punto o di Alexandroff di C. In generale,
una compattificazione di uno spazio topologico (X, 7) € la coppia formata da uno spazio topologico
compatto (¢X,7’) e da un’applicazione continua ¢ : (X, 7) — (¢X,7’) tale che ¢(X) = ¢X, essendo
la chiusura presa nella topologia di c¢X.

Sia f : E(C C) — C una funzione definita su un sottoinsieme E di C a valori complessi e sia zp un
punto d’accumulazione di E. Diremo che f(z) ha limite ¢ per z che tende a zy, in simboli
li = 1.4
Jim f(z) =¢ (1.4)
con ¢ € C, se Ve > 0,35 > 0 tale che Vz € E,0 < |z — 20| < 0 = |f(z) — ¢| < e. Ovviamente la
definizione puo essere data equivalentemente in termini di intorni; una definizione analoga vale se
al posto di 2z o di £ o di entrambi c’e co.

Diremo che f(z) & continua in un punto zo € E se Ve > 0, 30 > 0 tale che Vz € E, |z — 29| < § =
|f(2) — f(20)| < e. Equivalentemente se, per ogni intorno V' di f(zo) esiste un intorno U di zp tale
che f(U) C V. Una funzione f(z) che sia continua in ogni punto zg € E, si dice continua in E.
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X=E

Figura 1.1: La sfera di Riemann.

Se z =z +iy e f(z) ¢ una funzione di variabile complessa, allora, separando la parte reale e quella
immaginaria, si ha f(z +iy) = u(z,y) + iv(x,y). u(x,y) ¢ la parte reale di f(z), mentre v(x,y) &
il coefficiente dell’immaginario. Se ¢ = ug + ivg, € lim,_,, f(z) = ¢ se e solo se

lim u(x,y) =ug e lim v(x,y) = vy
(z,y)—(20,y0) (=:9) (z,y)—(20,y0) (z:9)

Similmente f(z) & continua in zy se e solo se u(x,y) e v(x,y) sono continue in (xg, Yo).

Ricorderemo un fondamentale teorema della topologia del piano, che ci sara utile in seguito. Si
tratta del teorema di Jordan sulle curve continue semplici chiuse, formulato (e dimostrato in modo
non completo) da Camille Jordan nel 1887. La prima dimostrazione completa e rigorosa ¢ dovuta
al topologo americano Oswald Veblen (1905).

Un’applicazione continua z : [0,1] — C si dice un arco continuo se z(0) # z(1); si dice una curva
chiusa continua se z(0) = z(1). Un arco continuo si dice semplice se t1 # to implica z(t1) # z(t2).
Una curva chiusa continua e semplice se z(0) = z(1) e t1 < ta, 2(t1) = z(¢2) implica t; =0 ety = 1.

Teorema 1.1.1 (Jordan). SeI" é il sostegno di una curva continua semplice chiusa, il complemento
di T nel piano é l'unione di due insiemi aperti, connessi (per archi) (cioé di due domini) disgiunti.
Ogni punto di I é punto di frontiera di ciascuno dei due domini.

Ricordiamo che per un aperto di R™ ’essere connesso equivale all’essere connesso per archi. Uno
dei due domini ¢ limitato e si dice ’interno di I': (I");. Il dominio illimitato si dice ’esterno di I':

(T)e-
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In generale, consideremo funzioni definite all’interno di una curva semplice chiusa I' e all’esterno
di k curve semplici chiuse I'y, I's, ... I't. I sostegni delle curve I'y, I's, ... ,I'y sono interni a I' e
ciascuno di essi € esterno ai rimanenti: cioe per ogni 7 (1 <r < k) si ha Iy, C (I'); N {Netr (Ts)e }-
La curva I' puo “andare all’infinito, cio¢ mancare e qualche curva I, puo ridursi a un punto (cioe
I, puo essere la curva costante). Si veda la Figura 1.2.

Figura 1.2: Dominio molteplicemente connesso in C.
1.2 Monogeneita. Funzioni olomorfe.

Diremo che la funzione f(z), definita in un dominio D, ¢ differenziabile o derivabile in zy € D se il
rapporto incrementale di f(z) ha limite finito per z — zp. Cioe se esiste finito il

lim L) =f(0) (1.5)
Z—r20 zZ— 20

Tale limite si dice derivata di f in zg e si denota con f’(29). Se f(z) & differenziabile in ogni punto
di D essa si dice olomorfa in D. Essa si dice olomorfa in zy se € derivabile in un intorno di zg.

Altri termini usati al posto di olomorfa sono analitica, monogena, regolare o analitico-regolare.

Le usuali regole sulla derivabilita della somma, del prodotto e del quoziente di funzioni, valgono
anche nel caso complesso.

E facile stabilire che ogni funzione f(z) = 2™ n > 1, & derivabile su tutto C. Infatti

. 2=z . _ _ _ _
lim O = lim (2" '+ 2" 220+ ...+ 20 ) =nf (1.6)
Z—20 2 — ZO Z—r20
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In base alla validita delle regole di derivazione sopra ricordate ogni polinomio & derivabile e ogni
funzione razionale fratta % ¢ derivabile nei punti in cui Q(z) # 0.

Una funzione f(z) & olomorfa in z = oo se f(1) & olomorfa in w = 0. In particolare, f(z) =
olomorfa in z = 0o se grP(z) < grQ(z).

Conviene mettere in evidenza la seguente conseguenza della derivabilita d’una funzione complessa.

Teorema 1.2.1 Sia f(z+iy) = u(x,y) +iv(x,y) definita in un intorno di zo = xo+1iyo. Se esiste
finita f'(20) allora vale

uz(0,%0) = vy(zo,y0)
uy(xo,y0) = —vz(x0,%0) -

Inoltre le parti reale e immaginaria u(x,y) e v(x,y) sono differenziabili in (g, yo).

Dimostrazione: Se esiste il

1o F6) = J(0)

z—20 Z— 20
allora tale limite esiste indipendentemente dal modo e, quindi dalla direzione lungo la quale z tende
a zg. In particolare il limite si puo calcolare prendendo z del tipo z = = + iyg, cioe facendo tendere
z a zp lungo una retta parallela all’asse x, oppure facendo tendere z a zy lungo una parallela all’asse
y, cioe prendendo z = x¢ + iy. In ciascuno dei due casi il limite deve valere f'(zp).

Ora
f/(Z()> — lim U(x; yO) + 7:'1)(»/1:) yO) - U($O, ?/0) - iU(IO, yo) _
T—T0 T — xo
~ lm [u(ﬂc, Yo) — u(xo, yo) N o, yo0) — U($0,yo)] _
T—T0 €T — »TO T — 1170
ou Ov
= a*x(fﬂo,yo) + Z%(l‘o,yo)
Analogamente
f/(ZO) — lim U(IEO; y) + iv(xo, y) — 'LL(]I(), yo) — Z"l)(,il,’o, yo) _
yTryo i(y — yo)
i 140, y) — ulo,30) |, v(wo,y) U(xo,yo)] _
Y=o i(y — yo) iy — o)

2% (,90) + 5 (z0,0)
=—i—(x —(z

dy 0, Yo ay 0, Y0
Dunque si ha

0 0 0 0
f'(20) = afz(moayo) + Zafz(ﬂfo,yo) = 67;(560"%) - 18*3(5607%) . (1.8)
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Dunque valgono le condizioni (1.1) che si dicono condizioni di monogeneita o equazioni di Cauchy-
Riemann.

E inoltre facile dimostrare che u(z,y) e v(z,y) sono differenziabili nel punto (zo,yo). Infatti, dalla
derivabilita di f(z) in 2o segue che

f(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + B(z,20) - (2 — 20)

con ((z,z9) funzione infinitesima per z — zg. Detto f'(z9) = v + i, separando la parte reale e
quella immaginaria, si ottiene

u(z,y) +1i v(z,y) = (o, yo) + i v(wo,yo) + (Y +1i ) (x —xo+1i (y —yo))+
+B(z,20) - (= — 20)

Ossia
u(z,y) +1i v(z,y) = u(wo,yo) +i v(zo,y0) + (v (x —w0) — - (y — o))+
+i (6 (z —x0) +7- (¥ — v0)) + B(2,20) - (2 — 20)
Dunque
u(z,y) = u(xo,yo) + (v (x —20) =6 (y — vo)) + R{B(2,20) - (z — 20)}

v(z,y) = v(wo, o) + (0 (z = 20) + 7+ (¥ — o)) + S{B(2, 20) - (z — 20)}
Cio mostra che u(z,y) e v(z,y) sono differenziabili in (x¢, yo) e, inoltre, che valgono le gia ricordate
condizioni di monogeneita. U

E allora immediato riconoscere la validita del seguente

Corollario 1.2.1 Se f(z) é una funzione olomorfa in un dominio D, allora le sue parti reale e
immaginaria soddisfano in D le equazioni di Cauchy-Riemann in ogni punto z = x + iy € D

ou ov ou ov
aix(xay) — @(x7y) ’ %(I’y) - _%(x’y)

Le condizioni di monogeneita sono dunque una condizione necessaria per la derivabilita o differen-
ziabilita di una funzione di variabile complessa. Tuttavia esse non sono sufficienti. Cio ¢ evidenziato
dal seguente esempio molto semplice dovuto a D. Menchoff. Si consideri

f(z):{lzli per z #£ 0,
0 per z = 0.

Allora @ = (%)4 ha valore 1 se h ¢ reale o puramente immaginario. In generale il rapporto

incrementale vale e*? se h = |h]ei9. Percio non esiste il limite del rapporto incrementale per h — 0;
ossia f(z) non & derivabile in zyg = 0. Tuttavia esistono le derivate parziali delle parti reale e
immaginaria di f(z) in (0,0) e soddisfano ivi le condizioni di monogeneita. Infatti si ha

u2(0,0) =v,(0,0) =1, uy(0,0) = —v,(0,0) =0 .

Vale tuttavia il seguente
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Teorema 1.2.2 Si supponga che f(z) = u(x,y) + iv(x,y) sia definita in un intorno U di zy e che
u(x,y) e v(x,y) siano differenziabili in (xg,yo) (in particolare, che le derivate parziali esistano in
U e siano continue in (xg,)). Allora, se valgono le equazioni di Cauchy-Riemann, esiste finita

[ (20).

Dimostrazione: 1l rapporto incrementale in zg, con z € U \ {20}, & dato da

f(2) = f(z0) _ ulx,y) +iv(z,y) — ulzo, yo) — iv(xo, o) _

Z— 20 (x — 20) + i(y — yo)

[ U(Ilf,y) — U(flfo,yo) i ’U(:L’,y) B ’U(l’myo) } _
(x —x0) +i(y —w) (¥ —z0) +i(y — yo)
_ ua(20, y0) (x — 7o) + uy (20, y0) (¥ — yo) + b1(z,y)[z — 20| N
Z— 20

+ivx($o,yo)(33 — x9) + vy (20, %0) (Y — yo) + B2(x,y)|z — 20|
z— 20

Qui SB1(x,y) e Ba(z, y) sono funzioni infinitesime per (x,y) — (x0,yo). Tenendo conto che u,(zg, yo) =
vy (20, Yo) € che uy(zo, yo) = —vx(T0,Y0), 'espressione precedente del rapporto incrementale diviene:

|2 — 20

{ux(x'Oa yO) + ivx($07 yO)] + [Bl(x7 y) + 2'52(1‘, y)] Z— 20

Poiché il fattore |z:§°| ¢ limitato, mentre il fattore [51(z,y) + if2(x,y)] & infinitesimo, si vede

facilmente che il rapporto incrementale ha limite finito per z — zp, dato da f'(20) = uz(x0,y0) +
0z (20, Yo)- O

Si puo dunque concludere con il seguente

Corollario 1.2.2 Sia f(z) definita in un dominio D; se essa ha ivi parti reale e immaginaria
differenziabili (in particolare, se le loro derivate parziali sono continue), se inoltre sono soddisfatte
le condizioni di monogeneita, allora f(z) € olomorfa in D.

Abbiamo gia osservato che le funzioni razionali fratte gg; sono olomorfe eccezione fatta per i punti

nei quali Q(z) = 0. Ricordando quanto gia si € stabilito per le funzioni che sono somma di una serie
di potenze, possiamo concludere che la somma di una serie di potenze f(z) = > 7 jan(z — 20)" &
una funzione olomorfa nei punti interni del cerchio di convergenza. Percio le funzioni esponenziale,
seno e coseno, definite dalle seguenti serie assolutamente convergenti in tutto C, sono olomorfe su

C.

2 oM

s _ z” 0 A
ef=1+z247 +...+n!+..._zn! (1.9)
n=0
23 22n+1 > 22n+1
mz=z— o () =S 1.10
sinz=z—grt A DG Tyt 2 ) an 1 (1.10)

n=0
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22 ZQn oo ZQn
cosz=1-"-+...+ (—1)"(2n)! +...= 1;(—1)"(%)! : (1.11)

1.3 Integrale di Riemann - Stieltjes.

Facciamo una digressione sulle funzioni a variazione limitata e l'integrale di Riemann - Stieltjes.
Considereremo funzioni definite su un intervallo I = [a, b] a valori reali o complessi (in generale a
valori in R™). Prendiamo una suddivisione m = {t) = a < t; < ta < ... < t,, = b} dell’intervallo
[a, b] e consideriamo la somma

Sr(f) = DI (t) = fltin)l (1.12)

Diremo che la funzione f(t) & a variazione limitata sull’intervallo [a,b] se l'insieme delle somme
Sx(f) e limitato. Si dice variazione totale di f su [a,b] il numero

Vab(f) = sup{Sy(f) : & una suddivisione di [a, b]}

L’insieme di tutte le funzioni a variazione limitata su [a, b] si denotera con V' L(a, b) o con BV (a,b).

Proveremo ora alcune proprieta fondamentali dell’insieme delle funzioni di variazione limitata a
valori complessi.

feVL(a,b), [a,B] C[a,b] = f € VL(er,B) e VI(f) < V2(f) (1.13)

Infatti bastera raffinare un’assegnata suddivisione inserendo i punti « e 5 tra quelli della suddivisio-
ne stessa e trascurare eventualmente i contributi alla variazione totale dovuti ai punti antecedenti
« o seguenti .

Sono poi di agevole dimostrazione, a partire dalla definizione, le seguenti proprieta valide per
feVL(a,b)

VE(f) = 1£(B) — f(a)] (1.14)

Infatti, basta osservare che {«, 5} ¢ la minima, nel senso dell’inclusione, di ogni suddivisione di
[a, B]. Da questa disuguaglianza, tenendo fisso il punto « in [a, b] e facendo variare 3, si deduce che
ogni funzione a variazione limitata &, in particolare, limitata sul [a, b]. Infatti si ha |f(z) — f(«)| <

Va(f) < V2(f), e quindi | f(2)] < |f(a)| + VR (f).
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Infine si ha che la variazione totale ¢ additiva
VO =VIf)+Vi(f)sea<a<y<B<Db . (1.15)

Bastera raffinare ogni assegnata suddivisione di [« 8] con l'inserimento del punto = per provare
la disuguaglianza <, e ricordare la definizione di estremo superiore per dedurne la disuguaglianza
opposta >.

Converra ricordare che le proprieta sopra citate sono quelle della lunghezza di una curva rettificabile,
e che si dimostrano allo stesso modo. Osserveremo ulteriormente che la variazione V!(f) con
a <t < b & non-decrescente sull’intervallo [a,b]. Infatti se t; < t9 si ha V2(f) — VIi(f) = Vttf >

|f(t2) — f(t1)| = 0.

Teorema 1.3.1 L’insieme V L(a,b) é stabile per la somma, il prodotto di una funzione per una
costante o € C e il prodotto di funzioni. Cioé V L(a,b) forma un’algebra sul corpo dei complessi.

Dimostrazione: La tesi segue dalle disuguaglianze di immediata verifica

VIf+9) S VXA + Vi) L Vilaf) =alV2(f) e

V2 (fg) < sup|f| V2 (g) + suplg] V2(f)

Cio ¢ conseguenza della seguente disuguaglianza
|f(ti)g(ts) — f(ti-1)g(ti1)] <
< |fa)llg(ts) — g(tim)| + lg(ta1)[1f (t:) — f(tim1)]

Teorema 1.3.2 Sia f € VL(a,b), avalori reali. Allora f é differenza di due funzioni non-negative,
non-decrescenti.

Dimostrazione: Sia f(t) a variazione limitata. Potremo pensare che f(a) > 0, senza ledere la
generalita; infatti, come vedremo nel corso della dimostrazione, nulla cambia se al posto di f(t)
consideriamo la traslata f(t) + k. Se poniamo g(t) = f(a) + V!(f) la funzione g(¢) & non-negativa
(f(a) e Vi(t) sono > 0) e inoltre & non-decrescente poiché cosi ¢ la variazione V!(f). Sia poi
h(t) = f(a) + VE(f) — f(t). Poiché VEI(f) > |f(t) — f(a)|, h(t) > 0 per ogni t € [a,b]. Sia
poi t1 < ty; allora h(tz) — h(t1) = V2(f) = Vi (f) = f(t2) + f(tr) = Vi2(f) = [f(t2) — f(t1)] >
|f(ta) — f(t1)| = [f(t2) — f(t1)] > 0. Ovviamente ¢ f(t) = g(t) — h(t). O
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Teorema 1.3.3 Sia f € VL(a,b), a valori complessi. Allora f é combinazione lineare di quattro
funzioni non-negative, non-decrescenti.

Dimostrazione: La parte reale e la parte immaginaria di f sono a variazione limitata. Infatti
VIRS) < VEHF) e VHSF) < VI(f). Percio sia Rf, che Sf sono differenza di due funzioni con le
proprieta suddette. Si ottiene allora

ZZ gr(t) = go(t) +ig1(t) — ga(t) — igs(t)

Ovviamente la decomposizione di f(¢) non & univocamente determinata; ci sono infinite decompo-
sizioni possibili: per esempio, tutte quelle che corrispondono a gg(t)+ costante. ]

E noto (Teorema sul limite delle funzioni monotone) che ogni funzione monotona su un intervallo
ha limite destro e sinistro finiti in ty € (a,b). Per la decomposizione appena ricordata, si pud
concludere con il seguente

Teorema 1.3.4 Ogni funzione a variazione limitata su un intervallo [a,b] ha limiti finiti destro e
sinistro in ogni punto ty € (a,b). O

Diremo salto destro di f in t € [a,b] il numero Sy (f,t) = |f(t) — f(tT)|. 1l salto sinistro &
S8 1 ) Qi ) = T 1) o 5} = T F(a). S € fart
allora Sy (f,a) + S_(f,a) < V2(f). I punti di discontinuita di f sono esattamente quelli nei
quali si ha S;(f,a) + S_(f,a) > 0. Una funzione monotona e a valori reali su un intervallo, per
es. una funzione non-decrescente, ¢ tale che in ogni punto tg dell’intervallo stesso, esistono sia i
limiti da destra che da sinistra e si ha, nel caso ipotizzato, hmt—n; ft) < flto) < limt_>t0+ f(t).
Dunque, i punti di discontinuita di una funzione monotona su un intervallo individuano una famiglia
d’intervalli aperti disgiunti. Una siffatta famiglia puo essere al pit numerabile sulla retta reale
(in ognuno degli intervalli cade un punto razionale diverso e Q ¢ numerabile!). Ogni funzione a
variazione limitata, a valori reali o complessi, su un intervallo & combinazione lineare di due o
quattro funzioni monotone a valori reali. Dunque anch’essa puo avere al piu un’infinita numerabile
di punti di discontinuita. Si & dimostrato il seguente

Teorema 1.3.5 Una funzione a variazione limitata su un intervallo ammette al piv un’infinita
numerabile di punti di discontinuita. ]

Infine, definiamo funzione a variazione limitata su un intervallo [a, c0) una funzione che & a varia-
zione limitata su ogni intervallo limitato [a, k] e tale che sia finito il limy_,o V,¥(f). Tale limite si
dice allora variazione totale di f su [a,00): V°(f). Allo stesso modo si definiscono le funzioni a
variazione limitata su R.
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Occupiamoci ora di un’importante generalizzazione dell’integrale di Riemann introdotta da Thomas
Jan Stieltjes nel 1894. Consideriamo due funzioni, una continua e l'altra a variazione limitata su
un intervallo chiuso e limitato [a,b] C R: f € C(a,b) e g € BV(a,b). Ricordiamo che f risulta
uniformemente continua su [a, b]. Consideriamo una suddivisione 7 = {tp = a < t; <ty < ... <
tn, = b} dellintervallo [a,b] e sia 0 = {s;} una scelta di punti dell'intervallo con si € [tg—1, k],
k=1,2,...,n. Consideriamo inoltre la somma

Sral(fr9) =Y F(si)lg(tk) — g(tx—1)]
k=1

Definiamo diametro della suddivisione 7 il numero

diam(7) = lr<nka<xn(tk —tp—1)

Diciamo infine modulo di continuita di f € C(a,b) il numero

©(6; f) = max{[f(z1) — f(22)] : 1,22 € [a,b], |21 — 22| < 6}

Notiamo che se f & una funzione uniformemente continua il suo modulo di continuita & infinitesimo
con 9.

Allora possiamo dimostrare il seguente

Teorema 1.3.6 Se f € C(a,b) e g € VL(a,b) esiste un numero J (reale o complesso) tale che
T = Sro(f,9)] < 4V20(8; )V (9) (1.16)

se diam(m) < 4.

Definizione 1.3.1 Il numero J, l'esistenza del quale ¢ affermata dal precedente teorema, si dice
integrale di Stieltjes di f(t) rispetto a g(t) sull’intervallo [a,b] e si denota con

b
/ f(dg(t) (1.17)

Dimostrazione: Cominciamo ad osservare che se due somme relative alla stessa suddivisione 7
avente diam(m) < ¢ si riferiscono alle scelte o1 e o9, allora e

[Sm01 (f+9) = Smoa (£, < D 1f (510) = Fsw2)llg(tr) — g(ti)] <
k=1

u(s; HV2(g)

per la definizione di variazione totale di g e avendo tenuto conto che |s; 1 — s 2| < per ogni k.
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Siano ora 7 e my due suddivisioni di [a, b] di diametro < §, tali che m; C 7y (cioe tale che my sia un
raffinamento di m1), e consideriamo due somme corrispondenti a queste suddivisioni: S, +, (f,9) €
Sraoo(frg). Sia Ty = f(s)[g(B) — g(«)] un termine di Sr, 5, (f,g). L’intervallo [a, 5] & suddiviso
dai punti {tn;} di mo. Vale allora }_[g(ta,;) — 9(ta,j—1)] = g(B) — g(e). 1l termine Ty ¢ allora

sostituito da
Zf Sa,)[9(ta,;) = 9(ta-1)]
in Sry.00(f,9). poiché |s, j — s| < 4§, abbiamo

W —Tp| = |Z F(sa)g(tag) = 9(tai-0)]l < u(d; HVE(9)

e quindi
|Sr2,00(f59) = Smy,o0 (f 9)| < 11(6; f)vab(g)

Siano ora due somme arbitrarie, corrispondenti alle suddivisioni 71 e 7y con le scelte o1 e 09. Sia

w3 = w1 U mo; tale suddivisione ¢ un raffinamento di m; e di mo. Allora si ha

|S7T2,0’2(f7g) - Sﬂ'l,Ul(f’ g)| < |S7F2,U2(fvg) - S7I'3,U3(fa g)|+

S0 (f+9) = Smro0 (f,9)] < 2085 f) V7 (9)
Definiamo ora L = sup{RSx+(f,g) : diam(r) < 6}, I = inf{RS;+(f,g) : diam(7) < 6} e L§ =
sup{SSr o (f,g) : diam(m) < 8}, I§ = inf{SSx +(f, g) : diam(w) < 6}; sia poi I5 = [I§, L] + i[l§, L]
Evidentemente & I5 C I, se § < p e inoltre L — I, LY — 1§ < 4u(8, f)V.2(g). Prendendo per i valori
di 4, per esempio, i numeri del tipo %, si trova una successione d’intervalli chiusi inscatolati I,,,

aventi diagonale arbitrariamente piccola (< 4v2u(%; f)V2(g)). Dunque esiste un unico numero J
comune a tutti gli intervalli I,, e tale J soddisfa la disuguaglianza enunciata. 0

Passiamo ora brevemente in rassegna le proprieta dell’integrale di Riemann-Stieltjes. Dalla defini-
zione seguono immediatamente le seguenti proprieta di bilinearita e di additivita dell’integrale

b b b
/ afi() + B2(0))dg(t) = a / fi(H)dg(t) + 8 / Lbdg(t) | (1.18)

a

b b b
/ F(t)dlagi () + Boa(t)] = a / f()dgi(t) + B / F(H)dgat) (1.19)

/f )dg(t) /f )dg(t) /f )dg(t) , pera<c<b . (1.20)

Inoltre vale la disuguaglianza

b
| / F(O)dg(t)] < max | ()] - VE(g) (1.21)

poiché essa ¢ vera per le somme.
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Ricordando che per ogni termine di una somma vale

11 ()[9(8) = g(@)]| < [f()IV (9) = 1F(s){V (9) = Vi (9)}

si ottiene

b b
[ rwasol < [ lswnavic) (122)

Osserviamo che anche il membro destro dell’equazione ¢ un integrale di Stieltjes, poiché |f(t)| e
continua e V!(g) € BV (a,b). La precedente disuguaglianza viene scritta spesso con la seguente,

diversa notazione : |fab f(t)dg(t)] < f |f(t Hdg t)|, dove |dg(t)| sta al posto di dV!(g). Se g(t) ha

derivata continua, allora si ha, come & noto, fa f(t)dg(t) = f(f ft)g (t)dt

Infine, scambiando i ruoli di f e di g, si perviene alla formula d’integrazione per parti. Infatti, si
ha

Zf% — g(tem)] = F(5a)9(b) — f(s1)9(a)-

—Zg i) [f (skt1) — S (s8)]

Prendendo il limite dell’uguaglianza per diam(7) — 0, si ottiene

b b
/f(t)dg(t)Zf(b)g(b)—f(a)g(a)—/ g@)df(t) . (1.23)

Se si sa solamente che f € C(a,b) e g € BV(a,b), allora questa formula fornisce la definizione

dell’integrale del membro destro. Se f, g € C(a,b) N BV (a,b), allora la formula stabilisce la formula
d’integrazione per parti, estremamente utile per valutare gli integrali di Stieltjes.

1.4 Integrazione complessa. Teorema di Cauchy.

Sia I' una curva rettificabile del piano complesso. Intenderemo con cid una curva d’equazione
z = z(t), 0 <t <1, dove z(t) € una funzione continua e di variazione limitata su [0,1]. T e
orientata dalla parametrizzazione. Cioe z; = z(t1) precede zo = z(t2) se t; < t3. —I' rappresenta
la stessa curva con 'orientazione opposta, cioé d’equazione z = z(1 — t). La lunghezza di I" e
data da ¢(T") = Vj}(2). Se f(z) ¢ una funzione continua definita sul sostegno della curva I' (con
cio intenderemo che f ¢ definita su un aperto di C, 2 D I'([0,1]). Spesso il sostegno I'([0, 1]) sara
semplicemente indicato con I'), allora f(z(t)) € una funzione continua su [0, 1].

Definizione 1.4.1 Se f é una funzione continua sul sostegno della curva continua rettificabile T’

definiamo .
[ Gz = [ o

dove l'integrale al secondo membro ¢é inteso nel senso di Riemann-Stieltjes.



14 CAPITOLO 1. FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA

Le proprieta gia dimostrate per I'integrale di Stieltjes permettono immediatamente di verificare che
valgono le seguenti uguaglianze

1. Linearita.

A@ﬁ@+@mmw:a£ﬁ@w+ﬁﬁﬁww . (1.24)

I1. Additivita rispetto al cammino. Se I'1 e I's sono due curve rettificabili consecutive, cioe tali che
21(1) = 22(0) e con I'; + I'y intendiamo la curva I'; seguita dalla 'y, cioe la curva d’equazione

_ [ z(21), se0<t <1
0= {22(275 —1), sejz<t<l, (1.25)

allora si ottiene

/ fde= [ faz+ [ f2)ds (1.26)
I'1+T9 I Iy

ITI. Cambiando l'orientazione della curva, cambia il segno dell’integrale.

/ f(z)dz = — / f(z)dz . (1.27)
-r r
IV. Valgono le seguenti disuguaglianze che discendono dalle (1.9) e (1.10)

[ £:)a) < max ) - r) (1.28)

1
[t < [ i@l = [ s (1.29)
dove s(t) & la lunghezza dell’arco della curva I'.

V. Se la curva I' & generalmente regolare allora

1
/j@wz/fmmﬂwt. (1.30)
N 0

Concludiamo con alcuni esempi fondamentali

Esempio 1.4.1 Se I' ¢é una qualsiasi curva rettificabile che congiunge i punti a e b del piano

complesso, allora:
b
/dz:/dz:b—a . (1.31)
T a
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Infatti, quale che sia la suddivisione di [a, b], si ha > p_[z(tx) — 2(tg—1)] = 2(1) — 2(0) = b —a.

Esempio 1.4.2 Analogamente, per ogni curva rettificabile I' vale
b 1
/zdz = / zdz = —(b* —d®) . (1.32)
I a 2

Infatti, dalla formula d’integrazione per parti, si ottiene

b 1 1
= z yA = |Z 2—2' 2— z yA . .
/a vz = /0 ()d=(t) = (V]2 — [2(0)] /0 (H)dz(t) (1.33)

In particolare, se I' & una curva rettificabile semplice chiusa, tale che z(0) = z(1) allora [ dz =0
e [pzdz=0.

9

Esempio 1.4.3 Se I' é un cerchio di centro a e raggio r, d’equazione z = a + re*¥, vale

d
/ i = 2mi
rTe—a

Infatti I' € una curva regolare con z(1) differenziabile. Percio si puo applicare la formula del punto
V. z—a=re"; dz = ire"dd e si ottiene

d 2m s, 10 27
/ : :/ Zre.ﬂdﬁ:i/ dv = 2mi
rz—a o ret 0

Una curva semplice chiusa si potra pensare dotata di un’orientazione intriseca indipendente dalla
sua parametrizzazione. Precisamente l'orientazione sara detta positiva se, scelto un punto zy al-
I’interno del circuito I', partendo da un punto z € I" e ritornando al punto di partenza dopo avere
percorso una sola volta tutto il circuito, I’argomento del numero complesso z — zg risulta aumentato
di 2. L’orientazione positiva si dira anche antioraria.

Teorema 1.4.1 Sia f(z) una funzione olomorfa in un dominio D e sia ' una curva continua,
semplice, chiusa, rettificabile tale che I'* =T U(T"); C (D);, dove (D); indica la parte interna di D.
Allora

/f(Z)dz =0 . (1.34)
r
Dimostrazione: La dimostrazione sara fatta in piu passi. Innazitutto dimostreremo che la tesi vale

quando I' & il perimetro di un triangolo di vertici z1, z9, z3. Successivamente estenderemo questo
risultato ad una poligonale chiusa arbitraria ed infine perverremo al risultato nel caso generale. La
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dimostrazione qui esposta, che non richiede ipotesi aggiuntive di continuita di f/(z) o di regolarita
di T, & dovuta essenzialmente a Goursat (1883), modificata da Prigsheim e Knopp (1918).

a) Sia dunque I' = A il perimetro di un triangolo di vertici z1, 29, 23, orientato in senso antiorario
o positivo, e sia A* = AU (A);. Per assurdo si supponga che [, f(z)dz # 0. Sia £ il perimetro di
A. Se suddividiamo il triangolo con linee congiungenti i punti medi dei suoi lati, otteniamo quattro
triangoli Ag1, Aoz, Aps che contengono rispettivamente i vertici z1, 22, 23 € Ags che contiene z4,
baricentro del triangolo. Se i singoli triangoli Ag; con ¢ = 1,2,3,4 sono orientati positivamente,

avremo
/ f(2)dz = Z ,

AOk

poiché i contributi di Agy cancellano i contributi dei lati di Ao (k = 1,2, 3) che non sono semilati di
A. Se supponiamo che [, f A f(2)dz # 0, almeno uno dei Aoy dara contributo non nullo. Diciamo A
uno di quelli che da contrlbuto di modulo massimo (quello d’indice minimo, se ce n’ & pitt d’uno).

Sara:
z)dz . z2)dz
|/f() |§4/lf() |

Ripetendo questo procedimento per infiniti passi, troveremo una successione di triangoli (A,,) tale
che sia
(D)iDAF;DATD...DA;D

Il perimetro di A, & Qn ; il suo diametro € percio al piu 2 Qn e tende a zero per n che tende all’infinito.
Ne segue che ci sara un solo punto zy comune a tutti i domini triangolari A}. Ed inoltre vale

| /A F(2)dz| < 47| /A (e

Poiché, per I'olomorfismo di f(z) in 29 € D, Ve > 0,35 > 0
z)— f(z
|f( ) f( 0) . f/(

Z— 20

20)| <eper0<|z—z|<d ,

e f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + n(2, 20) con |n(z,20)| < €|z — 20| per |z — 29| < d. Pur di scegliere
n abbastanza grande si potra rendere |z — 29| < § per z € A%.

/ Fe)dz = [ 17G0) + (2 = 20)f (o) + (e, z0))dz
An Ay

= [(20) — 20/'(20)] / dz + f'(z0) / ads + / 0z 20)dz

n Ap An

I primi due integrali sono nulli, come si ¢ dimostrato in precedenza. Inoltre
£2
z,20)dz| <€

poiché |n(z, zo)| < €- % e inoltre vale la proprieta IV. Segue allora

\/f dz\<4"]/ f(2)dz| < 4”—6—752
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Per I'arbitrarieta di €, segue finalmente

/A f(2)dz =0

Questo conclude il primo passo della dimostrazione.

b) Sia ora IT un poligono semplice chiuso avente la parte interna e il perimetro contenuti in D. E
intuitivo, ma si pud dimostrare in modo rigoroso e relativamente semplice (dimostrazione omessa),
che ogni poligono semplice chiuso si puo triangolare; cioe che si possono trovare triangoli

A17A27"'7An
tali che: (i) le parti interne a due triangoli A; e Ag non abbiano punti in comune per i # k, e (ii)

UAZ = II*, dove l'asterisco indica 'unione dell’interno con la frontiera (cioe la chiusura di (Ag);)
della curva semplice chiusa in considerazione. Ne segue che

/Hf(z)dz:; N f(z)dz=0

Dunque, la tesi vale per arbitrari poligoni. Si veda la Figura 1.3.

Z4

Figura 1.3: Integrazione su un poligono semplice chiuso.

¢) Supponiamo ora che I' sia un’arbitraria curva semplice, chiusa, rettificabile tale che IT'™* C D.
Osserviamo, innanzi tutto, che I'* ha una distanza positiva d dal complementare di D. Si scelga un
numero 0 < p < d e sia R I'insieme dei punti aventi da I'* una distanza non maggiore di p. Percio
vale I'* C R C D, essendo 'inclusione propria nei due casi. Sia poi u(6, f) il modulo di continuita
della restrizione di f a R.



18 CAPITOLO 1. FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA

Sia ora dato un numero reale € > 0. Possiamo trovare un insieme finito di punti z1, z9,...,2, su I’
che soddisfano le seguenti richieste:

(i) z; precede z suI' se j < k;
(ii) tutti i segmenti [zk, zk11] sono contenuti in R. Si intende che z,11 = z1;
(iii) il poligono II = [21, 22, .. ., 2] & semplice;

(iv) se 0 & scelto in modo che u(é, f) < 57, dove £ ¢ la lunghezza di I, allora per ogni k si ha
|zk1 — 2x] < 6;

() | fp £(2)dz = 5y () (o — )] < .

Queste condizioni si possono tutte soddisfare, salvo eventualmente la (iii). Ma se quest’ultima e
violata, comunque sara vero che
[ feaz=0
II

perché, se non semplice II, sara I'unione di un numero finito di poligoni semplici ed eventualmente
di un numero finito di segmenti percorsi due volte in direzioni opposte quando z percorre II.
Osserviamo che la somma finita soddisfacente la condizione (v) si puo scrivere come un integrale.
Avremo allora

| /H s = 3 fe) o = 20l =1 3 / F(2) — Flz)ldz] <

€ €
<wpldf)l<—-4=<

dove si ¢ usato il fatto che la lunghezza di IT non supera quella di I'. Combinando questa stima con

quella di (v), si trova finalmente

n

| / f(2)dz| = | / f(2)dz - /H f(2)dz| < | / F()dz =S Fl) e — 20| +

k=1

+ I/Hf(z)dz DILCCEEE Cri-

Per Darbitrarieta di € il teorema ¢ dimostrato. OJ

Il precedente teorema ¢ fondamentale. Ne offriamo percio una dimostrazione alternativa, basata sul
Teorema di Gauss — Green nel piano. Si richiedono per questa dimostrazione ipotesi piu restrittive
sulla regolarita del cammino lungo il quale si integra e sulla continuita delle derivate della parte
reale e immaginaria della funzione olomorfa, ipotesi che, come abbiamo visto in precedenza, non
sono necessarie. Tuttavia, la dimostrazione risulta essere piu rapida e comunque é istruttiva.



1.4. INTEGRAZIONE COMPLESSA. TEOREMA DI CAUCHY. 19

Teorema 1.4.2 Sia f(z) una funzione olomorfa in un dominio D e sia I" una curva semplice,
chiusa, a tratti regolare tale che T* = I' U (T"); C (D);. Se f(z) = u(x,y) + iv(z,y) é tale che le
derivate parziali di u(z,y) e di v(x,y) sono continue in (D);, allora

/F f(2)dz =

Dimostrazione: Posto z = x + iy, 'integrale si puo cosi esprimere separando la parte reale da quella
immaginaria

/Ff(z)dz = /F(u(a:, y)de —v(z,y)dy) +1i /F(v(:r,y)dac + u(z, y)dy).

Ricordando le formule di Gauss-Green:

e [ P

e
Y (z,y)
Y dy = ———=~dxd
/F (z,y)dy // 5 GdY,
si ottiene 8 5
/f(z) // U+dmdy+z// —u——dxdy—o
F * *
I due integrali sono nulli poiché valgono le condizioni di monogeneita. (|

Sono interessanti alcune notevoli estensioni del teorema precedente

Teorema 1.4.3 Sia I una linea chiusa, semplice, continua e rettificabile e sia la sua parte interna
(T"); convessa rispetto a un punto interno zy. Se f(z) € olomorfa in (I"); ed é continua in I'* = TU(T');,

allora ¢
/f(Z)dZ =
I

Non dimostriamo questo teorema.
Ricordiamo che (I"); si dice convesso o stellato rispetto a un suo punto zp se per ogni z € (I'); il

segmento d’estremi 2y e z & tutto contenuto in (I');.

Teorema 1.4.4 (Dei due circuiti). Supponiamo che T'y e T'y siano due curve semplici, chiuse,
rettificabili, continue che hanno la stessa orientazione e tali che I'1 giaccia all’interno di I's. Se
f(z) é olomorfa in D D (I'2); N (I'1)e, allora

f(z)dz = f(z)dz . (1.35)
r Iy
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Dimostrazione: L’affermazione ¢ banale se f(z) ¢ olomorfa in tutto I'5, perché allora i due integrali
sono nulli. Altrimenti, si prenda un punto zg interno a I'; (e quindi a I's) e si tracci una linea
orizzontale? per zy. Il prolungamento di questa linea intersecherd almeno due volte sia I'y che
I'y. Poiché l'insieme intersezione ¢ un insieme compatto contenuto nella retta, andando verso
destra si trovera un ultimo punto z; in I';y e un primo punto susseguente z5 in I's. Il segmento
di linea di estremi z; e zo giace per intero in (I'2); N (I'1)e. Analogamente, alla sinistra di zg c’e
un ultimo punto z3 in I'; e un primo punto seguente z4 in I'y; il segmento (24, z3) giace per intero
in (I'2); N (I'1)e. I due segmenti di retta tagliano (I'z); N (I'1)e in due parti, una superiore e una
inferiore. Se le due curve I'1 e I'y sono orientate positivamente, i punti 27 e z3 dividono I'; in due
archi I'y; e I'12. Analogamente z e z4 dividono I'y negli archi I'y; e I'y2. Siano A; e As i bordi
del dominio superiore e inferiore rispettivamente. Allora A; = [21,22] U291 U [24, 23] U (=T'11) e
Ag = (—T'12) U [23, 24) UT92 U [22, z1]. Gli integrali estesi a Aj e a Ay sono nulli. Dunque

0:/A1+ AQf(z)dz:/FQI—/FH—F/FZQ— F12f(2)dz

poiché gli integrali lungo i segmenti di retta si cancellano. Raggruppando i termini si ottiene il
risultato voluto. U

Figura 1.4: Cammini chiusi semplici, uno interno all’altro.

La Figura 1.4 illustra la situazione descritta nel Teorema 1.4.4.

D’ora in poi una curva semplice, chiusa, continua, rettificabile (a variazione limitata) si dira un
“circuito o un “ laccio. Allora, piu in generale, possiamo affermare la validita del seguente teorema

2cioé una parallela all’asse = = R(2)
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Teorema 1.4.5 Se I'g, I', ..., 'y, sono n + 1 circuiti e se f(z) ¢ una funzione olomorfa in un
dominio D che contiene la chiusura della parte di piano interna a I'g e esterna a I'y, ..., I, cioé
D D Dy, con

DO = (Fo)iﬂ (Fl)eﬂ...ﬂ (Fn)e R

allora

n
fet: =3 [ s
To 1 /T
La dimostrazione elementare di questo teorema si basa sulla possibilita di operare dei “tagli che
spezzino Dy in due o pit domini semplicemente connessi.

Ricordiamo che un dominio D del piano complesso si dice semplicemente connesso se il suo com-
plementare € connesso sulla sfera complessa di Riemann.

Omettiamo la dimostrazione del teorema, rimandando per un’idea intuitiva della dimostrazione
stessa alla seguente Figura 1.5.

Figura 1.5: Formula di Cauchy in dominio molteplicemente connesso.

I tagli Ly, Lo, Ly e Ly dividono Dy in due domini semplicemente connessi e sommando i singoli
contributi si ottiene la formula annunciata per il caso specifico.

Come semplice applicazione del teorema precedente, vogliamo calcolare 'integrale fr zd_z dove I

a
¢ un circuito che non passa per il punto a. Se a ¢ esterno a I, allora f(z) = Zia ¢ olomorfa in
I'* =T U (I); e l'integrale & nullo. Se a € (I');, per il teorema precedente l'integrale ¢ uguale a
quello esteso a un cerchio di centro a e raggio €. Prendendo ¢ sufficientemente piccolo il cerchio e

contenuto in (I');. Ma quest’ultimo integrale ¢ stato calcolato nell’Esempio 1.4.3, e vale 2.
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1.5 Formule integrali di Cauchy.

Nelle considerazione che seguono penseremo che i circuiti siano orientati secondo la convenzione
sopra esposta.

I risultati di questo paragrafo, e molti altri che seguiranno, sono conseguenze dirette del fondamen-
tale Teorema di Cauchy dimostrato nel paragrafo precedente.

Teorema 1.5.1 (Formula integrale di Cauchy). Sia I' un circuito positivamente orientato e sia
f(2) una funzione olomorfa in un dominio D D T'*; se z é un punto interno a I', vale

1

211 FS—Z

f(z) =

e . (1.36)

Dimostrazione: Dal Teorema 1.4.4 segue che

1
27i Jr f - z 2772 f - z ’

dove C' & un cerchio di raggio p = [£ — z| cosi piccolo da essere contenuto per intero in (T');.
Ricordando che ﬁ fC g%zdﬁ =1, segue che

1 f(€ f §—flz

o [T e g T T e

mi Jo & — 2 271'2 E—z

Nell’ultimo integrale, 'integrando si puo valutare come segue ! (55 = f'(z)+n(&, 2), con (&, 2)

che tende a zero per £ — z. Percio I'integrando ¢ maggiorato in modulo da una certa costante M
se & 6 C con C cerchio di raggio p sufficientemente piccolo. Il modulo dell’integrale € maggiorato
da 2 M - U(C) = 5--M-27p= M - p, che tende a zero al tendere a zero di p. Ma il termine a
sinistra dell’uguaglianza e indipendente da p e quindi deve essere nullo. (|

Una conseguenza immediata del precedente teorema e la seguente proposizione che si ottiene
prendendo come curva I" un cerchio di centro il punto a e raggio r, tale che I'* C D.

Teorema 1.5.2 (Teorema della media) Se C' é un cerchio di centro a e raggio r tale che C* C D,

allora si ha
1 27

A+ i0
5 fla+re?)do

fla) =

Dimostrazione: Infatti si ha

o) = o [ Hae

2mi JoE—a

Posto ¢ = a + r€",0 < 6 < 2r, avendo fatto le dovute sostituzioni e semplici calcoli, si trova la
formula voluta. U
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Utilizzando 'enunciato del Teorema 1.4.3 si trova che la conclusione precedente vale anche nell’i-

potesi che f(z) sia olomorfa in (I'); e continua in T'*. Se z & esterno a I', allora si ha 5= I é(i) ¢ =

0.

Infine, se la regione in cui f(z) & olomorfa ¢ interna a un circuito I'y ed esterna a I'1, T'a, ..., Ty,
allora la formula scritta continua a valere se I' =T'g — I'y — ... — I',,. Altro fondamentale risultato

¢ il seguente teorema che vale per f/(z).

Teorema 1.5.3 (Formula di Cauchy per la derivata). Sotto le ipotesi del precedente Teorema 4.1,

st ha
, 1
f(z) = o /F (ff_(i))Qdf

Dimostrazione: Se z € (I'); I'integrale € una funzione fi(z) ben definita; dimostremo che coincide
con f'(z). Si osservi che

LI S ST N h
TGy il e R vl ey g

Allora 4 h) - 1) ) £0)
A o [ e

Si dica R(9) quella parte di (I'); per la quale z (e z + h) distano da I" non meno di §. Detto M il
massimo di |f(z)| suI' e £(T") la lunghezza di I', 'integrale ¢ maggiorato in modulo da

h
|2|-5_3-M-€(F) per z, z+ h € R(0)
™
Dunque esso tende a zero uniformemente rispetto a z quando h — 0. Ma il termine sinistro ha

limite f'(z) — fi1(z) per h — 0. Percio si ha

PG = ) = o [ e

O

Il teorema ora dimostrato assicura che se z € I';, il risultato si puo ottenere derivando sotto il segno
d’integrale. Pili in generale vale il seguente risultato

Teorema 1.5.4 (Formula di Cauchy per le derivate successive). Sia f(z) olomorfa nel dominio
D=Ty)iNn(T1)en...N(Ty)e. Allora f(z) ha derivate di ogni ordine in D e si ha

£ (2) = m! /Ff@dg , (1.37)

= o (€ — z)m+1

per z € D e per ogni m € N.
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Dimostrazione: (Cenno) Procedendo per induzione, supponiamo che la tesi valga per m — 1. Gia
sappiamo che essa vale per m = 0 e per m = 1, come abbiamo precedentemente dimostrato.
Supponiamo dunque che esista f (m_l)(z) e che sia data dalla formula detta. Si ha

1 _ .
E.[f(m Diz4+h)— fm i) = Qm fr % 5 Zl_h)m - (g_lz)m]dﬁ
= (D) e Lm e T
- m r h(f z)m(E—z—h)™
m 1 —z)ym—1,.
(2m L“ 44J;4%4;7§*

I puntini indicano termini contenenti il fattore h o sue potenze di grado superiore. Si puo dimostrare
che per h — 0, con z,z + h € R(), 'integrale tende uniformemente rispetto a z a

m—1)! _m! f(&)
/f - m+1d5—2m-/r(§z)m+1df

0

Dunque una funzione olomorfa in un dominio D risulta avere in D non solo la derivata prima in
senso complesso ma derivate di ogni ordine.

1.6 Teorema di Morera. Principio di massimo.

Quanto abbiamo ricordato dopo il Teorema 1.5.3 & importante perché ci permette di dimostrare
una proposizione reciproca del Teorema di Cauchy, scoperta da Giacinto Morera nel 1886

Teorema 1.6.1 (di Morera). Si supponga che f(z) sia una funzione continua in un dominio
semplicemente connesso D e tale che per ogni triangolo A con A* C D wvalga

IRCLE

Allora f(z) & olomorfa in D.

Dimostrazione: Si supponga che a € D e sia D( ) un dominio stellato rispetto ad a e contenuto in
D. Per z € D(a), si definisca F(z,a) f f(t)dt, dove 'integrale si calcola lungo il segmento di
retta congiungente a con z. Si prenda h in modo che z + h € D(a) e cio accada anche per ogni
punto del segmento [z, z + h]. Allora

z+h z z+h
F(z+h,a) — F(z,a) :/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ f()at
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poiché l'integrale esteso al triangolo di vertici a, z, z + h vale 0. Dunque

1 1 1

z+h z+h
G Petha = Peal = [ a1 -5 [ 17 - el

Per la continuita di f(z) il termine integrale nell’ultimo membro tende a 0 per h — 0. Percio vale
1
lim E ’ [F(Z+h’aa) —F(Z,(I)] = f(Z)

Dunque F(z,a) & funzione olomorfa di z in D(a) e dunque in un intorno di a. Ma, per quanto si
¢ dimostrato in precedenza, anche la sua derivata f(z) € derivabile nello stesso dominio D(a), cioe
in un intorno di a. Cioe f(z) € olomorfa in un intorno di ogni punto a € D. Dunque ¢ olomorfa in

D. U

Per le funzioni olomorfe vale una notevole proprieta di massimo.

Teorema 1.6.2 Sia f(z) olomorfa in D e sia T' un circuito tale che T* C D. Allora per ogni
z € (I'); vale
()] < M(f,T)

essendo M(f,T') il massimo di |f(z)| su T'. Se poi |f(z)| assume il valore massimo in un punto
a € (I');, allora f(z) é costante in I'*.

Dimostrazione: Basta ricordare che, per ogni intero k > 1, si ha

k
PR /F[f(f)] "

oM Jp E—2
Passando ai moduli e ricordando la maggiorazione dell’integrale
¢T)
k k
ISP < gogrpy  MGDLE

dove d(z,I') ¢ la distanza di z da I'. Estraendo la radice, si ottiene

(T)

2md(z, r)]g M(£T)

f)] <
Prendendo il limite della disuguaglianza per k — oo, si ha finalmente

[f(2)| < M(f,T)

Sia a € (I'); un punto nel quale |f(z)| assume il valore massimo; si puo prendere un valore r > 0
cosi piccolo che a+r- e € (I'); per ogni 0 < ¢ < 27. Si ricordi inoltre che | f(a)| > |f(2)| per ogni
z € T*. Ricordando il teorema della media, f(a) = 5 2T (a+1r-e™)dd, e quindi

~ 2r Jo
1 2
@< 5 |

flatr-e”)| av < |f(@)
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poiché |f(a+r-e)| < |f(a)|. Dunque l'integrale vale proprio |f(a)| e quindi

2
/0 1£(@)] — f(a+r- )] do =0

Questo significa (essendo le funzioni continue e la differenza non negativa) che l'integrando vale
zero. Per Parbitrarieta di r in un intorno di @ la funzione f(z) ha modulo costante. Ma si dimostra
che se una funzione olomorfa porta un disco D, = {z:|z| < r} su un sottoinsieme di un cerchio
{w: |lw| = p} allora f(z) deve essere costante. Infatti dimostreremo (nel paragrafo 14) che una
funzione olomorfa conserva gli angoli (& una trasformazione conforme) fra gli archi uscenti da un
punto 2o nel quale sia f'(z9) # 0. Ora se in tutti i punti di D, & f/(z) = 0 allora f & costante
in D, e quindi ovunque, come vedremo in seguito (Teorema 1.8.1). Se in qualche punto del disco
¢ f'(20) # 0, si possono fare uscire da quel punto due archi che formino un angolo di 7, per es.
Dall'immagine che sta su un arco di circonferenza dovrebbero uscire due archi che formano un
angolo retto. Ma cio e impossibile perché lungo la circonferenza due archi uscenti dallo stesso
punto possono formare solo un angolo nullo o piatto. Dunque non solo il modulo della funzione
deve essere costante in un intorno di ¢ ma la funzione stessa. La funzione & allora costante in I'*,
poiché (T'); & un insieme connesso (per archi). O

Dunque se f ¢ olomorfa su un aperto D C C si puo concludere in generale quanto segue: Se f(z) é
una funzione olomorfa in un dominio D limitato ed é continua in D U dD (dove 0D ¢é la frontiera
di D), se M = M(f,0D) é il massimo di |f(z)| su 0D, allora in ogni punto di D ¢ |f(z)| < M, a

meno che f(z) non sia costante in D.

1.7  Sviluppi in serie di Taylor e di Laurent.

Abbiamo visto che le funzioni olomorfe in un aperto del campo complesso C sono addirittura di
classe C* ora dimostreremo che esse ammettono una proprieta ancora piu forte.

Teorema 1.7.1 (Sviluppo in serie di Taylor). Sia f(z) una funzione olomorfa nel cerchio |z —al <
R, allora si ha

n:

> £(n) (g
f(z):zf ‘()-(z—a)" : (1.38)
n=0

e la serie converge assolutamente in tale cerchio.

Dimostrazione: Osserviamo che &
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La serie scritta converge assolutamente se |z —a| < | —al. Se poi e |{ —a| = Ry e |z —a| < pRy,
con 0 < p < 1, allora la serie converge uniformemente rispetto a £ e a z. Si prenda ora R; tale che
0 < Ry < R. Se T eil cerchio [€ — a| = Ry, si ha

1) = g [ L%de per o —al < pri0 < p <)

2mi Jp, §— 2
Ora, per la convergenza uniforme della serie, si puo integrare a termine a termine e quindi

- 1
s =3 oy [ LS e

n=0

Ricordando le formule di Cauchy delle derivate successive, si ha

R {3 VS )
2mi Jp, (§ —a)"t! de = n!f (a)-

Percio, finalmente possiamo scrivere
=1
1@ =3 @) o
n—

Dalle considerazioni sopra svolte, segue che la serie converge assolutamente e uniformemente per
|z —a| < pR1, con Ry < R. Ma R;j e p sono arbitrari purché soddisfino le condizioni R; < R e
0 < p < 1. Si conclude che la serie converge assolutamente per ogni z tale che sia |z —a| < R e
uniformemente rispetto agli z tali che |z —a| < pR con 0 < p < 1. O

Ne segue che una funzione olomorfa f(z) puo essere rappresentata dalla somma di una serie di
potenze in (z — a) in un intorno di ogni punto interno al suo dominio di olomorfismo D. La serie
converge ed ha per somma la funzione all’interno del cerchio di centro a avente il raggio massimo
compatibile con il fatto che i punti interni al cerchio siano pure interni a D. Funzioni localmente
rappresentabili come somma di una serie di potenze sono dette analitiche. La teoria di tali funzioni
¢ stata studiata dal matematico tedesco Weierstraf.

Il teorema appena dimostrato della sviluppabilita in serie delle funzioni olomorfe permette 1'u-
nificazione della teoria di Cauchy delle funzioni olomorfe con quella di Weierstraf3 delle funzioni
analitiche. Infatti e gia noto che le funzioni analitiche sono derivabili in senso complesso all’interno
del loro cerchio di convergenza. Mentre ora abbiamo dimostrato, come conseguenza dei teoremi di
Cauchy sulle derivate, che le funzioni olomorfe sono analitiche.

Qualora la funzione f(z) sia olomorfa in un dominio non semplicemente connesso, il comportamento
locale della funzione sara bene illustrato utilizzando la sua sviluppabilita in serie detta di Laurent.
Vale il seguente teorema

Teorema 1.7.2 (Sviluppabilita in serie di Laurent). Se f(z) é olomorfa nella corona

0<Ri<|z—a|<Ry<o0 |,
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allora si ha

1 f€)

f(z) = gan(z —a)" , cona, = 5 g Wdﬁ , (1.39)

dove I' é un cerchio di centro a e raggio r, Ry < r < Ry. La serie converge assolutamente nella
corona circolare.

Dimostrazione: Prendiamo i seguenti numeri, rappresentanti raggi di cerchi concentrici, R} < R3 <
Rs; < Rg < Ry < Ry. Se R5 < |z — a|] < R e indichiamo con T'y il cerchio d’equazione |{ — a| = Rj3
e con I'y il cerchio | — a| = Ry, allora la formula di Cauchy per un dominio non semplicemente
connesso ci da:

f(z) =

T 2mi

1 f(€) 1 f(€)
/F2 de de

E—z © 2mi rné§—z2

Il primo integrale definisce una certa funzione fs(z) all’interno di I's. Per questa, come si & visto, &

N g, L[ 1)
RO =3 g [ e

Per il secondo integrale si ha invece

1 1 1 1 1 i <§ ~

= = —
E—2z2 (z2—a)—({—a) z—a 1-— f2a z—a Zz-a

La serie converge assolutamente e uniformemente per |{ —a| = R3 e |z — a| > Rs. Si deduce allora

che vale, integrando a termine a termine:

—h(z2) =) (z=a)" o= | fEE—a)""d¢

Ma gli integrali che intervengono nel calcolo di f2(z) e —f1(2) sono indipendenti dal cammino
d’integrazione, purché sia Ry < |£ — a| < Ra. Inoltre ¢ f(2) = f2(2) — f1(2); allora

oo

1

—0o0

La serie converge assolutamente e uniformemente per Rs < |z — a| < Rg se Ry < R5 < Rg < Ra.
Percid converge assolutamente in Ry < |z — a| < Rg per 'arbitrarieta di R5 e Rg. O

La parte comprendente potenze negative di z — a si dice principale o singolare. Si dice regolare
quella che contiene le potenze positive o nulle di z — a.
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1.8 Singolarita e teorema di Liouville.

Si e dimostrato che una funzione olomorfa f(z) in una regione anulare 0 < R < |z —a| < Ry < 00,
¢ sviluppabile in serie di Laurent. In particolare, se Ry = 0, il punto z = a si dice una singolarita
isolata della f(z). Se Rg = oo, allora z = oo si dice singolarita isolata. In base alla natura della
componente singolare (o principale) della serie di Laurent, si puo dare una classificazione delle
singolarita di una funzione olomorfa.

Supponiamo dunque che sia R; = 0. Allora la serie di Laurent converge per 0 < |z — a| < Ra.
Consideriamo i vari casi possibili

a) Lo sviluppo di Laurent non contiene potenze negative. Allora vale
g
o0
f(z) = Zan(z—a)” per 0 < |z —a| < Ra.
n=0

Quando z — a, si ha f(z) — ap. Se definiamo f(a) = ag, otteniamo una funzione continua anche
in z = a. Si dice allora che f(z) ha in z = a una singolarita eliminabile.

(b) Vi sia un numero finito di potenze negative. Cioe a_, = 0 per n > m, ma a_,, # 0.

R a_1
f(z)*i(z—a)er"'jLz—a

o0
—i—Zan(z—a)" per 0 < |z —a| < Rs.
n=0

Il punto z = a si dira in questo caso un polo di ordine (o molteplicita) m. Il polinomio di grado m
in (z —a)~! si dice la parte principale di f(z) in z = a. E immediato riconoscere che (z —a)™ - f(2)
ha una singolarita eliminabile per z = a. Infatti

lim(z —a)"f(z) =a_m #0

z—a

Possiamo allora definire un polo proprio grazie a questa proprieta.

Definizione 1.8.1 Una funzione f(z) olomorfa in 0 < |z —a| < Ry ha in z = a un polo se esiste
un intero p tale che (z — a)P f(2) abbia una singolarita eliminabile in z = a. Il minimo valore
ammissibile per p ¢ lordine del polo.

(c) Infine si possono avere infinite potenze negative. Si dice in questo caso che f(z) ha una
stngolarita essenziale in z = a.

Il comportamento di una funzione in una singolarita essenziale & completamente diverso da quelli
finora considerati. Infatti, mentre in un polo si ha lim,_,, |f(z)| = 400, e quindi in un certo senso
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si puo assegnare valore oo a una funzione in un polo, invece non ¢ possibile pensare di assegnare
alcun valore alla funzione in una singolarita essenziale. Infatti un noto e importante teorema (il
Teorema di Picard, 1880) afferma che:

In ogni intorno di una singolarita essenziale z = a di f(z), per ogni ¢ € C, con 'eccezione al pit di
un valore di ¢, I’ equazione f(z) = ¢ ha infinite soluzioni.

Per esempio, non ¢ difficile provare che in ogni intorno dello zero, per ogni ¢ # 0, ¢ € C, I'equazione
1

ez = ¢ ha infinite soluzioni.

In z = oo le considerazioni sulle singolarita procedono in modo analogo. Se non vi sono potenze
positive nello sviluppo di Laurent di f(z) diremo che z = co & una singolarita eliminabile. Se vi &
un numero finito di potenze positive

o0
f(z)=anz"+...+a1z+ Za_nz_" ,
n=0

z = oo ¢ un polo di ordime m di f(z). Cio suggerisce una definizione analoga a quella data
in precedenza per un polo in z = a. Se vi sono infinite potenze positive, allora z = oo & una
singolarita essenziale.

Trarremo ora ulteriori conseguenze dal teorema di sviluppo in serie di Taylor. Abbiamo visto
che una funzione f(z) si pud rappresentare localmente nel suo dominio di olomorfismo come la

. C . (n) <1y
somma di una serie di potenze f(z) =Y > an,(z—a)", per |z—a| < R, con a, = fT(a) Poiché la
funzione identicamente nulla & ovviamente olomorfa, concludiamo che, se una serie >~ >° j an(z —a)”

ha somma identicamente nulla per |z — a| < R, allora tutti i suoi coefficienti a,, sono nulli.

Anzi possiamo affermare di piu

Teorema 1.8.1 (di Weierstraf- Principio d’identita, I forma). Se f(z) é olomorfa in un dominio
D aperto e connesso, ed esiste una successione (zp)neN di punti di D che ha ivi almeno un punto
d’accumulazione e si ha f(zp,) =0, allora f(z) é identicamente nulla in D.

Dimostrazione: Se a ¢ un punto d’accumulazione per 'insieme {z,}, esiste certamente una sotto-
successione che converge ad a. Possiamo limitarci a considerare quella sottosuccessione, ridenomi-
nandola per semplicita (z,)nen. Dunque avremo lim, o 2, = a. Per ipotesi, esiste R > 0 tale
che

f(z) = Zan(z —a)" per|z—a| <R
n=0
Ma f(a) = limp oo f(2,) = 0. La prima uguaglianza discende dalla continuita di f(z) e dal

fatto che z, — a; la seconda dal fatto che il limite della successione costante (0) ¢ 0. Dunque
ao = f(a) =0. Si ha allora f(2) =Y.°%  an(z —a)" = (z —a) Y02, an(z — a)" L. Ora

n=1 ne=1
o = f'(a) = tim LG =@

n—00 Zn — Q

=0
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Dunque ag e a; sono nulli. Supponiamo che non tutti i coefficienti lo siano e sia a, # 0 quello
avente indice minimo n > 1. Allora

fE)=(E=-a)"> an(z—a)™ "
Il fattore (z — a)™ € non nullo per z # a; inoltre, poiché

o0

lim am(z—a)" " =a, #0 ,
z—a
m=n

esiste un cerchio di centro a e raggio § > 0 tale che in esso sia

o
1> am(z—a)™ " >0
m=n

Ma allora f(z) nel cerchio di centro a e raggio § non possiede alcuno zero distinto da a, contro
l'ipotesi che a sia punto d’accumulazione di zeri di f(z). Allora f(z) deve essere identicamente
nulla nel cerchio |z — a| < R. Ma la proprieta si estende a tutto D. Infatti diciamo

A={ze D:f™M(z)=0,vn € N}

Dimostreremo che A ¢ non vuoto, aperto e chiuso e quindi, poiché D ¢ connesso che A = D.
Ovviamente a € A, dunque A # ). Ora se z € A esiste una successione (z;) di punti di A che
converge a z. Per ogni numero naturale n vale f(")(z) = limp_y0o f™ (z2) = 0 e dunque z € A.
Cioe A ¢ chiuso. Ma se zp € A quanto ¢ stato dimostrato in precedenza fa comprendere che esiste
Ry > 0 tale che f(z) & sviluppabile in serie con centro zq e raggio Ry e che in questo disco f(z) e
identicamente nulla. Percid sara f(™(z) = 0 per ogni n > 0 e per ogni z tale che |z — 29| < Ro;
ossia A & intorno di zg. Per 'arbitrarieta del punto si conclude che A & aperto. Dunque A = D.
Alternativamente si puo costruiremo una catena finita di punti di D, by = a, by, ..., by = b con
b € D arbitrario, in modo tale che le seguenti condizioni siano soddisfatte: (I) Tutti i punti sono in
D; (II) b; sia un punto del cerchio |z —a| < R; poiché f(z) € sviluppabile in serie di Taylor in by, se
R ¢ il raggio di convergenza della serie, sia bs un punto del cerchio |z — b1| < Rg; e cosi via. . .. E
possibile arrivare da a a b con un numero finito di passi; infatti il raggio di convergenza della serie
di potenze in a € D ¢ la distanza di a dalla frontiera 9D di D. Avendo 'accortezza di scegliere
i successivi punti su un cammino continuo che congiunge a con b e si mantiene a distanza finita
> p da 9D, allora ogni raggio di convergenza R > p; poiché I'arco continuo di estremi a e b ¢ un
sottoinsieme compatto di D, un numero finito di cerchi potra ricoprirlo. I punti b; saranno allora
scelti nel modo voluto. Ora b; € un punto del cerchio |z — a| < R dove f(z) ¢ identicamente nulla;
allora £ (b)) = 0 per n > 0. Percid f(z) ¢ identicamente nulla in |z — by| < Ry, e cosi via. ...
Finalmente f(b) = 0. Per l'arbitrarieta di b € D si ha che f(z) € identicamente nulla in D. O

Come corollario si ha il seguente

Teorema 1.8.2 (Principio d’identita, II forma). Se f(z) e g(z) sono due funzioni olomorfe in due
domini aperti e connessi, D1 e Do rispettivamente, e se in D = D1 N Dy esiste una successione
(zn) che ha almeno un punto d’accumulazione in D e tale che

f(zn) = g(zn) )
allora f(2) = g(z) in D.
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g(z) si dice il prolungamento analitico di f(z) in D2 e f(z) si dice il prolungamento analitico
(o continuazione) di g(z) in Dy. E sufficiente applicare il Teorema 1.8.1 alla funzione olomorfa

h(z) = f(z) = g(2). 0

Riguardo agli zeri delle funzioni olomorfe possiamo affermare quanto segue

Teorema 1.8.3 Sia f(z) olomorfa in un cerchio |z —a| < R e sia f(a) = 0, ma f(z) non sia
identicamente nulla. Allora esiste un numero naturale n > 1 tale che

fla)=f(a)=...= f" V(@) =0, ma f™(a)£0 . (1.40)

Inoltre esiste 0 < r < R, tale che f(z) #0 in |z —a| <7, per z # a.

Dimostrazione: Vale f(z) => 7" ;an(z —a)™ con ag = 0. Ma non tutti gli a,, possono essere nulli,
perché allora sarebbe f(z) = 0. Percio deve esistere un minimo numero n per il quale sia a,—1 =0
ma a, # 0. Inoltre, poiché a non puo essere punto d’accumulazione di zeri della funzione, deve
esistere un cerchio |z — a| < r nel quale z = a ¢ il solo zero di f(z). O

Dal teorema precedente deduciamo la seguente definizione di zero d’ordine n d’una funzione olo-
morfa.

Definizione 1.8.2 La funzione olomorfa f(z) ha in z = a uno zero di ordine o molteplicita n, se
esiste una funzione g(z) olomorfa in un intorno di z = a e tale che g(a) # 0, per la quale é

()= (z—a)g(z) (L.41)

Daremo ora una valutazione, ricavata dalle formule integrali di Cauchy, dei moduli delle derivate
successive di una funzione olomorfa. Sia f(z) olomorfa in |z — a| < R; posto

M(r,a; f) = o ax |f(a+re'?)|

con 0 < 7 < R, dalla formula di Cauchy f™(a) = = g9 fC nJrldz con C={z:|z—a|=r},si
deduce la disuguaglianza

|f (@) <nl-r™™ - M(r,a; f)

Definizione 1.8.3 Diremo funzione intera una funzione olomorfa in tutto il piano complesso. FEssa
é dunque rappresentabile con una serie di potenze avente raggio di convergenza infinito oppure con
un polinomio.
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Vale allora il seguente

Teorema 1.8.4 (Teorema di Liouville). Una funzione intera e limitata é costante.

Dimostrazione: Nelle ipotesi dette si ha

flz) = Z a2
n=0

Poniamo M (r,0; f) = M(r, f). Per ipotesi esiste un numero positivo M tale che M (r, f) < M per
ogni r. Allora otteniamo che

lan| < 77" M(r, f) < M 7"
Poiché r e arbitrario, se n > 0, segue che il secondo membro tende a zero per r che tende all’infinito.

Ma a,, non dipende da r. Percio a,, = 0 per ogni n > 0. Cioe f(z) = agp, ¢ una funzione costante.
O

Vale anche la seguente estensione del precedente teorema

Corollario 1.8.1 Se f(z) é intera e se
M('f’k,f) < MT]?

con M, a positivi assegnati, su una successione di raggi ri che tende all’infinito per k — oo, allora
f(2) & un polinomio di grado non superiore ad .

Infatti, dalle disuguaglianze stabilite nel teorema precedente, si vede che
lan| < M -rp ™
e quindi, ragionando come sopra, si trova che a,, = 0 per n > a. O

1.8.1 Una prima dimostrazione del Teorema Fondamentale dell’Algebra

Ricordiamo l’enunciato

Teorema 1.8.5 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio a coefficienti complessi di
grado maggiore o uguale a 1 ha almeno una radice in C.
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Dimostrazione: Per assurdo, supponiamo che esista un polinomio P,(z), n > 1, che sia privo di

radici in C. Cioe tale che P, (z) # 0, per ogni z € C. Allora la funzione f(z) = & olomorfa su

Pp(z)
tutto C, dunque ¢ una funzione intera. Ora, se n > 1, come facilmente si vede, si ha li_)m P,(z) = o0
z o0

e quindi li_>m f(z) = 0. Cio significa che dato € > 0 (per esempio ¢ = 1), esiste R > 0, tale che
z oo

se |z| > R allora |f(2)| < e(=1). Nel disco Dr = {z : |z| < R} la funzione |f(z)| ha un massimo
(Teorema di Weierstrass). Sia M (> 0) tale valore massimo. Se K = max(M,1), si ha |[f(z)| < K
per ogni z € C. Dunque la funzione intera f(2) & limitata e quindi costante, per il Teorema di
Liouville 1.8.4. Ma allora anche P,(z) = f( ) dovrebbe essere costante, cosa palesemente falsa. [

1.9 1l Calcolo dei residui.

Si e dimostrato che se f(z) € olomorfa in un aperto che contiene la regione compresa tra due circuiti
I e IV, orientati in modo concorde (tutti e due positivamente o tutti e due negativamente), allora

si ha
/f dz—/f

Supponiamo ora che f(z) sia olomorfa in un dominio D fatta eccezione per una singolarita isolata
in 2 = a. Se I eI sono circuiti semplici che contengono a nel loro interno, allora vale ancora
la formula suddetta. Anzi il circuito IV puo essere ridotto a un cerchio di raggio arbitrariamente
piccolo di centro a. E allora chiaro che I'integrale fr z)dz dipende solo dal comportamento di
f(2) in un intorno del suo punto singolare z = a.

In generale il numero

o / e (1.42)

nel quale I' & un qualsiasi circuito orientato positivamente tale che f(z) sia olomorfa in un aperto
che racchiude T" e i suoi punti interni, fatta eccezione per il punto z = a, si dice il residuo di f(z)
in z = a. Questo numero sara indicato con il simbolo R(f;a).

Supponiamo poi che il circuito orientato positivamente I' contenga piu singolarita isolate nei punti
ai,a9,...,a,. Se I'y,Ig,...,I', sono circuiti orientati positivamente tutti interni a I' e a due a

due esterni I'uno all’altro che contengono ciascuno nel suo interno un solo punto singolare, cioe
ay, € (I'y);, allora si avra

/f(z)dz: f()dz+...+ f(z)dz
r r Ty

e quindi, poiché fF z)dz = 2mi - R(f;ax)

/Ff(z)dz —omi [R(fian) + ...+ R(f:an)]

Abbiamo cosi dimostrato il seguente
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Teorema 1.9.1 (Teorema dei residui). Se f(z) é olomorfa all’interno e su I', circuito orientato
positivamente, eccettuati i punti ai,as,...,a, allora Uintegrale di f(z) esteso a T' é uguale alla
somma dei residui nelle singolarita interne a I', moltiplicato per 2mi. [

Con la locuzione “olomorfa all’interno e su I' intendiamo che f(z) € olomorfa in un aperto contenente
I'*, o, se si preferisce che & olomorfa in (I"); ed & continua in T'*, ipotesi sufficiente ad assicurare la
validita del teorema integrale di Cauchy.

Poiché in un intorno di una singolarita isolata z = a, f(z) ammette lo sviluppo di Laurent

—+o00o
)= an-(z—a)"
—00
e poiché fF(z —a)"dz = 0 per ogni n # —1, mentre %m T Zd_za = 1, si ha che il residuo di f(z) in

z = a coincide con il coefficiente a_; del suo sviluppo di Laurent in un intorno del punto singolare
z = a. In particolare se z = a € un polo semplice, si ha

R(f;a) =lim(z —a)- f(z) . (1.43)

z—a

Se f(z) = ggg e z = a ¢ uno zero semplice di Q(z) allora

a) = lim(z —a Pl _ im———%  p(y) = P(a)
BEa=Int-a 50 =M em -ew "Y'~ oW

(1.44)

Se z = a ¢ un polo multiplo, si potranno seguire due vie: o calcolare direttamente lo sviluppo in
serie di Laurent (via in generale unica se z = a € una singolarita essenziale), oppure utilizzare le
seguenti considerazioni.

Se f(z) ha in z = a un polo d’ordine n, si ha

f<z>=ﬁ+...+Z%+a0+al<z—a>+ag<z—a>2+---

Dunque
(z—a)" - f(2)=apn+...+a1(z—a)" P +aplz—a)" +ai(z—a)"T 4+ ...
e quindi

1 dnfl

R(fia) =a-1 = m[w

(z—a)" f(2).—q - (1.45)

Presentiamo ora alcuni esempi ed esercizi sul calcolo di integrali con il metodo dei residui.
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1.9.1 ESEMPI ED ESERCIZI.

Esempio 1.9.1 Si calcoli

j{ dz
|z|=371 e —1

La funzione integranda presenta singolarita per e® = 1, cioe per z, = 2kmi. Prenderemo in consi-
derazione solo quelle interne al cerchio di centro l'origine e raggio 3w, cioe z = 0 e z = £27¢. In
tutti questi punti la singolarita € un polo semplice; dunque avremo:

z
RO =Dy =t
o
R(f;£2mi) = lim =1

221 e — 1

Percio

dz . .
7{ . = 2mi{Ro + Rori + R_ori} = 6mi
lo]=37 € — 1

Esempio 1.9.2 Calcolare
2w
/ do
o 1+sin%0

Conviene osservare che se si pone z = e 9, si ottiene per le formule d’Eulero: cosf = f(z + )

sinf = (z - 7) I'integrale nella variabile 6 che va da 0 a 27 diviene un integrale nella varlablle z
che percorre la circonferenza |z| = 1. Inoltre da z = e segue dz = i-e?df = izdf. Cioe df = Edz
Inoltre sin? 0 = [5;(z — 1)1 = —4(2* = 2+ %). Dunque

/27r df _7{ 1 dz B 4}{ zdz
0 1+sin%60 |Z‘:1iz1—i(z2—2+z%)_ ) ‘z|:124—622+1

Le singolarita di f(z) sono date dalle soluzioni di 2% — 62241 = 0; cio¢ 22 = 34+2v/2. Di queste, z =
3 — 24/2 sono interne alla circonferenza |z| = 1, le altre sono esterne. In questi punti la funzione
ha poli semplici. Facilmente si calcolano i residui con le formule ricordate; R(£v/3 — 2v/2; f) =

Finalmente ) B e
i do
[ T O e

Esempio 1.9.3 Si calcoli

7{ e*dz
|lz—1|=2 22(z = 1)
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Si nota subito che z = 0 e z = 1 sono poli della funzione. z = 0 & un polo doppio, mentre z = 1
¢ polo semplice. Per calcolare il residuo in z = 0 si potra procedere o calcolando lo sviluppo di
Laurent della funzione integranda in un intorno del detto punto o usando la formula per i poli
multipli. In questo caso calcoleremo esplicitamente lo sviluppo di Laurent della funzione in z = 0.
Precisamente, si ha:

e? e? 1 22 23
- _ — 1 Z o4z 1 2434
20— 1) 20=2) o> I +2+ oy T T Y14+z4+2"4+2"+-)
1 22 23 3
= (1+z+—+§+z+z +§+z +25 4254+
1 1 2 5 8
R b ) 21 2 3l 1 Nt.o] = 2 _=Z_Z2
22[+Z+Z(2+)J“Z(6+2+)Jr i A
Dunque Ry = —2. Con facili calcoli si trova poi R; = e. Finalmente si ottiene

e*dz
—— =2mi(e — 2
le|=2 22z —1) ( )

1.9.2 ESERCIZI.

Calcolare i seguenti integrali

dz
7{4_3 20 (=0)

dz
f 1_7 (: 0)
|z|=6 COS z

Esercizio 1.9.1
Esercizio 1.9.2

Esercizio 1.9.3 ! d
jl{ OBZE  on —m<SQlogz<m (=mi)
|z—2]=1

(= —2)*

Esercizio 1.9.4

/27r cos 26d0 (= z)
o H+4cosh 6
Esercizio 1.9.5
[ (= 2 i)
r2(z—1)(z —3)2 18

Qui I' & il rettangolo di vertici £2 + 2i.
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1.9.3 Integrali fra limiti infiniti.

L’applicazione del calcolo dei residui alla valutazione di integrali definiti fu un problema al quale
Cauchy dedico moltissima attenzione e in successive memorie escogitd molti metodi per trattare
numerose classi d’integrali. Supponiamo che la funzione integranda sia una funzione razionale
flz)= ng; con P(z) e Q(z) polinomi a coefficienti complessi e grQ(z) > grP(z) + 2. Supponiamo

poi che Q(z) non abbia zeri sull’asse reale. Si voglia calcolare 'integrale
+oo P( l‘)

Q(x)

A tale scopo costruiamo il seguente cammino d’integrazione I'p = [-R, +R| + Cg, dove Cr = {z =

Re:0 <9 < 7} e supponiamo che nessuna singolarita della funzione cada su tale curva; [—R, 4+ R]
¢ il segmento della retta reale che va da —R a +R. Si ha allora

P(z) , [TE P(z) . P(z - P(z)
T'r Q(z)dz_/—R Q(m)d + Cr Q(z =2 ¢a§;0 (2) ),

dx

dove si intende che la somma sia estesa ai residui calcolati nelle singolarita contenute in I'g. Poiché
le uniche singolarita della funzione considerata sono un numero finito di poli, se R & sufficientemente
grande la somma sara estesa a tutte le singolarita contenute nel semipiano superiore. Valutiamo
ora l'integrale esteso al semicerchio C'r. Osserviamo che esiste Ry tale che per R > Ry, se z = Re™

P(Re™) -2
i< M-R
Qe =
Percio 19
P i M
|/ (2) 1. = |/ (Ret Re’”dﬂ|< MR™2Rr = n—
cn Q(2) Q(Re'?) R

Questo integrale tende a 0 per R che tende all’lnﬁnito. Dunque, prendendo il limite per R — oo,
si ottiene

400 P(.CC)

= 2m @'a
Q(x)dx—%r > R( cay) . (1.46)

Q(2)

Sar>0
In modo analogo si puo dedurre che e

+o00 P( )
Q(x)

d;r = —2mi Z z , (1.47)

Slag <0

dove si intende che la somma sia estesa ai residui delle singolarita contenute nel semipiano inferiore.
. . . . . ~P(2) . . . . . .
Percio, se, in particolare, i poli di f(z) = Q(z) Somo contenuti tutti nel semipiano superiore o tutti

nel semipiano inferiore, si puo subito dedurre che
+o00 P(w)
Q(z)

Lo stesso metodo si puo utilizzare per calcolare fj;o f(z)dz, se | f(Re™)| < MR7*, con k > 1, per
0<y9<m.

der =0
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Un metodo analogo a quello sopra descritto si puo applicare anche a integrali del tipo

/ e )

—00

con a > 0 reale. In generale, si intende che fj—;o €' f(z)dx indichi il limp_s o0 fj_}? e f(z)dx.
Dunque, se f(z) non & assolutamente integrabile su tutta la retta, piti correttamente questo inte-
grale si dira la parte principale o valore principale secondo Cauchy dell’integrale stesso (si veda il
paragrafo 1.10). Si fara uso in questo caso del seguente

Lemma 1.9.1 (di Jordan). Sia Cr una semicirconferenza del piano superiore, come nelle con-
siderazioni precedenti. Sia f(z) una funzione olomorfa nel semipiano superiore tranne che per
un numero finito di singolarita isolate ed esista Ry tale che per R > Ry, se z = Re™ si abbia
|f(Re)| < MR™, a >0, e sia a > 0. Allora

lim e f(2)dz=0 . (1.48)

R—o0 Cr

Dimostrazione: Se R > Ry, si ha, per ipotesi, |f(Re"”)] < MR™. Dunque, per il modulo
dell’integrale esteso a Cg, si ottiene

‘/ eiaR(cos Y+isin ﬁ)ZRezﬁf(Rezﬂ)dﬁ‘ < MR / efaRsin ﬁdﬁ _
0 0

w/2
2MR1—a / e_aRSinﬁdﬁ,
0
Si osserva facilmente che la funzione ¢ decrescente nell’intervallo da 0 a 7/2. Infatti % Sigﬂ =
C%szﬂ - (¥ — tan ) < 0 nel detto intervallo. Vale allora in [0,7/2] 2 < % <1, e quindi nello stesso
intervallo, %19 <sing < 9. Allora avremo

/2 ) w/2 "
/ efaRsmﬂdﬁ < / 672WR19d19 <
0 0

sin ¥
9

L _ _—aR
2aR(1 e
Infine "

[ e sl < TR e

r

La suddetta maggiorazione tende a zero per R - ocosea>0e a > 0. O

1.9.4 1l residuo all’infinito.

Supponiamo che la funzione f(z) sia olomorfa in tutto il piano complesso tranne che in un numero
finito di punti di singolarita isolata. Sia inoltre co punto regolare o una singolarita isolata per la fun-
zione. Esiste certamente in C un cerchio Cg, positivamente orientato, di raggio R sufficientemente
grande che contiene tutte le singolarita di f(z) al finito. Dunque sara:

(2)dz = 2mi Z R(f;ax)
k

/
Cr
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D’altra parte, se Cg viene percorso in senso negativo (orario) esso ¢ un circuito positivamente
orientato intorno al punto co. Il teorema dei residui fornisce dunque:

— 271 R(f: = dz = 2mi R~
m; (fsan) / )z = o

Concludiamo allora che la somma di tutti i residui di f(z), compreso quello all’infinito, ¢ nulla.

k

Si osservi che Ry non ¢ nullo anche quando f(z) & regolare all’infinito. Infatti, in questo caso, si
ha a a
f(z):a0+;1+;22+...
z z

Il residuo Roo = 2%” —Ch f(2)dz si pud cosi calcolare. Posto w = %, si ha
1 dw
gw)=f(=)=ap+a 1w +asw*+--- , e dz= =
w w

Notiamo che se z percorre il cammino —C'g in senso positivo intorno a oo, w percorre il cammino
(C'1 anch’esso in senso positivo intorno a w = 0. Dunque
R

1 1 dw 1 dw
— dz = —— o= = _ qw? ) = —a_1(1.49
57 7CRf(z) 2 2 o g(w)w2 27”,/01 w2(ao+a 1w+ a_sw + ) a_1.1.49)
R R
Dunque il residuo all'infinito ¢ dato da Ry, = —a—_;. In particolare si ha [, f(z)dz = 0 se C

racchiude tutti i punti singolari al finito e il coefficiente a_; dello sviluppo di Laurent di f(z)
all’infinito € nullo.

1.9.5 ALTRI ESEMPI ED ESERCIZI.

Esempio 1.9.4 Calcolare

+o00 2
/ < Jdx
oo 142

Secondo quanto esposto nel paragrafo 1.9.3 il valore dell’integrale & 27¢ volte la somma dei residui

che stanno nel semipiano superiore della funzione. Ora z* = —1 ha le seguenti soluzioni z = &}, =
ePRH1im/4 “con k= 0,1,2,3. Di questi g9 = /™* = /2/2 +iv/2/2 e g1 = 37/4 = —\/2/2 4 i\/2/2
stanno nel piano superiore. Dunque

too 42
/Oo Tt = 2mi - [R(f:20) + R(f;e0))

Ma, tenendo presente che le singolarita sono poli semplici, si ha

oy Pleo) e 11—
R(f,eﬂ)_ Q/(so) - 458 - 460 - 4\/§
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Analogamente R(f;e1) = ﬁ = ;1/3’ Finalmente

/+°° x? J o [1—¢+—1—¢] T
—axr = 271 - —_— | = —=
142 4/2 44/2 V2

—00

Esempio 1.9.5 Cualcolare

Too o dx
/ — n>2
0 1+$"

Conviene, in questo caso, considerare un cammino nel piano complesso che contenga una sola
singolarita della funzione. Tale cammino dipende da n. Poiché i poli di f(z) sono dati dalle soluzioni
di 2”41 = 0, cioé sono le radici n-esime di —1, che sono zj, = ("/"+27k/7) con k= 0,1,.. ., (n—1),
il cammino T, che considereremo & il seguente: T, = [0, R]+Cg , +€2™/™-[R, 0], dove 2™/ - [R, 0]
indica il tratto di segmento che congiunge l'origine al punto Re’?™™ orientato dal punto stesso
verso 'origine. Questo cammino contiene al suo interno il solo polo semplice di f(z) in z = elm/n,
Il residuo in tale punto, essendo la funzione del tipo %, vale

1 1

L Am/ny _
R(f7 (& ) - Q/(eiﬂ-/n) - ne,ianlﬂ_
Dunque
dz R qx dz 0 dpeﬂ”/” 2w _nea
n = n + n + n 271 =—_-¢ "
r, 1+z o 1+ Crn LT 2 r 14 ple n
Ora

|/ dz < 2R
Cpp LH2" ~ (R =1) 7

e dunque tende a zero per R — co. Prendendo il limite per R — oo si ottiene

/OO dx _ ei27r/'r7, /oo dp _ (1 _ ei27r/n) /oo dr _ @ . e—inT_lw.
0 1 + x" 0 1 + pn 0 1 =+ xn n

Facendo alcuni semplici calcoli e ricordando le formule d’Eulero per il seno, si trova finalmente

/OO de m/n
o l+an  sin(n/n)

Esempio 1.9.6 Calcolare

+oo dx
/0 (22 4+ 1)2(z2 4+ 4)
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La funzione

1
(224 1)2(22 + 4)

ha in z = 7 un polo doppio e in z = 2¢ un polo semplice. I residui valgono

f(z) =

o (z—2i) . 1 _
B2 = M e S G2y 36
. d (z—1i)? _t

R(f;1) = @[(22 +1)2(22 +4)]Z:i T 36

Dunque

/+oo dx _1/+oo dx B (j)_l
o @@+12z2+4) 2) . @@2+12@2+4) 18’ 18

1.9.6 ESERCIZI.

Calcolare i seguenti integrali

Esercizio 1.9.6

/m dz (a,b>0,a #b) (=—" )
o (#2+a?)(x2+0b2) ’ ~ 2ab(a +b)
Esercizio 1.9.7
/+°° dx (= 47 )
coo (2T +1)2 - 3V3
Esercizio 1.9.8
oo 2241 V3

Esempio 1.9.7 Si calcoli l'integrale?

+0o0 o3
sin x
dx
0 xT

3Calcolato da Giorgio Bidone (1781-1839) in Mem. Acc. Sc. Torino (1811-12), pag. 279, e da Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830) in “Théorie de la Chaleur (1822), Paris.
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Figura 1.6: Cammino d’integrazione

Consideriamo il seguente integrale
eiz
—dz
T R
dove I' ¢ il seguente cammino d’integrazione: l’asse reale da € a +R, il semicerchio del piano
superiore di centro 'origine e raggio R, Cg, 'asse reale da —R a —¢ e il semicerchio del piano
superiore di centro l'origine e raggio € orientato negativamente —C.. Si veda la Figura 1.6. [' =
[e,R] 4+ Cr + [ R, —¢] + (—C¢). Evidentemente, non essendoci singolarita interne al circuito, si ha
eiz
—dz = 0.
T R

iz —& iz iz R iz
/ edz—i—/ edz—i—/ edz+/ € dz=o.
Cr *? —-R % —-C. e <

Per il lemma di Jordan 1.9.1 si ha che limp_, fCR %dz = 0. Ne segue che

—€ iz oo iz iz
e e e

/ dz—l—/ dz:—/ —dz.
oo 2 e 2 —c.

Poiché e'* = cos z + i sin z, si trova

—& iz o0 L1z o0 L1
/ ¢ dz +/ A 2i/ M2 g
oo % e 2 - z

Cioe
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1z 1z
-1
/ € iz :/ dz +/ € dz.
—C. z —C. z —C. z

e —1
z

D’altra parte

Ma lungo C;, z = eeio, 0 € [m,0]. Poiché lim, = 1, esistono una costante positiva M e un

o . . . iz _
numero positivo ey tali che se e < g si ha |<=| < M. Dunque

1z
—1
/ ¢ dz| < Mem
—C. zZ

Finalmente si trova

etz 0 etz _ 1
lim —dz = / 1df + lim dz = —im + 0= —im.
e=0/_¢c. % - e—=0J_¢ z

Dunque

o
2@'/ ST e = —(—im) = im.
0 x

E finalmente

Esercizio 1.9.9 Calcolare
“+o00 2 -9
e (=13
oo P4+ 1022+ 9 12

Esercizio 1.9.10 Calcolare

T cosx e @

Esercizio 1.9.11 Calcolare

+00 3
/ I 4 (a>0) (= me®)
oo TPt a

Esercizio 1.9.12 Calcolare

/+°°x2dx (= 1)

oo (22 +a?)3

Esercizio 1.9.13 Calcolare

i —4
/ _cos? 3v2-4
0

3 4+ cos
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1.9.7 Residui e decomposizione di funzioni razionali in fratti semplici

P(z)
Q(2)
€ noto un metodo algebrico per sviluppare la funzione in fratti semplici. Vogliamo qui espor-
re un metodo che si basa sul calcolo dei residui per ottenere lo sviluppo in fratti semplici. Se

Data una funzione razionale f(z) = , dove P e @ sono polinomi privi di radici comuni,

P R
grP(z) > grQ(z), si procede a dividere P per @, ottenendo quoziente e resto: QEZ; =Q1(2)+ QEZ; ,
z z
con grR(z) < grQ(z). Supponiamo di essere nella situazione grP(z) < grQ(z) (dopo avere even-
tualmente operato la divisione). Allora, se ai,aq,...,qx sono le radici di Q(z), di molteplicita
rispettivamente m1,mo, ..., myg, si ha
A A A
f(Z) — 11 + 12 5 + o 1m1
z—ap  (z—a) (z — ;)™
A A A A
A 4T RL ke (1.50)
Z— Qo (z — ag)™ z — Qg (2 — o)™

Conviene distinguere vari casi.

A) Se tutte le radici sono semplici e grQ(z) = n, allora

A Az An

f(z) = + +...+
Z—aq1  zZ— Qo Z— ay
e quindi Ay, Ay, ..., A, sono iresidui di f(z) in aq, ag, ..., a, rispettivamente.
Esempio 1.9.8 Sia
1(2) 1524 + 1023 — 4522 — 162 + 12
Z) =
2(22 —4)(22 - 1)

Se ne dia la decomposizione in fratti semplici.

Svolgimento: 1 poli di f(z), tutti semplici, sono: —2,—1,0,1,2 e grP < gr@Q.

Av= R(f,-2) = Jim [(z +2)f ()]l = 1
A= R(f,=1) = lim (2 + D)f ()]t = 2;

As= R(/,0) =lim[=f(2)]lm0 = 3
Av= R(AD) =tz Df ()]t = 4
As= R(f;2) =lml(z~2)f()]:m =5

Allora
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B) Se a ¢ un polo di molteplicita m, allora

Ay As A

flz) = (z—a)+(z—a)2+"'7(z—a)m

+ R(2),

e quindi

(z—a)"f(2) =Am + Am_1(z—a) + ...+ A1z — )" 4 (2 — )™ R(2) .

Da cio si deduce
A = (2— a)mf(z)|2=a
d
Ap-1 = 1 (2= a)"f(2)) |2=a

1 d? .
An-z = 553 (2= 0" f(2) Lo
1 dm=D -
A= (m — 1)l dz(m=1) ((z = )" f(2)) l=a -
Esempio 1.9.9 Si decomponga in fratti semplici la frazione f(z) = éi—i%

Svolgimento: Poiché numeratore e denominatore hanno gradi uguali, si dovra preliminarmente
eseguire la divisione, che da come quoziente 1. Dunque, poiché 1 & polo di molteplicita 5 della
funzione, si ha

o A1 AQ A5
f(z)_1+z_1+(2_1)2+...+(2_1)5.

Con la precedente regola si trova

A5 = (=D)"f(2)=1 = (2° + 1)z =2
d

A = (= 1°f(2) ot = 521 =5
1 d2 5 2023

Az = Nd2 ((Z - 1) f(z)) =1 = 91 =1 =10
1 d® 5 6022

A = o5 (=11() =1 = =1 = 10
1 d* 120z

A= i (G FE) Lot = S = 5.

O

Si applichi la stessa tecnica anche quando si ¢ in presenza di funzioni razionali con coefficienti reali
e quindi in presenza di poli complessi coniugati (se non reali, come negli esercizi precedenti). Per

10z — 22
esempio, la funzione f(z) = m che ha come poli semplici o = —2 — 3i e ag = —2 + 34,
ha come residui, rispettivamente, Ry =5 — 7¢ e Ry = 5 + 7i. Dunque
5—Ti 54Tt
f(z) =

z+2+3z‘+z+2—3z"
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1.10 Valore principale dell’integrale.

E ben noto che se la funzione integranda, reale di variabile reale, ha in x = x¢ una singolarita,
allora si definisce I'integrale generalizzato di f(z) sull’intervallo [a, b] come segue

b

/ f(x)de = l1m o f(z)dz + lim f(x)dx

n—0 zo+7

Puo accadere che tale limite non esista, ma che esista invece il limite seguente

ii_%{/ dw+/;€f(a;) dz)

In questo caso si dice che tale limite e il valore principale dell’integrale secondo Cauchy, e si scrive

b b
P/ f(x)de = 1im{/ x)dx + f(x)dx}
a e—0 zote
Analogamente si definisce il valore principale secondo Cauchy dell’integrale di f(x) su tutta la retta
reale, come segue

400 +R
P/ f(z)dx = lim fz)dx

—00 R—+o00 —R

quando la funzione f(z) sia integrabile su ogni intervallo limitato della retta reale.

Le stesse considerazioni si possono ripetere nel campo complesso. Se consideriamo un integrale del
tipo fF z)dz e la funzione f(z) ha una singolarita in zp € I', diremo valore principale dell’inte-
grale il valore ottenuto con il seguente procedimento. Escluderemo zy dal cammino d’integrazione,
togliendo a I" un arco zizz, con |21 — 29| = |22 — 20| = p. Se esiste il limite per p — 0, esso si dice
il valore principale secondo Cauchy dell’integrale.

P/Ff(z)dz: lim f(z)dz . (1.51)

p—=0 F\zlzg

Consideriamo come caso particolare la formula di Cauchy. Sappiamo che

1 (& B 0 : ze(D)
o Fg_zdg_{f(z) e

mentre nulla si puo dire se z € I.

In questo caso il valore principale dell’integrale ha un preciso significato, se il cammino d’integra-
zione I' & sufficientemente regolare. Supponiamo dunque che I' abbia solo un numero finito di punti

angolosi. Vogliamo calcolare
1
2mi Jp€E—z2
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quando z € I'. Sia C, un cerchietto di centro z e raggio p e sia C la parte di C, C (I');. Se

I'y=T\zZz2 + Cy, si ha
f(€) f(€)
S8 g d¢ =
/F\zlzzf_z £+/le_ <=0

Infatti non ci sono singolarita all’interno di I',. Dunque

O 4o [ SO
Jromem o= e

1 [ 1) 1 £ 1 fE)
mP/Fg_de—ﬁogm/F\mg_zdf— 2m;13%/clg—zd€'

[ L9 s0 [ e [ 1910

E—2z2 Cy £—z
Per la derivabilita di f in z il modulo della funzione integranda nel secondo integrale & limitato,
mentre la lunghezza del cammino tende a zero per p — 0. Dunque il limite del secondo integrale &
nullo per p — 0. Per valutare il primo integrale si pud osservare che z, = z + pe*) gk =1,2 ¢
dunque

E finalmente

Ma vale

1 1 1 92(p) _
L P N A e A
2mi Jo, £ — 2 210 Sy, (p) 2m

Prendendo il limite per p — 0, si ha

Qmp/q 1O e = f(z)92) (1.52)

E—2 2

dove w(z) = m— a ¢ il supplemento del salto angolare subito dalla tangente al cammino I" nel punto
z. Se il punto z non & un punto angoloso, allora @ = 0 e quindi w(z) = .

1.10.1 Esercizi

Esercizio 1.10.1 Calcolare

1 o dx N
=g = RCAL

Isoliamo l'origine con un cerchietto di raggio € e consideriamo il cammino d’integrazione I' com-
prendente un semicerchio nel piano superiore di raggio R, uno di raggio ¢ e i tratti dell’asse reale
da —R a —¢ e da € a R, come quello della figura 1.6. Allora

1/ dz [ 2 seS(a)>0
7 Jp2(z—a) 0 : seS(a)<0

Prendendo il limite per R — oo

i e ke
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2 seS(a) >0
L 0 seS(a)<0
Valutiamo
. dz . 0 4do T
lim —— = lim — =1i—
=0 Jo 2(z—a) 0), eV —a  a

Finalmente, prendendo il limite per ¢ — 0, si trova

1P/°° dez é :ose S(a) >0
T Jowx(x—a) | T : &

Esercizio 1.10.2 Calcolare

1.11 L’indicatore logaritmico.

Prima di addentrarci nel teorema dell’indicatore logaritmico presenteremo brevemente il logaritmo
nel piano complesso.

Dato un numero complesso z = pe*’ diremo logaritmo di z (log z) ogni numero complesso w = u+iv

tale che

eu—i-iv e peiﬂ
E allora evidente che affinché valga la precedente uguaglianza deve essere e = p, cioe u = logp =

log |z| e v = ¥ + 2kw. Dunque ogni numero complesso z # 0 ha infiniti logaritmi
log z = log |z| + i(¥ + 2km)

dove ¥ €& un argomento di z; dunque non si puo parlare nel piano complesso di una funzione
logaritmo. Tuttavia, se per I'argomento di z si sceglie un numero compreso in un assegnato intervallo
di ampiezza 27, si puo isolare un solo argomento di z. Le scelte piu comuni sono —7 < ¥ =
arg(z) < mo 0 <9 = arg(z) < 2m; in questo caso si dice che il valore scelto dell’argomento & il
valore principale dell’argomento. Le due scelte corrispondono a “tagliare il piano complesso lungo
il semiasse reale negativo, o, rispettivamente, lungo il semiasse reale positivo. In realta ogni “taglio
nel piano complesso che vada dall’origine al punto all’infinito ¢ atto a rendere univoco il logaritmo.
Cioe a farne una funzione. Diremo allora wvalore principale del logaritmo e scriveremo Logz la
funzione che ha parte reale data da log(|z|) e parte immaginaria ¢}, dove ¥ ¢ il valore principale
dell’argomento di z, scelto in uno dei modi suddetti.

Consideriamo una funzione f(z) che sia olomorfa all’interno di un laccio I', esclusione fatta per un
numero finito di punti nei quali abbia poli isolati; inoltre la funzione possieda un numero finito di
zeri isolati. Nessun polo o zero di f(z) cada sul cammino I'. Si ha allora
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Teorema 1.11.1 Sotto le condizioni specificate, vale

LG,
i o f0) T

dove Z ¢ il numero degli zeri, contati con la loro molteplicita, e P ¢ il numero dei poli, contati con
la loro molteplicita, interni o T'.

(1.53)

Dimostrazione: Se f(z) ha in a; un polo o uno zero isolato di molteplicita m; si potra rappresentare
come segue

f(2) = (z = ay)™ fi(2)

dove f;(z) € una funzione olomorfa in un intorno di a; e fj(a;) # 0. Sara m; > 0 se a; € uno zero,
m; < 0 se a; ¢ un polo. Si avra

f(2) =mj(z —a))™ " fi(2) + (2 — a;)™ fj(2)

E quindi

f2)  z—a;  f(2)

f'z) — my n fi ()

La funzione fj:(z) ¢ olomorfa in un intorno di a; e quindi il residuo di @) ina; & m;. Ne segue che
fi(2) J f(2) J J
1 [ f'(z)
— dz= =7 —P
2mi Jo F() "7 Ej:m’

O

Possiamo scegliere, come caso particolare, f(z) = P,(2) = ap2" +an 12" ' +... +a1z+ag, n > 1.
Se il cammino I' & un cerchio di centro l'origine e raggio sufficientemente grande, esso contiene tutti
gli zeri di P,(z) (sono al pitt n). Infatti ¢ lim, ,~ |P,(2)| = co. Se percorriamo il cammino I' in
senso antiorario, percorriamo in senso orario un cammino intorno a z = 0o, che € un polo d’ordine
n per la funzione. Si ottiene dunque

Pz) n
O

Allora

1 P!
/ ) g~ (Cn)=n
2mi Jp Pn(2)
Ma T racchiude tutti gli zeri di P,(z). E poiché P,(z) non ha poli all’interno di I, possiamo
interpretare il risultato ottenuto dicendo che ogni polinomio di grado n ha esattamente n radici se

contate con il loro ordine di molteplicita. Abbiamo ottenuto un’altra volta la dimostrazione del
teorema fondamentale dell’algebra.

Una funzione olomorfa in un dominio aperto D tranne che per poli contenuti in D si dice talvolta
una funzione meromorfa.
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Il precedente teorema dell’indicatore logaritmico puo anche porsi sotto la forma detta del Principio
dell’argomento. Si osservi che e

Aty =log f(2) — log f(a
/af(@dg—lgﬂ) log f(a)

se l'integrale & esteso a un cammino semplice che congiunge a con z (per es. un segmento di retta di
estremi a e z) e non ci sono né singolarita né zeri di f(z) lungo tale cammino. Se l'integrale & esteso
a un cammino semplice chiuso, |f(z)| dopo un giro completo assume nuovamente il valore iniziale,
mentre ’argomento, in generale, sara mutato. Se indichiamo tale variazione con Ar arg f(z), si ha:

1L (e, 1
27”/1“ ) dz = %Ap arg f(z)
e quindi
Ararg f(z) =2n(Z - P) . (1.54)
O

In realta abbiamo dato per scontato che si possa definire il log f(z) lungo I' il che non ¢ facile né
immediato da riconoscere “a priori. Perd si puo procedere come segue: se a € I'(I), dove I = [0, 1],
poiché non ci sono né poli né zeri di f(z) su I' si puo definire un ramo di log f(z) in una sfera
aperta di centro a e raggio sufficientemente piccolo r: B(a,r); basta che in tale sfera la funzione
non si annulli e non abbia poli. Per ogni a € I'(I), esistera un £ > 0 tale che il logaritmo di f(z)
si possa definire in ogni B(a,¢). Ora, per la compattezza del circuito e per 'uniforme continuita
di I'(¢), per ogni € > 0 esiste una suddivisione finita 0 < ¢; < ... < ¢}, = 1 dell'intervallo I tale
che I'(t) € B(I'(tj—1),€) per tj—1 <t < t;. Si puo definire un logaritmo in ogni sfera B(t;,¢).
Infine, poiché t; € contenuto sia nella sfera j-esima che in quella (j — 1)-esima si possono scegliere le
determinazioni del logaritmo /1, ..., ¢, in modo che sia ¢1(I'(t1)) = ¢2(T'(t1)), ¢2(T(t2)) = £3((t2)),
s k-1 (D(tg-1)) = Le(T(tg—1))-

Se I'j ¢ il cammino I' ristretto a [t;_1,1;], poiché £; = f , si ottiene

/ J; = £;(T(t5)) = £;(T(tj-1))
L

per 1 < j < k. Sommando i due membri dell’uguaglianza si ottiene finalmente

/f/ — t1(a) = 2mmii

e dunque l'argomento di f(z) cambia di una quantita 2rm lungo T'.

Diamo infine un interessante teorema dovuto a Kugene Rouché spesso utile nelle applicazioni.

Teorema 1.11.2 Supponiamo che f con g(z) e h(z) soddisfino le condizione del teorema precedente
e che si possa scrivere

f(2) = g(z) + h(z)
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con |g(z)| > |h(2)| sulla curva I'. Allora si ha che la variazione dell’argomento lungo I' di f(z) é
la stessa di quella di g(z), e quindi che

Zy—Pr=274—P; . (1.55)
Dimostrazione: Vale
F2) = g(9)- {1+ 22
z)=g(z) - .
9(z)
Quando z si muove lungo I' il quoziente % ha modulo minore di 1. Dunque se
h
w(z) = {1+ 42,

9(2)
si ha [w(z) — 1| < 1, e quindi |arg(w(z))| < § poiché w(z) giace nel semipiano Rw(z) > 0. Ma
allora Arargw(z) =0 e quindi Ararg f(z) = Arargg(z) e quindi anche Zy — Py = Z, — P,. 0O

Piu in generale si puo dimostrare il seguente teorema

Teorema 1.11.3 (Glicksberg, 1976). Siano walide le condizioni precedenti sulle funzioni f e g
e si supponga che su un circuito I' non ci siano zeri o poli delle due funzioni e che inoltre sia

1f(z) +9(2)| <[f(2)[ +1g(2)| suT. Allora
Zy—Pr=2Z,—P, . (1.56)

Dimostrazione. Dalle ipotesi segue che, essendo g(z) # 0 su I’

f(2) f()
+1) < |=7=|+1.
oo e
Cio implica che il rapporto ]gc ((3 non puo mai assumere un valore reale p > 0. Infatti in questo caso
si avrebbe p+ 1 < p+ 1, che € assurdo. Allora g Ej)) porta C in C\ [0,00) e quindi si puo definire
una determinazione del logaritmo per %. Dunque
1
R CNRIC N
2mi Jrog(2)” " g(2)
ossia ) P ,
g
omi F(f g) ( f f) (g g)

g

Osservazione 1.11.1 Si osservi che il Teorema di Glicksberg ha come caso particolare quello di
Rouché. Infatti se |f(2)] = |g(z) + h(2)| < |g9(2)] + |h(2)| < 2|g(2)|, allora Z; — Py = Zoyg — Poy.
Ma

1 (2 1 [¢
@—%:,/g@@:,g@@:%Jy
2mi Jr 29(z) 2mi Jr g(z)

Dunque Zy — Py = Z4 — P,; cio¢ vale il Teorema di Rouché.
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Esempio 1.11.1 Calcolare il numero degli zeri del polinomio
22— 20425 — 4,

all’interno della corona circolare {z € C:1 < |z| < 2}.

Svolgimento: . Si osservi che se |z| = 2 si ha | — 20425 —4] <26 4+2°+4 =100 < 28 = 256. Dunque
all’interno del cerchio di raggio 2 il nostro polinomio ha tante radici quante ne ha il polinomio
28, cioe 8. Le radici nella corona circolare sono quelle presenti nel cerchio esterno meno quelle
contenute nel cerchio interno. Ma se |z| = 1, si ha che |28 — 26 4 25| < 3 < | —4]. Cioe il polinomio
considerato non ha radici all’interno del cerchio |z] = 1 (o meglio, ne ha tante quante il polinomio
costante 4). Dunque nella corona ci sono tutti gli 8 zeri del polinomio. g

In modo analogo a quanto visto sopra si dimostrano i seguenti teoremi

Teorema 1.11.4 Sia f(z) una funzione olomorfa in D tranne che per un numero finito di poli e
dotata di un numero finito di zeri. Sia g(z) olomorfa in D e sia I' un circuito che non passa per
gli zeri o i poli di f. Allora

m
=1

%m /ng} dz = ;g(zk)nk - Zg(pr)mT7

T

dove ny sono le molteplicita degli zeri z,, e m, gli ordini dei poli p, della funzione f(z) all’interno
di I

O

In particolare se g(z) = z e f(z) & olomorfa in un aperto contenente il disco chiuso B(a, ) e iniettiva
nel disco allora il valore dell’inversa si puo calcolare come segue se Q = f(B(a,r)), a € QeI ¢il

erchio |z —a| = r:
el gy L[
! (O‘)_%i/rf(z)—a ’

1.11.1 L’indice di avvolgimento.

Finora in tutte le formule integrali stabilite abbiamo implicitamente tenuto conto che ogni curva
semplice chiusa rettificabile “gira una sola volta intorno a ogni suo punto interno, e nessuna volta
intorno ai suoi punti esterni. Il teorema che segue dice sostanzialmente che ogni curva rettificabile
chiusa gira o s’avvolge un numero intero di volte intorno a ogni punto che non appartenga al suo
sostegno.

Teorema 1.11.5 Se I': [0,1] — C é una curva chiusa rettificabile e a ¢ T'(I) allora

1 dz

2mi Jrz—a
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e un numero intero.

Dimostrazione. E sufficiente considerare il caso di I' curva liscia. In questo caso si puo definire

Allora si ottiene g(0) =0 e g(1) = [ 2. Vale inoltre

(¢
"(t) = ——2— 0<t<1
J(0) = ey per0<ts
Ma allora
ie_g(F—a)—e_g[F/— r T'=a)]=0
dt - I'—a -

Dunque e 9(I" — a) & costante e quindi e 9)(I'(0) — a) = T'(0) — a = e 9D(I'(1) — a). Poiché
I'(0) = I'(1) si deduce che e=9(1) = 1. Ossia che g(1) = 2mik per qualche intero k. O]

Definizione. Il numero

1 d
n(l;a) = 2/ _Z
i Jpz—a

si dice il numero d’avvolgimento o indice di I" rispetto al punto a ¢ I'(I).

E facile riconoscere che se I' e A sono due curve chiuse rettificabili con i medesimi punti iniziali e
a non appartiene al sostegno delle due curve, allora

(a) n(I';a) = —n(-T;a);
(b) n(T'+ As;a) =n(T;a) + n(A;a).

Tenendo conto del numero d’avvolgimento il teorema integrale di Cauchy potra allora essere
formulato in modo generale come segue

Teorema 1.11.6 Sia f una funzione olomorfa su D C C. Se I' é una curva chiusa rettificabile in
D tale che n(T';w) = 0 per ogni w € C\ D, allora per ogni a € D\ T'(I) si ha

n(Tia)f(a) = = [ L)

= — dz
2w Jr z —a

1.12 Serie di Residui.

Nel paragrafo 1.10 abbiamo definito il valore principale di un integrale su tutta la retta reale

+oo ) +R
p /_ S@de= i [ @
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quando la funzione f(x) sia integrabile su ogni intervallo limitato della retta reale. Se la funzione
f(2) ha un numero finito di singolarita nel semipiano superiore o inferiore, sotto opportune ipotesi,
il valore principale dell’integrale & la somma dei residui nelle singolarita. Ci chiediamo se questo
procedimento si possa estendere al caso in cui ci siano infinite singolarita nel semipiano superiore
o inferiore. In questo caso la somma del numero finito dei residui sara sostituita dalla loro serie.

Supponiamo dunque che f(z) sia olomorfa nel semipiano z > 0 fatta eccezione per una successione
di punti z1, 22, ..., 2k, . . ., con I(zx) > 0, che supporremo enumerati in modo che |z1| < |z < ... <
|zx| < ... e tali che |zx| — oo per k — oo. Sia Ry, Ra,..., Rk ... una successione di raggi diversi
da tutti i valori di |zx| e divergente a +o00. Sia poi I'y il cammino formato dal segmento [— Ry, Ry]
sull’asse reale e dal semicerchio Cy di raggio Ry del semipiano superiore. Sia infine n; un intero
tale che |z, | < Ri < |#n,+1|- Allora per il teorema dei residui si ha

f(z)dz = 27riZkR(f;zT) ,
Dy r=1

ossia

Ry, Nk
/ f(x)d:szwiZR(f;z,ﬂ)f : f(z)dz
r=1 k

—Ry,
Se accade che
li Ry, - =0
kg{)lo[ K gé%i!f@)l] :

allora il valore dell’integrale esteso al semicerchio nel semipiano superiore tende a zero. Se inoltre
sappiamo che converge la serie dei residui, possiamo concludere che esiste I'integrale su R in un
senso che estende quello del valore principale secondo Cauchy e si ha

Ry

“+o00
kgrfoo . f(z)dx = 27rz'nz:0R(f;zn)

Dunque abbiamo dimostrato il teorema

Teorema 1.12.1 Se f(z) ¢é olomorfa in Sz > 0 fatta eccezione per i punti z1,29,...,2n,..., CON
I(zk) > 0 e |zx| — 00, se 3028 R(f;2n) converge e se esiste una successione di raggi Ry — oo
diversi da ogni |zy| e tali che limy_,o [Ry - max,cc, |f(2)]] =0, allora
lim f(z)dx = QWiZR(f;zn)
k—+o0 —Ry, =0

Analoganente si puo dimostrare il teorema

Teorema 1.12.2 Se f(z) é olomorfa in Sz < 0 fatta eccezione per i punti 24,25, ...,2},..., con

I(2;) < 0 e |2, — 00, se SIS R(f;2l) converge e se esiste una successione di raggi Ry — 0o
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diversi da ogni |z,| e tali che limy_, s {Rk-maxzec;c ]f(z)\] = 0, dove Cj, ¢é il semicerchio con

S(z) <0 di raggio Ry, allora

Ry

lim f(z) f2mZR fizh)

k—+oco -

Se le condizioni di entrambi i teoremi sono soddisfatte, e la stessa successione di Ry € utilizzabile
nei due casi (anche togliendo la restrizione (zx) # 0, come faremo piu avanti), allora 'integrale
si puo eliminare e trovare che la somma delle due serie dei residui ¢ nulla. In quest’ultimo caso si
puo anche rinunciare alla richiesta che le singolarita abbiano parte reale non nulla. Cid puo essere
utilizzato per calcolare la somma di certe serie, come mostreremo nell’esempio 1.12.2.

1.12.1 ESEMPI.

Esempio 1.12.1 Sia f(z) = m

3. 571'

Questa funzione ha poli nel semipiano superiore nei punti z = 4, 5i, 54, 54,.... Si prenda Ry =

km,k=1,2,.... Si puo osservare che

’ 2

| cosh z|? = | cosh(z + iy)|*> = | coshz - cosy + i sinh  siny|> = cos? y + sinh? =

Si noti inoltre che per (k — 1) <y < km, cos’y > 1, mentre per y < (k — )7 e |2| = k7

1 1
\a?|>\/k27r2—(k—4)27r2:7r §k—— \[ ,

. ;1.2 1
cosicché sinh®z > 5. Dunque su Cg,

1
cos? y + sinh? z > 3
Allora Y
2
max |f(z ,
CRk |f( )| —_ ‘RQ |
e dunque la condizione sul limite per £ — oo ¢ soddisfatta. Per il calcolo dei residui si trova:
1 1
R ) = =
(£39) 2icoshi  2icosl
¢ 1 1 (—1)"
R(f;(n—=)mi) = = — .
(i (n=3)mi) 1= (n— 1)2a2sinh(n — Dymi  i[(n— )22 — 1]

Finalmente si ha

+o0 dr ( 1)n
= oS
/oo (1 + 22) coshx cosl * FZ —2)2r2 -1
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Esempio 1.12.2 Calcolare 3.7 1 a > 0.

n2+a2 9

Conviene considerare la funzione f(z) = m cot(mz) che ha poli semplici nei punti z = +ia e in

z=mn,n=0,+1,4£2 .... Sitrova che i residui sono dati da

1 1
R(f;ia) = %70 cot(mia) = ~5 cothma |

1 1
R(f;—ia) = ~5ia cot(—mia) = ~5a cothma

1
R(fin) = ————
(fin) m(n? + a?)
Conviene scegliere R = k + %, k=1,2,..., supponendo che tutti questi raggi siano diversi da |a].

(Altrimenti si saltera uno dei raggi.) Si osservi inoltre che

cos’mx + sinh? Ty
2

|cot mz|? =

sin® mx 4 sinh? my

Ora, per k —1—% < lz| <k —1—% vale cos? mx < sin? 7z, cosicché |cothmz| < 1. D’altra parte per
lz| <k+1elz] =k+ 3, siha

1 1 kE 3 V11
)2 )2 — _ >
y|>¢<k+2> (k+ ) \/2+16_ ol

1+smh2g\/11:K2
sinh? T/11

e quindi

|cot mz|? <

Dunque, per |z| = Ry, si ha
K

|Ri —a?|

e quindi e soddisfatta la condizione all’infinito. Finalmente

[f(2)] <

1 RS 1
—Z coth — =0
aco wa+§ﬂ(n2+a2)

Cioe
oo
Z ; _T coth ma
n2+a?2 a
—00

Per ragioni di simmetria si trova poi facilmente

“+o0

1 T 1
—n +a 2a 2a

Puo essere interessante osservare che lim,_,q 2% cothma — # = %. Poiche la somma della serie e
funzione continua di a si trova finalmente che
o
> s=T
n2 6

n=1
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Per la valutazione della serie abbiamo tenuto conto che la funzione 7 cot 7wz ha poli con residui 1 in
tutti gli interi n € Z. Si possono sommare serie a termini di segno alternato tenendo presente che
7 csc(mz) ha poli in n € Z, con residui (—1)". Si considerino i seguenti ulteriori esercizi

Esercizio 1.12.1 Calcolare

/+oo dx
oo (24 cosz)(1+ 22)

come somma di una serie.
Esercizio 1.12.2 Calcolare
/+°° rdz
oo (14 a*)sinhz

come somma di una serie.

Esercizio 1.12.3 Calcolare

cotmz

1424 -

utilizzando 1 residui della funzione

Esercizio 1.12.4 Calcolare

n=1
Esercizio 1.12.5 Calcolare -
>t
2_ 2
—nf—a
per 0 < a < 1, utilizzando i residui della funzione ‘;"ﬁgf.

1.13 Prolungamento analitico.

Quanto stiamo per esporre € basato su considerazioni non completamente formalizzate, ma che
riteniamo utili per fornire una trattazione intuitiva dell’argomento. Un primo approccio a una
trattazione formalmente pili precisa e astratta si puo trovare, per esempio nel libro di J.B. Conway
“Functions of one complex variable, Springer Verlag. Ricordiamo le considerazioni gia fatte a
proposito del teorema 1.8.1 di Weierstrass. Se supponiamo di avere una funzione olomorfa f(z) che
sappiamo definita su un dominio aperto connesso D e se ne conosciamo i valori in un intorno di un
punto a € D, possiamo trasportare i suoi valori in un arbitrario punto b € D. Consideriamo infatti
un cammino continuo e rettificabile in D, I", che congiunge a con b. Diciamo p la distanza tra il
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sostegno di I' e la frontiera 0D di D. Per ogni punto zg € I'(1) la funzione f(z) € sviluppabile in
serie di potenze avente raggio di convergenza Ry > p. Poiché I'(I) & compatto, un numero finito di
cerchi di raggi Ry > p e centri 2z, k = 1,2,...,n, 20 = a, 2z, = b coprira I'(I). Potremo scegliere i
punti in modo che ziy1 € B(z, Ri), dove B(zy, Ry) rappresenta il disco di centro zj e raggio Ry.
Allora, noto lo sviluppo in serie di f(z) in B(z, Ry), potremo calcolare f(m)(zl), m=20,1,... ¢
quindi conoscere lo sviluppo in serie di f(z) in B(z1, R1), e cosi via fino a ottenere una completa
conoscenza di f e di tutte le sue derivate in b = z,,. Dunque, ammesso di sapere che f(z) & definita

in D e di conoscerne i valori in un intorno di a, possiamo valutarla in un altro punto arbitrario
beD.

Supponiamo ora di avere solo una conoscenza parziale di una funzione olomorfa. Precisamente di
conoscerla solamente in un intorno di un punto zg. Ci proponiamo di usare la precedente idea per
vedere se il suo valore si possa estendere a un insieme aperto connesso di C pitt ampio dell’intorno
di partenza. Precisamente diremo elemento di funzione analitica la coppia (f,G) dove f & una
funzione olomorfa definita in un aperto connesso G; il caso “minimo che dobbiamo aspettarci
¢ che f sia la somma di una serie di potenze e G sia il suo cerchio di convergenza B(zg, Rp).
Supponiamo che, preso un punto zgp € G e un cammino I' che congiunge zg con un punto b € C,
esistano un numero finito di punti zg, 21, ..., 2z, = b di I' come nella situazione precedente; cioe che

N . . . . . (m) .
z1 € B(zo, Ro) dove f & sviluppabile in serie di potenze; che la serie >~ fT(,zl)(z — 21)"™ abbia

raggio di convergenza Ry > 0 e che zo € B(z1,Ry); ...; che b = 2z, € B(z,-1, Ry—1) nel quale
f(m)(znfl)

converge la serie ) " I—25

(z — zp—1)™. Allora I’elemento di funzione analitica(fy, Gy,), dove

fv(2) & una funzione che prolunga il valore della somma della serie Y °_, %(73 — zp)™, con
zp = b, a un aperto connesso G, D B(b, Ry), si dira il prolungamento analitico (o continuazione
analitica) dell’elemento (f,G) al punto b lungo il cammino I". Dato un elemento analitico ( fo, Go),
consideriamo tutti i punti b del piano complesso ai quali quell’elemento analitico si puo estendere
lungo un opportuno cammino I'. Se siamo fortunati, otterremo allora una funzione analitica formata
dai prolungamenti analitici dell’elemento (fp, Go) cosi definita: il dominio della funzione ¢ 'aperto

connesso
D = U{Gs: (fo, Go) ¢ estendibile a un elemento (fy, Gp)} ;

se z € Gy, C D, allora f(z) = fp(z). Pitu avanti spiegheremo cosa significhi “se siamo fortunati. Per
stabilire come e se si possa prolungare analiticamente un elemento, si puo procedere come segue.
Dato un elemento costituito dalla somma di una serie di potenze e dal suo cerchio di convergenza
di raggio Ry e centro ag, (fo(z),Go), si conduca con centro in ag un cerchio di raggio %. Sulla
frontiera di Gy vi deve essere almeno un punto singolare. Percio, con centro in ogni punto a del

cerchio di centro ag e raggio %, la funzione fy(z) & sviluppabile in serie di potenze convergente in un
3Rg
2

dalla frontiera di Gy). Inoltre ci sara certamente almeno un punto a per il quale R, = %. Se esiste
a per il quale R, > %, allora 1’elemento iniziale potra essere prolungato al di fuori del dominio
iniziale Gg. Iterando questo procedimento in tutti i modi possibili a partire dall’elemento iniziale
si trovera la nostra funzione analitica. Possono verificarsi varie situazioni, che ora brevemente esa-
mineremo. Puo accadere che I’elemento analitico non si lasci prolungare al di fuori del suo dominio
iniziale Gy; puo accadere che ’elemento analitico si lasci prolungare ad una regione D e che il
valore del prolungamento di (fo(2),Go) a (f», Gp) non dipenda dal particolare cammino contenuto
in D, che congiunge ag con b. Questo ¢ il caso che abbiamo detto fortunato. Si dira allora di

avere ottenuto, per prolungamento analitico dell’elemento (fo(z),Go), una funzione olomorfa f(z)

cerchio di raggio R,, tale che sia % <R, < (distanza minima e, rispettivamente, massima di a
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definita sul dominio D. Infine puo accadere che partendo dal medesimo elemento iniziale ( fo(z), Go)
si possa giungere a un punto b € D attraverso due diversi cammini I'; e I's e che per i due pro-
lungamenti (fyr,(2), Gor,) € (fo,r,(2), Gory), risulti fyr, (b) # for,(b). Si dira allora che siamo
in presenza di una funzione polidroma, ottenuta per prolungamento analitico dell’elemento iniziale
(fo(2), Go). Vedremo che i casi qui ipotizzati possono effettivamente verificarsi.

1.13.1 Elementi non prolungabili.
Esempi tipici al proposito sono le seguenti serie dette di Weierstrass:
o0
F(z)=> b"z" a>1,0<b<1, (W)
n=0
con a € N dispari e tale che ab > 1 + %7‘(’, e di Fredholm
> 2
F(z):Za”~z" 0<a<l. (F)
n=0

Si tratta di esempi di serie dette lacunari. Cosi sono dette le serie nelle quali i termini della serie
diversi da zero sono “rari. Precisamente si dicono lacunari le serie di potenze

o0

g apz™

k=1

per le quali vale

Nel caso della serie (W) gli a,, # 0 hanno m = a"; per la serie (F), si ha a,, # 0 per m = n?. Nel
caso della serie (F) il raggio di convergenza ¢ R = 1. Infatti

n+1 (n+1)2
. a z .
lim =a- lim |z|*""!
n—o0

n—oo

2
anzm

Il limite & < 1 se |z| < 1. Precisamente il limite & 0 se |z| < 1; ¢ a < 1se |z| = 1. E 400 se |z] > 1.
Dunque la serie converge e ha per somma una funzione continua in tutti i punti del cerchio di centro
Porigine e raggio 1, compresi i punti della frontiera. Un teorema generale dovuto a E. Fabry (1896)
assicura che le serie lacunari non sono prolungabili oltre la loro circonferenza di convergenza. In
questo caso la circonferenza di convergenza si dice una frontiera naturale per I’elemento analitico.
Nel caso della serie (W), Weierstrass dimostro nel 1880 che essa non e continuabile facendo vedere
che la parte reale della sua somma non ¢ una funzione differenziabile dell’arco su |z| = 1. Invece
per la serie (F') si ha che essa & non continuabile benché h(9) = f(e™”) sia di classe C*™ rispetto a

9.
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1.13.2 Caso della monodromia.

Sia I' un cammino che parte da un punto a € B(a, Ry) C G e arriva a un punto b ¢ B(a, Ry) lungo
il quale sia prolungabile un elemento analitico f(z). Tale prolungamento si sviluppi attraverso i
punti z; nel quale I' esce da B(a, Ry), centro di un disco di raggio Ry, B(z1, R1), 22 nel quale
I" esce da B(z1, R1), centro di un disco di raggio Re, B(z2, R2), eccetera, fino a raggiungere il
punto b. Abbiamo supposto che tutti i punti scelti z1, 29, 22, ... non siano singolari. E chiaro che
al posto dei dischi By = B(a, Ry), B1 = B(z1, R1), B2, ... avremmo potuto scegliere altri dischi
By, B, By, ... di centri a, 27, 23, ... purché il disco di centro 2} contenga la porzione d’arco z;z; ;.
Ora i dischi By, By, ..., B, coprono il sostegno di I', ma anche un intorno aperto di esso. Se I'” ha gli
stessi estremi e il sostegno e contenuto in Uj}_, By, allora per il teorema di Weiestrass sull’identita
delle funzioni analitiche, il prolungamento di (fy, By) lungo I' fino a b da lo stesso risultato del
prolungamento dell’elemento lungo I".

Piu in generale puo essere dimostrato il seguente teorema (del quale ometteremo la prova)

Teorema 1.13.1 [Teorema di Monodromia.] Se D é un aperto connesso e semplicemente connesso,
se a € D e se un elemento analitico (f,G) con a € G C D puo essere continuato analiticamente
lungo ogni cammino in D, allora i suoi prolungamenti definiscono una funzione olomorfa in D.

Supponiamo ora che, per quanto venga prolungato il procedimento descritto, non si possa trovare
un cerchio che racchiuda una porzione di I" al di 1a di un certo punto. In questo caso i punti nei
quali I" esce dai dischi By, diciamoli 241 si accumulano verso un certo punto £. Tale punto si dira
un punto singolare. Esso potra eventualmente essere il punto b o un punto di I' compreso tra a e b.
La natura del punto singolare & potra essere quello di un polo o di una singolarita essenziale, che
gia abbiamo incontrato, o potra essere di natura diversa, come quella di un punto di diramazione,
0 una sovrapposizione di punti dei tipi detti.

1.13.3 Caso della polidromia.

Per spiegare la natura di un punto di diramazione, consideriamo il caso delle funzioni /1 + z e
log(1+2z). Se partiamo dal punto a = 0 un elemento analitico della funzione y/1 + z & rappresentato

dalla somma della serie
© /1
> (3
n

n=0

Questa serie ha raggio di convergenza R = 1. Se si sviluppa in serie a partire da un punto
—1 < zg < 0 del segmento dell’asse reale congiungente 0 con —2, il raggio di convergenza della serie
corrispondente € zg+ 1 e dunque tende a 0 se zg — —1. Dunque il punto —1 & singolare e non si puo
arrivare a superarlo lungo il segmento dell’asse reale. Se invece si segue 'andamento dei cerchi di
convergenza della serie lungo una circonferenza di centro —1 e raggio 1, si vede che con centro nei
punti ¢ = —1 + ¢ il raggio di convergenza della serie ¢ sempre R, = 1. Seguendo il cammino del
semicerchio superiore (0 < ¢ < ) si arriva nel punto —2 con l’elemento di funzione analitica che
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vale i. Seguendo invece il cammino nel semipiano inferiore (0 > 19 > —7) si perviene a un elemento
che in —2 vale —i. Un fenomeno analogo si verifica per la funzione log(1 + z). Quando a partire
da un elemento di funzione analitica, si arriva, congiungendo un punto a con un punto b attraverso
due cammini distinti I'; e I's, a due elementi analitici diversi, si dice che si € in presenza di una
funzione polidroma o a piu valori. Si dice anche che si € in presenza di piu rami o determinazioni
della funzione. Si puo infine dimostrare che, quando due cammini I'; e I's da a a b conducono
a differenti elementi in b, allora vi ¢ almeno un punto singolare nella regione interna al cammino
chiuso I'; + (—I'9). Infatti questa & sostanzialmente 'affermazione del Teorema di Monodromia, gia
ricordato.

1.13.4 Qualche esempio di funzione polidroma

Presenteremo ora, anche se in modo non completamente soddisfacente dal punto di vista logico, lo
studio di alcune funzioni polidrome e delle loro cosiddette superficie di Riemann. Una trattazione
piu precisa potrebbe essere fatta introducendo, per esempio, le nozioni di germe di funzione anali-
tica, di funzione analitica completa e di fascio dei germi di funzioni analitiche su un aperto G (si
veda il citato libro di J. B. Conway). I limiti di questo corso, dedicato agli studenti d’ingegneria,
sconsigliano di entrare nei dettagli di queste considerazioni. Consideriamo dunque in C I’equazione

w? —z = 0;
_ ip sk ) : _ iL _ i(E4m) _ il
se z = r-€'? allora le due soluzioni dell’equazione sono wy = \/r-€'2 e wy = /r-e''2 = —r-e'z.
Questo non ¢ drammatico perché anche nel campo reale, se z > 0 ci sono due soluzioni wy; = /2
e wy = —y/z. Potremmo prendere atto che ci sono due soluzioni e scegliere una delle due, per

es. wi(z), come definizione di radice del numero complesso z. Purtroppo, cio funziona nel campo
reale, ma non nel campo complesso. Vediamo perché. Immaginiamo di scegliere un certo punto
z # 0 e di percorrere un giro lungo una circonferenza di centro l'origine e raggio r = |z|. Se
scegliamo come radice di z il numero wi(z), quando avremo percorso un intero giro della nostra

circonferenza 'argomento di z sara aumentato di 2w e quindi il valore di w;(z) prolungato per
RN . N ;et2m AN N . .
continuita lungo la circonferenza sara /r - €' 2 = — /r-e'2, cioe sara coincidente con il valore

di we(z) prima dell’inizio del giro. Dunque facendo un giro intorno all’origine i valori di w;(z) e
di wy(z) si scambiano fra di loro e non & possibile percid attribuire a uno dei due un significato
privilegiato. Si puo tentare di rimediare alla cosa procedendo come segue: si considerino due copie
del piano complesso e si faccia un “taglio lungo l’asse reale negativo, per es., fino allo zero. 1
due piani saranno detti rispettivamente piano 1 e piano 2. Il piano 1 si puo rappresentare come

r={(z,1):z=p % 7> ¢ —m} eil piano 2 come C4 = {(2,2):2 = p- e, m > p > —7}. Ai
punti di (z,1) € C} sono assegnati i valori w;(z) ai punti (z,2) € C5 sono assegnati i valori wa(z2).
In questo modo ai punti di una superficie sconnessa formata dall’unione dei due piani complessi
“tagliati sono biunivocamente assegnati i valori complessi delle soluzione dell’equazione w? — z = 0
e non puo esserci il “mescolamento delle determinazioni della radice. Tuttavia, rimangono alcuni
aspetti spiacevoli come la sconnessione della superficie unione dei due piani e il fatto che due punti
vicini su un piano della superficie possano avere valori molto diversi della radice. Infatti se ci si
muove sul piano 1 dal punto (zg, 1) con zy = 1 lungo una semicirconferenza nel semipiano superiore
fino a raggiungere un punto (z1, 1) prossimo a (—1, 1), 'aumento dell’argomento essendo 7, il valore
di w1 (z1) ~ i, mentre se ci si avvicina lungo una semicirconferenza nel semipiano inferiore a (—1, 1),
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essendo 'aumento dell’argomento —m, wl(e%ﬁi) = —i. Due punti che se non ci fosse il “taglio nel
piano sarebbero molto vicini hanno due valori che presentano un “salto di 2¢. Lo stesso accade nel
semipiano C%: per il punto (z1,2) prossimo a (—1,2) il valore di wa(z1) ~ —i, mentre in (—1,2)
il valore di wa(—1) = i. L’idea intuitiva alla base della nozione di superficie di Riemann per /z &
di saldare il bordo superiore del piano 1 con quello inferiore del piano 2 e viceversa. Cosi i valori
di wy(z) si mutano con continuita in quelli di wy(z) e viceversa. Facendo una simile operazione di
“sutura c’e una linea di autointersezione che non ha significato e che in realta non esiste. Infatti
un’idea migliore della situazione & fornita dal supporre che un intorno di un punto (z, 1), con z < 0
sia dato da un dischetto di raggio € che per —m < ¢ < 0 sta nel piano C], mentre per 0 < ¢ < 7
sta in C3. Il punto 0 ha un intorno formato da un doppio dischetto che si intreccia sui due piani,
mentre i punti che non stanno sul semiasse negativo o lo zero, (2, k), hanno sul loro piano un intorno
formato dagli usuali dischetti B(zg,¢) = {(2,k): |z — 20| < €}, (k = 1,2). A questo punto non &
piu necessario distinguere i due piani. Scelto un valore iniziale dell’argomento per un punto z € C,
per esempio —7m < arg(z) < m e un valore della sua radice quadrata, per es. wi(z), seguendo la
variazione, in modo continuo, di z sulla superficie di Riemann della radice, si trovano correttamente
i valori della radice sulle singole falde della superficie. Dopo due giri intorno all’origine si ritorna
al valore iniziale della radice. L’origine e il punto all’infinito del piano complesso si dicono punti
di diramazione algebrica, in questo caso di ordine 2. Un taglio fatto lungo una qualsiasi semiretta
congiungente 'origine con oo non permette che ci sia un mescolamento delle determinazioni della
radice. Una superficie di Riemann per la radice si ottiene suturando nel modo sopra descritto i
due piani. La figura che segue da un’idea degli intorni di un punto lungo il taglio dei due piani
sovrapposti.

Figura 1.7: Intorno di un punto sul semiasse negativo. Superficie di Riemann per la radice quadrata.

Consideriamo 'equazione
w" =z

jo+2n 9+2(n—D)m

Se z = p- €', essa ha soluzioni wy (z) = Ww?i%, wa(z) = p-en .., wp(z) = Yp-et n
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Per costruire la superficie di Riemann della radice n-esima, converra partire da n copie del piano
complesso C tagliato lungo il semiasse reale negativo: Cj, C3, ..., Cr. Dopo avere percorso lungo
il piano 1 un semicerchio di raggio 1, per es., e di ampiezza 7, si arrivera a un valore prossimo a en
che ¢ il valore che si ottiene movendosi nel piano 2 lungo un semicerchio di raggio 1 con ampiezza
—. Cio si ripetera sui bordi dei piani 3, 4,..., n. Si potranno percio suturare i piani come indicato
nella Figura 8, generalizzando quanto ¢ stato fatto per la radice quadrata. I punti che stanno sul
bordo avranno intorni fondamentali di tipo sferico formati da una meta disco giacente sullo stesso
piano e per 'altra meta sul piano ciclicamente successivo (con cio intendiamo che il piano successivo
al piano n ¢ il piano 1). In questo modo, partendo con una determinazione della radice su un piano
qualsiasi, considerando le variazioni continue dell’argomento nella rotazione intorno all’origine, le
varie determinazioni della radice automaticamente verranno assegnate in modo corretto sulle varie
falde della superficie. Dopo n giri intorno all’origine, si tornera alla determinazione iniziale sulla
falda di partenza.

La figura che segue mostra le connessioni tra le falde della superficie di Riemann nel caso della

radice quadrata e della radice n-esima. Il punto origine z = 0 e il punto all’infinito sono punti di
diramazione algebrica d’ordine n nel caso della radice n-esima.

*

\ 2
C; ,
*
R c1 / c*
Superficie di Riemann per n

la radice quadrata
9 Superficie di Riemann per

la radice n-esima

Figura 1.8: Superficie di Riemann per la radice quadrata e per la radice n-esima.

L’equazione
eV =z,

come sappiamo, ha infinite soluzioni del tipo wy(z) = log(p)+i arg(z) +k2mi se z # 0 ha p > 0 come
modulo e arg z come argomento. Qui si dovranno considerare infinite copie del piano complesso
tagliato lungo il semiasse negativo C e per avere un’idea della superficie di Riemann del logaritmo
converra suturare ogni piano k-esimo con quello (k + 1)-esimo come si ¢ fatto in precedenza. La
superficie che si ottiene ha infinite falde. Continuando a ciclare intorno all’origine si passa a nuove
falde a ogni giro. Per tornare a una falda gia toccata 1'unica possibilita € quella di invertire la
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direzione di rotazione. L’origine e z = 0o sono in questo caso punti di diramazione trascendenti, di
ordine infinito. Naturalmente le complicazioni non si limitano a questi semplici casi. Per esempio
w = 2% = e¥logz — gr(loglp)tiarg(z)+k2mi) & tale che il suo valore viene moltiplicato per un fattore
e®?™ in generale # 1 se a non ¢ razionale, ogni volta che si compie un ciclo intorno all’origine. Ai
punti di diramazioni possono sovrapporsi singolarita di tipo polare, o singolarita essenziali, o punti
d’accumulazione di singolarita, e cosi via complicando. ..

1.13.5 ESERCIZI

Utilizzando le considerazioni svolte sulle funzioni polidrome, si valutino alcuni tipici integrali quali
1 seguenti

Esercizio 1.13.1 57 calcoli

oo:Epl
/ dr, con 0 <p<1
o 1+

SVOLGIMENTO: Si consideri la funzione f(z) = m che ha un polo in z = —1 e un punto di
diramazione (in generale trascendente se p non é razionale) in z = 0. Considereremo il cammino
I'. g costituito da due circonferenze di centro l'origine e raggi € e R, (R > 1) e da due segmenti
congiungenti € con R, I'; e I'o, come nella figura che segue. Abbiamo allora

P e —omiR(fi—1
/FE’RHZ = 2miR(f:-1).

R :Cp—l

f(z)dz = f( ) dz + 2P~ 1>/ 1+xda:+ f(z)dz+/ dz .

FE,R Ce € 1 +x

Dunque, scrivendo nell’ordine corretto gli estremi d’integrazione,

_ omi(p—1) fogrt o mi(p—1)
(I1—e ) dx + f(z)dz+ | f(z)dz=2mie ,
e 14w Cr C.

poiché, essendo —1 = €™ nel campo d’integrazione considerato, il residuo di f(z) in —1 vale emilp—1),
Si vede poi agevolmente che quando R — oo, l'integrale esteso a Cg tende a zero come R®~1) e
quando € — 0, l'integrale esteso a C. tende a zero come €P. Percio prendendo i limiti per R — oo
e per € — 0 si ottiene

. o0 :Ep—l .
(1 — 2rit-1) / da = 2iem®=D)
0 1 + x ’

e quindi

/OO aP~1 d 2mi -7 T
T = . . = = :
0o 14z e~mi(p=1) —emi(p=1)  senmw(p—1) sen(pm)
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|

v

AR

o

Figura 1.9: Cammino d’integrazione I'; g.

Esercizio 1.13.2 57 calcoli

! dx
/—1 oy el

SVOLGIMENTO: Supporremo per semplicitd che a ¥ 1. Quindi che se a & reale sia un numero
< —1. La trattazione per a > 1 si fara con lo stesso metodo, ma il cammino d’integrazione andra
opportunamente modificato. Dunque f(z) ¢ una funzione dotata di un polo semplice in z = a e di
due punti di diramazione algebrici d’ordine 2 in z = +1. Se nel piano della variabile z eseguiamo
un taglio da -1 a 1, impediamo a z di circolare intorno ai punti z = —1 e z = 1 e quindi limitiamo
gli argomenti di z — 1 e di z+4 1 ai valori 0 < arg(z — 1) < 27 e 0 < arg(z + 1) < 27. Il cammino
d’integrazione I'; s r ¢ quello mostrato nella figura seguente.

1
(z—a)Vz2-1"

z=a & dato da R(f,a) = \/a;j e 'argomento di a® — 1 va accuratamente determinato nel campo

Sul cammino considerato integreremo la funzione f(z) = I1 residuo della funzione in

considerato. Dunque

CRf(@dH//_+/g+/_+/€e+/r+/é+/,:\/j;%.

E facile riconoscere che gli integrali lungo i cammini IV e I'"_ si elidono. Infatti lungo I'" 22 — 1 ha
modulo z? — 1 e argomento 0; lungo I'_ il modulo ¢ ancora z? — 1, mentre I'argomento & 4m. I
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Figura 1.10: Cammino d’integrazione I'; 5 .

67
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contributi, calcolati lungo due cammini orientati in senso opposto si cancellano. Lungo I'_, z—1 ha

modulo 1—z e argomento 7; z+1 ha modulo x+1 e argomento 2. Dunque v22 — 1 = /1 — 22 5
lungo I'_. Invece lungo T si ha, con considerazioni analoghe, /22 — 1 = v/1 — 22-¢'2. Tenuto conto

di cio abbiamo
( ) J / an /—1+€ dzx
z)dz + +e 2 + +
Cr oy 1-5 (x—a)vV1—2% Jec.

+e

[ME]

/ 1-0 dx 4 o 2mi
“1te (—a)V1—a  Joy a2 -1
Con considerazioni gia fatte piu volte, si riconosce che per R — oo tende a zero fCR f(z)dz;

analogamente fCE f(2)dz tende a zero per ¢ — 0 e pure gli integrali sulle semicirconferenze di
raggio 0 hanno limite 0 per § — 0. Dunque passando al limite per R — oo, € — 0, 6 — 0, rimane

—2i/1 dx . 2m
d(x—a)V1I—22 Va2-1

e quindi, finalmente

! dz -7
/_1 (x —a)V1 — 22 - \/a2—1'D

Esercizio 1.13.3 Si calcoli

! dzx
/1 (1+22)vV1 — a2

SVOLGIMENTO: Il cammino d’integrazione che considereremo ¢ uguale a quello precedentemente
considerato I'c 5 g. La funzione da considerare &

1
(1+22)vz2 -1

che ha poli in z =i e z = —i. Procedendo come nel caso precedente si trova

f(z) =

e dx o - v
_21/1 (1+$2)m_2m[}%(f, )+ R(f;1)]

Occorre determinare con precisione I'argomento di 22 — 1 nei due residui al fine di evitare errori
clamorosi. In z = i, arg(z — 1) = 37 e arg(z + 1) = 1r. Quindi in 2 = i, arg(z? — 1) = 7, mentre
il modulo della stessa quantita ¢ 2. Dunque vi2 — 1 = V2 - e2t = iv2. In z = —i si ha invece
arg(z — 1) = 27 e arg(z + 1) = Im. Allora in z = —i, si ha \/(—i)2 -1 = V2" 2™ = —iy/2. Si
osservi che assumere in z = —i, /(—i)2 — 1 = iy/2 come si potrebbe essere indotti a fare ragionando
con superficialita, corrisponderebbe a scegliere invece che la determinazione principale del radicale
quella che differisce per il fattore ™. Ma cid non & possibile, visto che il piano ¢ tagliato tra -1 e
+1, il che impedisce il mescolamento delle due determinazioni.Si trova allora che

R(f1i) = — ! !

Soiva e = 20 (—iv2)

Finalmente si ottiene

/+1 dax _i -
1 (T4a2)V1—22 V2
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Esercizio 1.13.4 Si calcoli

* 2%z b1
—— b#£0,-1<ax<1 = —).
/0 b2 + x? 7 ¢ ( 2008(%))
Esercizio 1.13.5 S7 calcoli
[e%s} 1 lﬂ sin s
/ r3dx (= V3 9
o l+z+az? - sinf

z

Esercizio 1.13.6 Integrando la funzione e~ : lungo il cammino rettangolare formato dalle rette

y=0, y=bx =R, xt = —R, e facendo quindi tendere R — oo, si stabilisca la relazione

+oo 2 2
/ e ™ cos2bx dx = /me !

— 00

Esercizio 1.13.7 Mostrare che

+o0o xafl
P/ dr=mcotar, O0<a<l1
0 1—=z

Esercizio 1.13.8 Verificare che vale la sequente uguaglianza dovuta a Eulero

dx = —, —1<p<l,—1<AL
1+ 2wcos At a2 " sin pr sin A P m i

/+°° xP m sinpA
0

Esercizio 1.13.9 Trovare il numero delle radici dell’equazione 28 4+ 6z +10 = 0 in ogni quadrante
del piano complesso.

Esercizio 1.13.10 Mostrare che per —1 < z < 3

/+°° x® d — (1l — 2)
0 (14 22)2 4 cos ¢

Esercizio 1.13.11 Utilizzando il teorema dei residui, si calcoli per n intero qualsiasi

/+°° dz T
2n in T
R nsin 5
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1.14 Cenni sulla rappresentazione conforme.

Consideriamo la corrispondenza fra i piani della variabile complessa z e quella della variabile com-
plessa w data da w = f(z) con f(z) funzione olomorfa di z, come una trasformazione di coordinate.
Essa associa quindi al punto z = x + 4y, di coordinate cartesiane x e y un punto w = £ + in di
coordinate cartesiane £ e 7. Tale processo di associazione verra chiamato in generale rappresen-
tazione. Supponiamo ora che nel piano z vengano descritte due curve di equazione parametrica
z = a(t) e z=b(t). Esse si incontrino in un punto zp = a(tg) = b(tp). Nel punto d’incontro ’angolo

formato dalle due curve & ¢ = arg[a’(tg)] —arg[t/(to)] = arg[da’(to) -V (to)], dove () indica il complesso
coniugato.

Nel piano w saranno descritte due curve d’equazioni parametriche w = f(a(t)) e w = f(b(t)). Esse
si incontrano nel punto wg = f(z9) = f(a(ty)) = f(b(tp)). Calcoliamo I’angolo tra le due curve del
piano w nell’ipotesi che sia f’(zp) # 0. Si ha

0 = arg[f'(alto)) - f'(b(to))] = arg{f'(z0) - a'(to) - f'(20) - ¥/ (t0)} =

= arg{|f"(20)| - d(to) - ¥/ (to)} = arg[d(to) - ¥'(to)] = ¥

Dunque la rappresentazione w = f(z) & conforme, cioe conserva gli angoli tra le curve corrispondenti
(nei punti in cui & f/(z) # 0). In particolare, se nel piano w tracciamo le curve immagini dei sistemi
di curve z = cost e y = cost, poiché quest’ultime formano un sistema di curve ortogonali nel piano
(z,y), anche quelle considerate sono un sistema di curve ortogonali nel piano (£,7). Un semplice
esempio ¢ fornito dalla funzione w = e®. Il rettangolo 0 < = < a,0 < y < 7 del piano (x,y) viene
mutato come segue: w = €% - e?¥. Dunque 'immagine del rettangolo nel piano (z,y) & un settore di
corona circolare 1 < |w| < €%, 0 < argw < 7 nel piano (&, 7).

Un’osservazione molto importante che si puo fare ¢ la seguente. Se u(£,n) € una funzione che
soddisfa ’equazione

Pu  0*u ,

o2 + o =0, inD* |
dove D* &, per es., un aperto connesso e semplicemente connesso e limitato del piano (£,7), allora,
posto Uz, y) = u(¢(x, ), n(x,y)), con w = f(z) = £(z,y) + in(z,y) olomorta, la funzione Uz, y)
soddisfa ’equazione

0’U  9%U )

W + 87y2 = 0, in D N

dove D ¢ il dominio che viene mutato in D* dalla trasformazione w = f(z). Dunque la conoscenza di
una funzione armonica in D*, si traduce nella conoscenza di una funzione armonica in D. Appare
dunque importante il seguente problema: trovare una rappresentazione conforme che muti un
dominio D del piano (x,y) in un dominio D* del piano (§,7), in modo che la frontiera di D sia
portata nella frontiera di D* e che la corrispondenza sia biunivoca. Una risposta efficace a questo
problema e fornita dal seguente

Teorema 1.14.1 [Riemann| Sia G un dominio aperto semplicemente connesso che non coincide
con lintero piano complesso e sia a € G. Allora vi é una sola funzione olomorfa f: G — C tale che
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1. f(a)=0¢ f'(a) > 0;
2. f e biiettiva;

3. f(G) ={z:]7] < 1}.

Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

Un esempio ¢ fornito dall’equazione w = /z — 1 che muta i punti interni al cardioide d’equazione
in coordinate polari r < 2(1 + cos?), 0 < ¥ < 27, nei punti interni al cerchio |w| < 1. Infatti,
se z =2 ¢eV(1+cosd), si haz=4-¢€" cos?(¥) e dunque \/z = 1 + €. Dunque w = ¢’. E
quindi, quando z percorre il cardioide w percorre la circonferenza di raggio 1 e centro l'origine.
Vediamo a cosa corrispondono i punti interni |w| < 1. Si ha w = \/?eig —1,con 0 <9 < 27m. Allora
|lw| =r — 2\/77cosg + 1 e quindi |w| < 1 se e solo se r — 2\/77(:0sg < 0, ossia /1 < 2cosg, cioe se
e solo se r < 2(1 4 cos¥), cioe se e solo se i punti sono interni al cardioide. Dunque se si conosce
la soluzione dell’equazione di Laplace con assegnate condizioni al contorno nel cerchio unitario, se
ne deduce la conoscenza all’interno del cardioide.

1.14.1 Le trasformazioni bilineari di Mobius.

Studieremo ora alcuni semplici tipi di trasformazioni. Tra le trasformazioni piu semplici ci sono
quelle lineari. Sono trasformazioni del tipo

w=az+b

Una trasformazione di questo tipo porta una retta per due punti z; e z9 in una retta passante per
i punti
w1 =az1 +b

wo = azg + b

La pendenza della retta per z; e 29 ¢ data da arg(za — 21), mentre quella della retta per wy e wy €
data da arg(we—w1) = arg{a-(z2—21)} = arg(a)+arg(z2—z1). Quindi leffetto della trasformazione
lineare & quello di fare rotare tutti i punti (vettori) del piano complesso di un angolo costante che
¢ arg(a), oltre a traslarli di b. Consideriamo poi I'inversione

1
w= -
z

Il punto all’infinito z = co viene mutato nel punto w = 0. Consideriamo nel piano z ’equazione

2
p D B
|Z_ ‘2:| |2 —*,a,ﬁER,GQB<’p‘2-
« o «

I _ 8

L’equazione rappresenta una circonferenza di centro £ e raggio ( oz —)2. Esplicitando il quadrato

e moltiplicando per «, si ottiene
alzP+8—-pz—pz=0.
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Notiamo che per a = 0 I'equazione diviene quella di una retta, che converremo di chiamare cir-
conferenza generalizzata (con il centro all’infinito). Con un’inversione ’equazione data si muta
nella

a—pw—pw + Blwl* =0,

che & ancora una circonferenza generalizzata. Dunque 'inversione muta circonferenze generalizzate
in circonferenze generalizzate. Due punti z; e z9 che giacciono sullo stesso raggio e tali che
2
p,_Ipl* B

51— 2] — £ = B - 2,
« « a? o«

si dicono inversi. Essi soddisfano ’equazione

(- Py Py 2P P
o @ o?  a’

cioe
az1Zs —pz1 —pze + =0.

Operando un’inversione la precedente si trasforma in
a — pwy — pws + Pwiwz = 0.

Quindi un’inversione porta punti inversi rispetto a una certa circonferenza in punti inversi rispetto
alla circonferenza immagine. Ovviamente anche w = az+b trasforma circonferenze in circonferenze
e quindi la composizione di una trasformazione lineare e di un’inversione gode delle stesse proprieta:
cioe porta la famiglia delle circonferenze generalizzate in sé. Consideriamo ora la trasformazione

detta bilineare o di Mobius:
az+b

cz+d
Supporremo ¢ # 0, poiché se ¢ = 0 ci si riduce al caso lineare. Allora si ottiene:

Yeztd)+b—9 g b—

_ c

cz+d _c+cz+d

Dunque tale trasformazione puo pensarsi ottenuta eseguendo successivamente la trasformazione
lineare w; = cz 4 d, quindi 'inversione wy = w% e da ultimo la trasformazione lineare

d
w:(b—a—)wg-i-2
c c

Se fosse ad — bc = 0, tutto il piano z sarebbe trasformato in w = ¢. Supporremo dunque che sia
verificato ad — bc # 0; in questo caso la trasformazione di Mobius € una trasformazione biunivoca

del piano z sul piano w, che porta circonferenze generalizzate in circonferenze generalizzate.

Esercizio 1.14.1 Si verifichi che la trasformazione bilineare

—iz—1
Z+1

)

porta il disco |z| < 1 nel semipiano Sw > 0.
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1.15 La funzione Gamma di Eulero.

Definiremo la funzione Gamma di Eulero per mezzo del seguente integrale

I'(2) :/ e tdt  ,R(z) >0.
0

L’integrale & convergente se £z > 0. Mostreremo come la funzione possa essere prolungata a tutto
il piano complesso (tranne i valori interi < 0 della variabile). Cominciamo con l'osservare che vale
una ben nota relazione di ricorrenza:

o0 o0
L(z+1) = / tFe tdt = —e | + z/ t*letdt.
0 0
Ora se Rz > 0 il contributo della parte finita ¢ nullo e resta la relazione
I(z+1) ==2I'(2)

E proprio questa proprietd che ci permettera di estendere analiticamente la definizione di I'(z).
Infatti se esiste una funzione olomorfa che soddisfa questa relazione in un dominio del piano com-
plesso che contiene Rz > 0 e che concide in questo semipiano con l'integrale dato, allora questa e
I’estensione analitica cercata.

Poiché, come facilmente si verifica

Fn+1)=n! |,
per n > 0, la funzione I' puo intendersi come una soluzione al problema d’interpolazione che consiste
nel determinare una funzione olomorfa f(z) che ristretta ai valori interi vale n!.

Osserviamo che nella funzione integranda & ¢ > 0 e, valendo t* = e*!°8 con z = x + iy, si avra
[t?| = t*. Posto x = Rz > 0, vale

@+ iy)| <T(@) , o>0

Consideriamo ora il semipiano Rz > 1 e, usando il teorema di Morera, mostriamo che I'(z) ¢
olomorfa in detto semipiano. Infatti se consideriamo un triangolo A C {z: Rz > 1}, l'integrale di
I'(z) esteso a questo triangolo, si puo calcolare come un integrale iterato relativo a un integrale
doppio assoluamente convergente. Cambiando I'ordine d’integrazione e tenendo presente che ¢*~!
& olomorfa, si trova che l’integrale ¢ nullo. Dunque per arbitrarieta del triangolo, visto il Teorema
di Morera, si conclude che I'(z) ¢ olomorfa in Rz > 1.

/ dz—// >l tdt = / tdt/tZ1dz—0.
A

Utilizzando la relazione di ricorrenza si ottiene
T 1
r(s) = L+

z
Infatti, quando 0 < Rz < 1,sihal < R(z+1) < 2 e dunque I'(z+ 1) ¢ olomorfa, % lo & per Rz >0
e si conclude che I'(z) ¢ olomorfa per ®z > 0. Scrivendo la relazione di ricorrenza a partire da
z + 2, si trova

per 0 <Rz < 1.

I'(z+2)

M=
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Ragionando come nel caso precedente si trova che I'(z + 2) ¢ olomorfa per —1 < Rz < 0, il che
implica 1 < R(z+2) < 2. +1 & pure olomorfa se fz > —1, mentre & olomorfa nella regione detta,
tranne che in z = 0 dove ha un polo semplice. Dunque anche I'(2) sara una funzione olomorfa per
Rz > —1, tranne che per un polo in z = 0. Piu in generale, per ogni m > 1, potremo concludere
che

['(z+m)

11(2):,z(erl)...(ermfl)

, per Rz > —m+1

I'(z) & dunque olomorfa in Rz > —m + 1, tranne che nei poli semplici z =0,—1,...,—m + 2. In
conclusione T'(z) si puod estendere a una funzione olomorfa in tutto il piano complesso, tranne che
nei punti z = —n,n € N, dove essa ha poli semplici. Una funzione olomorfa in tutto il piano tranne
che per singolarita isolate di tipo polo, si dice funzione meromorfa, come gia & stato ricordato.
Dunque abbiamo dimostrato che I'(z) ¢ una funzione meromorfa.

Affrontando il problema della continuazione analitica da un altro punto di vista potremo rappre-
sentare I'(z) come un prodotto infinito, convergente in tutto il piano complesso. Consideriamo la
seguente famiglia di funzioni che indicheremo con I'y,(2).

T(2) = /On = Dy

n

Osserviamo che lim,, (1 — %)" = ¢~ e che tale limite ¢ uniforme in ¢. Osserviamo inoltre che la
successione (1 — %)” e definitivamente monotona crescente. Cioe che esiste 7 tale che per n > 7, si
ha

t t
1— )" < (1— ——)"+t
(1= <1-—)

come si puo agevolmente verificare. Facendo la sostituzione ¢t = s - n, si ottiene

1
Ih(z) = nZ/ s 11— s)"ds
0

Si dimostra, per induzione, che vale

Infatti, per n =1 si trova

z—i—lO:z_z—i-l:z(z—i-l)'

52+1’1 1 1 1

1 z
_ s
I‘l(z):/0 s* 1(1—3)ds:;]é—

Dunque la formula vale per n = 1. Supponiamo che valga per n — 1 e mostriamo che allora vale
per n.

1
Lh(z) = nz/o sH1— )" 1 —s)ds =

1
—nz{/ 1—3"1ds—/ s%(1 —s)" tds} =
0

(n—1)! (n—1)! Vo 1-2-...-n
224+ ... (z+4n—-1) (z+1)...(z+n)" " z2(z+1)...(z+n)"

:nz{
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Percio
z+1 z+n

Consideriamo il prodotto
- z
z- H(l + -
k=1

Poiché n=% = e~#1°8"_moltiplicando e dividendo per tale fattore si trova

eI}
Il
I

—z(145+..1) - 142
e 2 kl;[l( + k:)

i z z 1
. ek = 21t g+ p—logn) _ =
z |:| (1+ k)e F=z-e o)

Ora, si puo dimostrare che esiste il limite per n — oo del precedente prodotto e che esso ¢ una
funzione intera G(z). Cioe vale

x-m

Gl —7}13;012[

La funzione G(z) ha al finito gli zeri nei punti interi z = n,n < —1, e ha una singolarita essenziale
all’infinito. Noi non daremo la dimostrazione del fatto citato, che viene affrontato nel problema
della fattorizzazione delle funzioni intere. I’analogia con i polinomi & forte. Si sa che ogni polinomio
a coefficienti in C e fattorizzabile in fattori lineari del tipo (2 — «;), tenendo conto della molteplicita
dei fattori. Una simile fattorizzazione vale anche per le funzioni intere che, in un certo senso, sono
polinomi di grado infinito. Esse saranno fattorizzabili con fattori lineari come nel caso dei polinomi;
tuttavia, nel caso d’infiniti zeri, ogni fattore lineare andra moltiplicato per un fattore esponenziale,
scelto in modo opportuno, al fine d’assicurare la convergenza. Poiché esiste finito il

n—oo

1 1
lim(1+§+...+ﬁ—logn):

dove v = 0,57722... & detta costante di Eulero-Mascheroni* (della quale non si sa se sia razionale

o irrazionale), si ottiene che

1
vz
HIEI;O (o) = zG(z)e
(2

Dovendo dimostrare che lim, o I'n(2) = ) e trattandosi di funzioni olomorfe, sara sufficiente
dimostrare la convergenza per i valori reali e positivi di z. Sia z = x > 0. Allora

n t n t
T(z) = /0 11— )t < /0 71— WTI)(”“) dt <

4Lorenzo Mascheroni nato a Bergamo nel 1750, morto a Parigi nel 1800. L’abate Mascheroni insegno fisica
e matematica nel Seminario di Bergamo dal 1778. In seguito a un suo lavoro molto apprezzato sull’equilibrio delle
volte, nel 1786 venne chiamato a insegnare algebra e geometria nell’Universita di Pavia, universita della quale divenne
rettore dal 1789 al 1793. Calcolo le prime 32 cifre decimali della costante sopra ricordata. Ammiratore di Napoleone,
venne inviato a Parigi quale membro della commissione di studio delle nuove misure e monete. In seguito alle
vittorie degli Austro-Russi non poteé rientrare in Italia. Fu tra i fondatori degli studi d’ingegneria in Italia secondo
il curriculum rimasto sostanzialmente in vigore fino al 2000. Sostenne la validita dell’insegnamento incentrato sulle
universita, come contrapposto a quello delle Grandes Ecoles instaurato in Francia. (Non si puod prevedere se gli studi
d’ingegneria sopravviveranno alla riforma che sta per essere inaugurata.)
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n+1 + n+1
< / tm—l(l _ 7)(71-‘:—1) dt =Tpi1(z) < / t*~le7tdt < ['(z)
0 n+1 0

D’altra parte, se si fissa 0 < a < n, si ha pure
@ t
lim T(z) > / "1 — =) at
k—o0 0 n

Ma (1— %)” converge uniformemente a e~* e quindi, si pud passare al limite sotto il segno d’integrale,
ottenendo

a
lim T (x) 2/ t* e tdt
n—oo 0

Poiché cio vale per ogni a > 0, il confronto con la disuguaglianza precedente da

lim T, (z) =T'(2)

Abbiamo dunque stabilito la formula

1
— = 2G(z)e”*
T02) 2G(2)e
Infine, supposto 0 < Rz < 1, possiamo stabilire la seguente formula fondamentale
7T
I'z)-T(1-2) =
(2)- T(1 = 2) sen(mz)

Infatti

['(z)-T'(1—2) :/ t* et dt/ s e fds = // 7L ) dgtds
0 0 0

posto t = us, con 0 < u < 00, si ottiene

// 2l 2= (t+5) gyds — // W ls? g 754w sdsdu =
0 0
_ // uzflefs(lJrU) dsdu :/ uzfl du/ 6*5(1+U) ds =
0 0 0

00 uzfl T
- /0 1+u " sinne
Si noti che I'ultimo passaggio si ottiene ricordando il risultato calcolato nell’esempio 1.13.1. Per
il principio della continuazione analitica, la formula ottenuta continua a valere in tutto il piano

complesso, dunque per ogni valore di z per il quale abbia significato. In particolare possiamo
valutare I'(3). Infatti dalla formula otteniamo I'(1)? = , e quindi I'(3) = /7.

1.15.1 La Formula di Stirling.

Vogliamo ricordare che vale la seguente formula di Stirling per il logaritmo della funzione I'(z)

1 1
logl'(z) = (2 — i)logz —z+ 510g27r+w(z)
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Si tratta di valutare il resto w(z) che tende a zero per |z| — oo purché ci si mantenga nel piano
complesso in una regione che esclude un settore racchiudente il semiasse reale negativo. Tale settore
si puo individuare come segue: ha vertice in # = 2 e semiapertura g. Tralasciando i lunghi calcoli
si trova la seguente valutazione di w(z)

iﬁ+%# se R(z) >0,|z| > 1
lw(z)] <
%ﬁ + %y% se R(z) < 0,3(z) > 1

In particolare per valori reali di z > 1 si puo valutare I'(z) come segue

1 1 1
T =227 "V2r - (1 4+ — 4+ —— + ...
() =a2""ze "V2r- (14 192 + 5882 +...)

Ricordando che n! =T'(n + 1) = nl'(n), si trova infine

n!=n"e "V2mn - (1+ +...)

19n T 28802
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Capitolo 2

Equazioni differenziali alle derivate
parziali: un’introduzione.

2.1 Considerazioni preliminari

Data una funzione f:Q € RY — R, con N un numero naturale sufficientemente grande, diremo
equazione differenziale alle derivate parziali d’ordine n, un’equazione del tipo

% 0z 0"z 8”2)_
Bor B Ban T B = ,

f(fL'lw--»l'maz» (21)

se la funzione dipende esplicitamente da almeno una delle derivate parziali d’ordine n di z. z1,...,Zm
sono le variabili indipendenti; z(z1,...,zy) ¢ la funzione incognita che si vuole soddisfi I'equazione
differenziale stessa. Una funzione z = ¢(x1,...,zy,) che soddisfi identicamente I’equazione (2.1) si
dira un integrale o soluzione dell’equazione stessa. La totalita degli integrali, esclusi al pit alcuni
di carattere particolare, detti singolari, costituisce 'integrale generale dell’equazione. L’equazione
si dice in forma normale se essa ¢ risolta rispetto a una delle derivate d’ordine massimo rispetto ad
un’unica variabile indipendente. Cioé se appare nella forma (per esempio):

"z 0z 0z 0"z oz

— = e Ry ey T e, ) 2.2
6.%711 g(xlv y Tmy 8.%'1’ aaxma 781'711_181'2’ 781'%) ( )

Se la funzione f € un polinomio di grado < 1 in z e nelle sue derivate e dipende effettivamente
da qualche derivata parziale di z, allora ’equazione si dice lineare. E lineare e del primo ordine la
seguente equazione:

0z 0z 0z

Pu(E1s o ) 4 Py, ) 2 o P21+ o)

(TN )8:1:1+ 2 (21 x )(%2 + Pp(x1 x >8xm
—Q(z1,.. . xm) 2= R(z1,...,2m) , (2.3)

79
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con i coefficienti P;(z1,..., %) non tutti nulli. Un’equazione che sia lineare solo nelle derivate di
ordine massimo si dice quasi lineare o semilineare.

2.2 Alcuni esempi significativi

Al fine di mettere in evidenza la diversita che intercorre tra le equazioni differenziali ordinarie e
quelle alle derivate parziali, sara utile considerare alcuni semplici, ma significativi esempi. Per
un’equazione differenziale ordinaria d’ordine n la totalita delle sue soluzioni o integrale generale
puo essere rappresentata, a meno di possibili integrali singolari, da una funzione della variabile
indipendente, che dipende pure da n costanti d’integrazione, ci,co,...,c,. Viceversa, per ogni
famiglia di funzioni a n parametri, ¢’ un’equazione differenziale ordinaria d’ordine n cui la funzione
soddisfa. Per le equazioni a derivate parziali la situazione € pitu complicata. Anche in questo caso
si puo cercare una soluzione generale, ma, in questo caso, gli elementi arbitrari da fissare al fine
d’ottenere una soluzione particolare, non sono pit, in generale, costanti arbitrarie, ma sono funzioni
arbitrarie. Consideriamo percio alcuni casi particolari d’equazioni

Esempio 2.2.1

du(z,y)

_ 2
oy 0 V(z,y) e R . (2.4)

L’equazione chiede di trovare una funzione definita su tutto il piano e derivabile con continuita
rispetto a y, che non varia con y; cioe una funzione che dipende solo da z:

u(@,y) = ()

con (x) funzione arbitraria del suo argomento.

Esempio 2.2.2

O*u(z,y)

= R? . 2.
91y 0  V(z,y) € (2.5)

Si vuole trovare una funzione di classe C2(R?) tale che

0 ,0u
%(%)_ )

e quindi tale che % dipenda solo da y. Allora & %Z = ¢(y) e quindi, con un’integrazione rispetto a

y, u(z,y) = ®(y) + costante essendo la costante tale rispetto a y e quindi dipendente, in generale,
da z. Cioe

u(z,y) = (y) + ¥(z)

dove ®(y) e ¥(x) si supporranno funzioni di classe C? se la stessa regolarita si vuole per la soluzione
u(x,y). (In realtd, nel caso specifico, sara sufficiente supporre che siano di classe C!).
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Esempio 2.2.3 Consideriamo [’equazione non omogenea

O*u(z,y)

(9168:1/ = f(l', y) V(l‘, y) € R2 ) (26)

con f(z,y) continua su R2.

Tale equazione, come facilmente si verifica, ha la soluzione generale
T ry
uw)= [ [ s dedn + 8(a) + ()
x0Jyo

dove zg e yy sono costanti arbitrarie.

Esempio 2.2.4

ou(x,y) _ ou(zx,y)

2
- o V(z,y) € RZ . (2.7)

Per trovare la soluzione dell’equazione data operiamo la seguente sostituzione di variabili

£ = 24y

n = -y

Per gli operatori differenziali a% e a% si ottiene allora
0 _ 0,0
ox  0¢&  On
0 0 0

oy 9 on

e quindi I'equazione diviene
ou ou_ou ou
oc  on o0& an’
cioe 9
U
2— =0.
on

Ne segue che u e funzione della sola €. La soluzione generale dell’equazione & dunque

u(z,y) = oz +y)
con ¢ € C*(R).

Esempio 2.2.5 Consideriamo un’equazione che sia della forma

Ou(z,y) Og(x,y) Ou(z,y) 9g(z,y)
Ox oy y oz

=0 VY(z,y)c ACR? | (2.8)

con g(x,y) funzione di classe C*(A), essendo A un aperto in R?.
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L’equazione data afferma che la matrice jacobiana

(5 3):
z oy

ha determinante nullo e che percio u(z,y) dipende funzionalmente da g(z,y), cioé che esiste una
funzione ¢: E(C R) — R, E D g(A), tale che u(z,y) = ¢(g(x,y)). Cio si puo verificare diretta-
mente come segue, nell’ipotesi che A abbia sezioni connesse (intervalli) con ogni parallela agli assi
coordinati. Si faccia il seguente cambiamento di variabili, ammettendo inoltre che % #0in A:

§ = g(z,y)
n =1y
Allora, posto u(z,y) = u(&(x,y),n(x,y)), si ottiene
ou oud¢  Oudn

or  0tor  omow
u _ Dok 0udn
dy 060y  Onoy

Cioe, nel caso specifico

ou dudg 0Ou

or ~ ocos Tan°
ou _ oidg O
oy 00y Oy

e quindi

u(z,y) Og(z,y) Ou(z,y) 9g(z,y)
ox oy oy ox

9g(z,y) Oudg 59(96,3/)(@@ N @) _
oy 0& Ox Oor 0£0y On

Og(x,y) Ou _
ox on
Percio, nell’ipotesi che sia % = 0, si ottiene
i
o _qy
In

cioe @ non dipende da 7, ma solo da £. Ossia esiste una funzione ¢ tale che u(z,y) = (&) = ¢(§) =
d(g(x,y)). Sipuo verificare che, sotto condizioni opportune, anche se g dipende esplicitamente da
u, continua a valere che la soluzione u & espressa, in forma implicita, dall’espressione u(x,y) =
d(g(x,y,u(z,y))). Per esempio, la soluzione dell’equazione di Burger

ou(z,t) ou(z,t)
ot T Ox

ha una soluzione che si puo scrivere, in modo implicito

u(z,t) = ¢p(x —u-t)

=0, (2.9)
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Esercizio 2.2.1 Si studino le condizioni sotto le quali la funzione implicita sopra scritta é soluzione

della (2.9).

Esempio 2.2.6 Consideriamo [’equazione

Pu(r,y)  Pu(z,y)

2
92 o 0 V(z,y) e R . (2.10)
Posto
£ = z+y
= r=y ,
si trova
0?2 0?2 0?2 0?2
—Z_ = Z_419 -
022~ 022 " Copor T an?
? 0?2 9?2 H?
R — E— 4+ —
dy? o2 Tomoc T on?

Sostituendo nell’equazione data, si ottiene

482u _
onog

U

che, come e noto, ha soluzione

u(§,m) = (&) +¥(n)

ossia
u(z,y) =®(x+y)+¥(r—y) |,

dove ® e ¥ sono due funzioni arbitrarie di classe C2.

Abbiamo dato vari esempi nei quali una soluzione “generale del problema dipende da una o piu
funzioni arbitrarie. Talvolta si trovera che un’equazione differenziale a derivate parziali si puo
esprimere come una famiglia di funzioni dipendenti da uno o piu parametri reali. Una famiglia a
due parametri u = ¢(z,y, a,b), soluzione di un’equazione differenziale del prim’ordine

flz,y,u,p,q) =0 ,

ou ou
(dove p = — ) si dice un integrale completo dell’equazione stessa se il rango della matrice

oz €9= Giy
( Ga  Pza (bya )
¢b ¢xb d)yb

¢ 2. Cio vale, in particolare, se ¢rq - Pyp — Pap - Pya 7# 0.
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Consideriamo ora ’equazione
PP+ =1,

e facciamo I'ipotesi che per ogni punto assegnato (a, b) € R? la soluzione dipenda solo dalla distanza
r da tale punto. Posto x = a+rcos 8,y = b+ rsenf, si trova

ou Ou Ousend  Ou

gu _ U gp dusent ou o
o or > a0 r ar -
ou Guse 0+ Oucosf  Ou send
— = —senf + — = —send.
oy Or o0 r or
Dunque p? + ¢ = (%)2 = (u/(r))?. L’equazione diviene (u/(r))? = J; — 1, che ha come soluzione

w=1-r2=1—(x—a)®—(y—0b)>

Esempio 2.2.7 Si consideri la famiglia di sfere
(x—a)?+@y—b +u’=1
Si mostri che essa é l'integrale completo dell’equazione
PP+t +1)=1

e che esistono integrali singolari, non deducibili dall’integrale completo.

La famiglia data rappresenta la totalita delle sfere di raggio 1 aventi il centro sul piano z,y.
Dall’equazione della famiglia, derivando rispetto a x e rispetto a y, si ottiene

2(x —a) +2up =0
2(y—b)+2ug=0

Di qui si ottiene (z —a) = —u-pe (y —b) = —u- q. E, finalmente, sostituendo nell’equazione della
famiglia

WP+ +1)=1

Dunque, eliminando i parametri dalla famiglia di sfere, si ottiene I’equazione della quale ci siamo
precedentemente occupati; abbiamo verificato che la famiglia considerata & una soluzione dipendente
da due parametri dell’equazione stessa. Poiché, con le notazioni sopra introdotte, abbiamo ¢, =
—2,¢0yq = 0, ¢z = 0, Py, = —2, si verifica che ¢rq - Py — dup - Pya = 4 # 0 € dunque che la famiglia
a due parametri ¢ un integrale completo dell’equazione data. Questa famiglia ha un inviluppo
formato dai due piani © = 1 e u = —1, inviluppo che si ottiene eliminando a e b dall’equazione della
famiglia e dalle sue derivate rispetto ad a e a b:

(—a)?+(y—b)2+u?=1
(x—a)=0
(y—0)=0
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L’inviluppo non & ottenibile attribuendo ad a e b valori particolari, dunque ¢ un integrale singolare.

Avevamo affermato che un’equazione a derivate parziali ha una soluzione generale dipendente da
una o piu funzioni arbitrarie. Ora un integrale completo sembra fornire una classe piu ristretta
di soluzioni. Se imponiamo che b = w(a) essendo w un’arbitraria funzione di classe C', derivando
rispetto ad a lintegrale completo, avremo ¢, + ¢ - w'(a) = 0. Se si riesce a eliminare a tra
quest’ultima equazione e u = ¢(x,y, a, w(a)) si trovera una soluzione del tipo u = ¥ (x,y) essendo
1 una funzione dipendente dalla funzione arbitraria w.

2.3 Equazioni del primo ordine quasi lineari, in due variabili in-
dipendenti. Caratteristiche

Supponiamo data un’equazione differenziale ordinaria del prim’ordine

d
flay, <2y =0

dx

Ad ogni punto (z,y) del dominio piano nel quale f & definita si puo associare la direzione (o le
direzioni) %, che soddisfano I'’equazione stessa. Quindi 'andamento delle soluzioni puo essere
intuito e rappresentato mediante il campo di direzioni. Cio e particolarmente utile quando ad ogni
(x,y) € A, A aperto in R?, corrisponde un solo valore di %, perché allora si ha un’idea immediata
dell’andamento delle curve integrali. Un artificio dello stesso tipo € possibile e utile anche nel caso
di un’equazione alle derivate parziali. Considereremo il caso piti semplice: quello di un’equazione
quasi lineare (non piu complicata di un’equazione lineare da questo punto di vista) in due variabili
indipendenti. Essa si scrive:

0z 0z
P(iv,y,z)%—i-Q(:C,y,z)@ :R(ac,y,z) . (211)

Useremo talvolta le notazioni, dette di Monge, p = g—;, q= g—;, per cui 'equazione (2.11) si riscrive

P(‘Tayaz)‘p+Q<w7yaz)‘q:R(‘T7yaz)

Studieremo la struttura delle superficie integrali dell’equazione assegnata e constateremo che essa
¢ costituita da una semplice infinita di linee che appartengono ad una famiglia di linee spaziali
dipendenti da un parametro. Queste sono integrali di un sistema di equazioni differenziali ordina-
rie, individuato dall’equazione assegnata. Sia o una superficie integrale di equazione z = z(z,y)
soluzione dell’equazione data. Sia M = (x,y,z) un suo punto e sia 7 il piano tangente a o in M.
Osserviamo che una soluzione “classica della (2.11) & una funzione di classe C'; essa ¢ differenziabile
in ogni suo punto, e quindi il suo grafico ammette ovunque piano tangente. Se (X,Y,Z) sono le
coordinate “correnti sul piano 7, I’equazione del piano tangente e

Z-—z=X-2)p+ (Y —y)g

La normale a 7 (e a o) in M ha coseni direttori proporzionali a p, g, —1, rispettivamente. Dunque
il vettore di componenti

P(z,y,2),Q(x,y,2), R(z,y, 2)
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giace su 7, poiché dall’equazione risulta: P(z,y,z) -p+ Q(z,y,2) - q — R(z,y,2z) = 0.

Consideriamo poi le linee spaziali A di equazioni parametriche

x = x(t)
y = y()
z = z(t)

che in ogni punto sono tangenti al vettore di componenti P, Q, R. I coseni direttori della tangente
dr dy dz

dt’dt’ dt’
proporzionalita (il che si puo fare: cambia eventualmente un fattore di scala nella variabile t), e

a una linea A sono proporzionali a e quindi, ponendo uguale a 1 una costante di

dx

E - P(x,y,z)

dy

2 = 2.12
0 Q(z,y,2) (2.12)
dz

E - R(a?,y,z)

Il sistema (2.12) si dice il sistema caratteristico associato all’equazione (2.11) e le curve A che ne
sono soluzione sono dette le linee caratteristiche della (2.11). Dimostreremo ora che le superficie
integrali sono descritte per mezzo delle linee integrali. Precisamente abbiamo

Teorema 2.3.1 Siano P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, z) localmente lipschitziane in A C R, A aper-
to. Sia My = (x0, Y0, 20) un punto che giace su una superficie integrale o, cioé o sia grafico di una
soluzione della (2.11). Sia inoltre A una caratteristica passante per My. Allora \ giace per intero
su o. Cioe, se z(tg) = xo,y(to) = yo, 2(to) = 20, se x(t),y(t),z(t),t € J(C R) ¢ una soluzione di
(2.12), allora (z(t),y(t),z(t)) € o,Vt € J.

Dimostrazione. Nell’ipotesi della locale lipschitzianita delle P, @, R rispetto ai singoli argomenti
x,y, z, le funzioni sono complessivamente continue. Infatti, se P(x,y, z) ¢ localmente lipschitziana
in My = (zo,y0,20) significa che esistono un intorno U di My, per esempio U =|xy — §,z9 +
d[X]yo — &, yo + 0[x]z0 — , z0 + O[ e costanti positive L1, Lo, L3 tali che, se (z,v, 2), (2’ y,2) € U,
vale |P(2',y,2) — P(x,y,2)| < L1|2’ — x| e analogamente per y e z. Ora si ha

|P($7y7 Z) _P(x03y0720)| < |P(:E,y,z) _P($07y7 Z)|+
|P(z0,y,2) — P(x0,Y0, 2)| + [ P(z0, Y0, 2) — P(x0, Yo, 20)|
< Ly|z — zo| + La|y — yo| + L3|z — 20|
< (L1 + Lo + L3)||(z,y, 2) — (%0, Yo, 20)|| -

Dunque, se (z,y,z) — (xo,¥0,20), vale P(x,y,z) — P(xo,y0,20). Analogamente per Q(z,y,z)
e R(z,y,z) che sono dunque funzioni continue nel complesso delle variabili in U. Un sistema
come il (2.12) nel quale P,@Q, R non dipendono esplicitamente dalla variabile indipendente ¢, si
dice autonomo. Poiché P, (Q, R sono localmente lipschitziane rispetto alle singole variabili x,y, z e
globalmente continue rispetto alle stesse, esiste una e una sola soluzione locale del sistema. Sia A
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la proiezione di A sul piano z,y. La curva Ay ha equazioni = z(t),y = y(¢). In corrispondenza ai
punti di Ap i punti su A e ¢ hanno quote, rispettivamente, z(t) e z1(t) = z(x(t),y(t)). Mostreremo
che z(t) e z1(t) coincidono. Infatti

(1)~ #4(0) = Ba(t),y(0), 2(0) ~ o~ o gyffi -

R(x(t), y(t), 2(t) — %P(x(t),y(t), 2(t) = gZQ(fv(t),y(t), 2(t) =0,

poiché vale (2.11). Cio vale per ogni t € J, J essendo un intervallo contenente t3. Dunque
z(t) — z1(t) € costante in J. Ma z(tg) — z1(tg) = 0 e quindi 21 (t) = z(¢),Vt € J. Ossia tutti i punti
della caratteristica A stanno su o. [J

Per I'unicita della soluzione del sistema delle caratteristiche si richiede che ovunque nel campo di
variabilita di x,y, z, non siano nulli negli stessi punti P(z,y,z2) e Q(z,y,z). L’ipotesi che P e @
non abbiano punti d’annullamento comuni assicura che curve A\ distinte non si incontrino. I punti
in cui P(x,y,2) e Q(x,y, z) si annullano contemporaneamente si dicono punti singolari del sistema
caratteristico.

2.4 Problema di Cauchy per le equazioni quasi lineari del prim’or-
dine

Data I’equazione

P(z,y,2) - p+Q(z,y,2) ¢ = R(x,y,2) , (2.13)
e la curva I' di equazioni
z = @)
y = (1) (2.14)
z = w(r)

ci proponiamo di risolvere il seguente problema di Cauchy: costruire una superficie integrale z(z, y)
soluzione della (2.13) che passa per la T, cioe tale che z(¢(7),%(7)) = w(7). Ammettendo che tale
superficie ¢ esista noi cercheremo una sua rappresentazione nella forma parametrica

x = x(t,T)
y = y(t7) (2.15)
z = z(t,T)

Sia My il punto di I' che corrisponde al valore 7y del parametro. Sia A, la caratteristica che passa
per My; tale caratteristica giace per intero su o e le sue equazioni si trovano integrando il sistema
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caratteristico
d
% = Pawy?)
d
d
7 = B
con le condizioni iniziali
r(0,70) = ¢(70)
y(0,70) = (70) (2.17)
Z(OvTO) = W(TO)

Le funzioni trovate saranno, come funzioni di ¢, soluzioni di (2.16) e come funzioni di 7 soddisfano la
condizione (2.17). Al variare di 79 il punto Mj varia su I' e quindi le corrispondenti caratteristiche
varieranno descrivendo la superficie o. Per 'unicita delle soluzioni del sistema caratteristico due
linee caratteristiche non si incontrano nel dominio di definizione. Percio le funzioni di ¢ e 7 danno
una descrizione geometrica di ¢. Ci chiediamo ora come debba essere assegnata la curva I' affinché
il problema ammetta una e una sola soluzione. Diremo T’y la linea d’equazioni = = ¢(7),y = ¥ (1),
proiezione di I" sul piano x,y. I'g si dira la linea portante i dati, poiché in ogni suo punto ¢ assegnato
il valore z = w(7) della superficie integrale. Diremo poi Ao, la proiezione di A; sul piano z,y, di
equazioni

x = x(t,T)

y = gyt (2.18)

Cerchiamo dunque le condizioni che ci permettono di porre in forma cartesiana le equazioni para-
metriche della superficie integrale o.

Supponiamo che, in un certo campo €2 di variabilita di ¢ e 7, il determinante del jacobiano

9(z,y) (x y> % ay‘
det ——2 =det J =9 g |+£0, (2.19)
a(t, 1) t T % %

allora dalle (2.18) si possono ricavare t e 7 in funzione di x e y, dal momento che le funzioni
xr =x(t,7),y = y(t,7) sono funzioni di classe C!, definite su un aperto Q del piano ¢, 7, a valori in
un aperto A del piano z,y. Se il detto determinante & non nullo in €, I'invertibilita & assicurata
almeno tra un aperto ' C Q e un aperto A’ C A (Teorema di invertibilita locale per funzioni di
classe C!). Sostituendo nella terza equazione, si ottiene ’equazione cartesiana della superficie o

z=z2(t(z,y),7(z,y)) = 2(z,y): A - R . (2.20)

Se il jacobiano soddisfa la condizione (2.19) per t = 0 e per a < 7 < b, essendo [a, b] I'intervallo o
anche parte dell’intervallo di definizione di T', allora esiste un dominio rettangolare | — h, h[x|a, b]
(o] —=h,h[x]a—k,b+E[ se [a,b] ¢ una parte propria dell’intervallo illimitato sul quale ¢ definita I'),
(relativamente) aperto, nel quale la (2.19) ¢ soddisfatta. Senza fare ulteriori restrizioni sul dominio,
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supponiamo che quello detto sia I’Q)’ sul quale vale I'invertibilita. Riscrivendo la (2.19), dopo avere
sostituito alle derivate i loro valori per ¢ = 0, si ottiene

P(o(7), (1), w(r))  Q((7),¥(7),w(7))

00 o) #0.
or ar
Dobbiamo dunque verificare che la (2.20) fornisce la soluzione del problema di Cauchy (2.13) con
la condizione “iniziale z(¢(7),1(7)) = w(7). Dall’'uguaglianza

0: _ 0x on 02 0y
ot Oor 0Ot 0Oy Ot
b _ 0 e By
or  Ox Or Oy Or '

(2.21)

si trova
% 9% 9y 9z
Ox 1 or ot ot
=—. : , (2.22)
L O O I E
0y or ot or
_ Q= oy _0r Oy, .. 0y
doveJ—(at 5 o 875)—det o) Allora
0 _ 1 0= 0y 0: oy,
or  J ‘ot Or Or ot
(2.23)
0 _ 1 0 0n_0: s
oy  J or ot Ot Ot
Percio si trova alla fine:
0=, )05 1 0z 0y 0n 1 0: 0y 00
Pt 9%, =7 aPa, %) 7 5, 9%
(2.24)
1 0z 1 0z 0z
—j-E-J—i—j-a—T(—PQ—i-QP)—E—R

Az = z(0,7) = ¢(1),y = y(0,7) = (1), cioe (z,y) € T'p, per la biunivocita della corri-
spondenza tra Q' e A’ corrispondono i valori t(¢(7),19(7)) = 0 e 7(é(7),¢%(7)) = 7. Percio
2(0,7) = 2(¢(7), (7)) = w(7), e quindi anche la condizione iniziale ¢ soddisfatta.

Osserviamo che %]tzo e %ﬂtzo sono proporzionali ai coseni direttori della tangente a Ao, in un
certo punto, mentre %\tzo e %]t:() sono proporzionali ai coseni direttori della tangente a I'g nello
stesso punto. Il modulo del jacobiano e percio il modulo del prodotto vettoriale di tali vettori
tangenti a Ao e I'g. Esso soddisfera la condizione (2.21) purché A ; sia linea regolare, cio¢ purché
P(z,y,2) e Q(z,y, z) non siano contemporaneamente nulli, purché sia regolare I'¢, cioé purché ¢'(r)
e ¢/(7) non siano contemporaneamente nulli e purché Ao ; e I'g non siano tangenti. Diremo che in
questo caso la linea portante i dati non € in alcun punto caratteristica.

Dunque abbiamo dimostrato il seguente
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Teorema 2.4.1 Siano P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, z) localmente lipschitziane in A C R, A aper-
to. Supponiamo inoltre che P(x,y,z) e Q(x,y,z) non si annullino contemporaneamente in uno
stesso punto e che nessun punto della linea portante i dati sia caratteristico. Allora esiste local-

mente una e una sola soluzione dell’equazione (2.13) che passa per la curva T' d’equazioni (2.14).
O

Supponiamo poi che Xg - e I'y siano tangenti in un solo punto. I' verra spezzata in due curve I e
I'”. Possiamo costruire la superficie o/ relativa a IV e ¢” relativa a I'”. La riunione dei grafici delle
due superficie puo essere grafico di una superficie ¢ continua ma eventualmente priva di derivate
continue, oppure puo non essere il grafico di una funzione o almeno di una funzione continua.
Potremo ancora assumere che si tratti di una soluzione “generalizzata se il grafico & quello di una
funzione continua. Altrimenti il problema considerato non ammettera soluzione.

Se, passando a un ulteriore caso estremo, totalmente diverso, la curva I' € ovunque caratteristica,
conducendo per un punto di essa una curva A, ovunque non caratteristica, si potranno condurre
le caratteristiche dai punti di A costruendo cosi una soluzione passante per I'. Ma di curve come
la A ce ne sono infinite e quindi ci saranno infinite soluzioni al problema di Cauchy, se la curva
I" iniziale ¢ ovunque caratteristica. Abbiamo dunque dimostrato che il problema di Cauchy per
un’equazione quasi lineare del prim’ordine puo avere una e una sola soluzione locale, oppure puo
non avere soluzione o averne infinite. (Si veda, piu avanti, il paragrafo 2.7 su esempi d’onde d’urto.)

2.5 Equazioni lineari del prim’ordine

Esamineremo ora il caso molto semplice delle equazioni lineari e omogenee in n variabili indipen-
denti.

Sia data ’equazione lineare

ou ou
Xl(x1,...,$n)8—1:l—l—...—i—Xn(a:l,...,xn)a—%:0 . (2.25)
Supponiamo che w1, ..., ux siano soluzioni di (2.25) e che F: A — R, con A aperto, sia una funzione

di classe C!. Allora si ha

Teorema 2.5.1 Nelle ipotesi sopra dette, se
(ur(x1y .. oymn), . yup(ze, ..., x,)) € A per (z1,...,2,) € QCR",
allora
w(zy, ..., xn) = Flur(z1, ..., Zn), .« uk(x1, ..oy 20))

é una soluzione dell’equazione (2.25).

Dimostrazione. Infatti si ha

OF OF du OF O, Zk: OF o

or; Ouy O +”'+87uk'8xi N — ou, Oz
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Sostituendo nell’equazione data

ou Bu  ~OF . Ou ouy

O

Ricordiamo che n — 1 funzioni di n variabili si dicono funzionalmente indipendenti in un aperto
Q) C R™, se la matrice jacobiana

Lly-+--yLn

J,( UL,y Up—1 > (2.26)

ha caratteristica massima (cioé n — 1) nell’aperto 2 C R™. Vale allora

Teorema 2.5.2 Siano ui(x1,...,Tp), ..., Up—1(21,...,2y) soluzioni funzionalmente indipenden-
ti in Q C R™ della (2.25). Supponiamo inoltre che Xi,...,X, non si annullino contempora-
neamente in alcun punto dell’aperto sul quale sono definiti (potremo pensare che sia ). Allora
u(x1,x9,...,2,) € una soluzione dell’equazione (2.25) se e solo se si ha w = F(uq,...,uy—1), dove
F € CY(A) ¢ una funzione definita su un opportuno aperto di R" 1.

Dimostrazione. Infatti per il precedente teorema, se u ¢ del tipo detto, ¢ una soluzione del-
I’equazione lineare e omogenea. Viceversa, sia v una qualsiasi soluzione dell’equazione data, da

considerare insieme con le soluzioni u;, per [ =1,...,n — 1. Avremo
v v
X1 —4+...+ X, — =0
! gxl " gxn
Ul (75}
X1 — 4.+ X, — =0
! ox1 " Ox,
..... 8 uiauﬁ
X4 X, 2 =0,
\ axl 8mn
Poiché Xi,...,X,, non sono contemporaneamente nulli, in ogni punto di i vettori riga della
. O(v,ug, . Up1) ) ) ) )
matrice al ] del sistema, che, punto per punto, possiamo considerare come un sistema
L1, 22,...,Tn
lineare nelle variabili Xy, ..., X, sono linearmente dipendenti. Cioe
Vy ULy e ey Uy
detJ<717 >n1>:0
L1,X2;,...,Tn
Per il teorema, sulla dipendenza funzionale, cio assicura che, essendo uq, uo, . . ., u,_1 funzionalmente
indipendenti, esiste una funzione F di classe C' tale che v = F(uy,...,un_1). Questo fatto si

puo dimostrare direttamente come segue. Supponiamo che, per esempio, in € sia non nullo il
determinante
6u1 8u1
dry " Oy
Ot Oup_1
Ory  Owpq
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Sia inoltre X, (z1,...,xy,) # 0. Si faccia il seguente cambiamento di variabili
& = ui(w,T2,...,2,)
$n1 = Up-1(w1,72,...,7p)
gn = Tn
Allora si trova, utilizzando le nuove variabili
ov :&'8161 - v ‘aun,l +@'8fn’
or; 0§ Ox; 0n—1  Ox; 06, Ox;
. 0, . . .
(i=1,...,n). Ora D 0,peri=1,...,n— 1, mentre vale 1, per i = n. Percio si ha
Ty

OziXi'gaZ:

ov ouy ov " OUy—1 ov
. g X . E Xi—)+ X, —
( )+ ...+ (i:1 B, )+

8751 i=1 1871‘1' o agnfl 8511 ’
e dunque
ov
Xp-=—=0
"o,
cioe 5
v
— =0 |,
In
in €, essendo ivi X,, # 0. In definitiva, se ) ha sezioni connesse rispetto agli iperpiani coordinati,
v non dipende da &, ma solo da &;,...,&,—1, cioe v = F(&1,...,&—1), e quindi
v(1, ..y on) = Flur(x1,. .0, 2n)y ooy Up—1(z1, ..., 2,)) O

Consideriamo ora il seguente sistema di equazioni differenziali ordinarie, associato alla (2.25)

% = Xi(z1,22,...,2p)

.................... (2.27)
dzn Xp(z1, Tn)
dt n\41, 42, s bn

Una linea che in ogni punto soddisfi questo sistema (2.27) si dice una linea caratteristica associata
alla (2.25) e il sistema (2.27) si dice il sistema caratteristico associato all’equazione (2.25). Rispet-
to al caso quasi lineare trattato in precedenza per l'equazione (2.11) e sistema (2.12), possiamo
notare che qui manca ’equazione relativa alla funzione incognita u. Per completezza potremmo

u
aggiungerla: i 0. Cio ci dice che la funzione incognita & costante lungo una linea caratteri-

stica. In generale, una funzione v = f(x1,...,x,) tale che f(zi(t),...,z,(t)) sia costante lungo
una linea caratteristica, si dice un integrale primo del sistema (2.27). E facile riconoscere che se
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u= f(x1,...,2,) € f(x1,...,zy) € un integrale primo, allora u & un integrale della (2.25). Infatti,
tenendo conto che f(x1(t),...,x,(t)) = costante, si ha
d af 01 af dx,
= B, an) = = 2L T g
gt/ @ Osmnl) = 5o B e
Ricordando poi che % =X;, (i=1,2,...,n), si ottiene
of of
X1 —4+...+Xn-—=0
! ox1 + + o0z,

Si puo concludere con il seguente

Teorema 2.5.3 Se sono noti n — 1 integrali primi funzionalmente indipendenti di (2.27),integrali
che scriveremo nella forma w; = fi(x1,...,z,), (i=1,2,...,n—1), e F' é una funzione di classe
C', allora

u=F(u1,...,up—1)

é la soluzione generale dell’equazione (2.25). In altre parole, la soluzione generale del sistema delle
caratteristiche (2.27) conduce alla soluzione generale dell’equazione (2.25). O

2.6 Esempi ed esercizi

Ci dedicheremo alla risoluzione di alcuni esempi tipici d’equazioni lineari o quasi lineari del prim’or-
dine, usando il metodo delle caratteristiche.

Esempio 2.6.1 Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la soluzione dell’equazione alle
derivate parziali

t— +2y— =u> in Q={(z,y):x>0,y>0} ,

che soddisfa la condizione
u(l,y) =y pery >0

Il sistema caratteristico in questo caso e

dx
J— — x
gt
adjt/ = 2 (2.28)
w2
at — "
con le condizioni iniziali lungo ogni caratteristica
z(0) = 1
y(0) = o (2.29)

u(0) = wo
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La soluzione immediata ¢

x(t) = ¢
_ 2t
@) . y(0)e (2.30)
- = ¢
w ’ u(0) ’
Di qui si trova che I'equazione delle proiezioni delle linee caratteristiche sul piano z,y sono y =
y(0) - 22 ossia % = y(0) = costante. La costante varia da caratteristica a caratteristica; se
x
consideriamo un punto (z,y) € € esso interseca l'asse x = 1 nel punto y(0) = % Si ha poi che
x
0
t = logz e che u(0) = y(0) = % Facilmente si trova u(t) = 1y(()0)t’ e, sostituendo i valori in
T -y
termini di x e y, finalmente
wz,y) = 52— (2.31)
2 —ylogx

Verifichiamo che quella data sia la soluzione cercata. Se x = 1, si trova immediatamente u(1,y) = y.
Si trova poi

ou  —yQz—1¥)
or (22 —ylog )2

dy (2?2 —ylogx)?
E finalmente

ou ou y? 5
. — 2 P m— D s
e +ay dy (22 —ylogx)? “

Esempio 2.6.2 Usando il metodo delle caratteristiche, si determini per ¢ valori di x e y tali che
x>0,y >0 la soluzione dell’equazione alle derivate parziali

ou ou
_— _— = 1 Q: .
yaxﬂcay u in Q={(z,y):x >0,y >0} |,

che soddisfa la condizione
u(z,0) = 2? perz >0

Il sistema caratteristico si scrive

dm_
t_y
y

= =z
t
U

= = u

dt
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con le condizioni iniziali lungo ogni caratteristica

z(0) = ¢
y(0) = 0
u(0) = &

Abbiamo indicato, per maggiore chiarezza, con & il valore iniziale 2(0) lungo ogni assegnata ca-
ratteristica. Sul piano x,y, I’equazione della linea caratteristica, ottenuta moltiplicando la prima
equazione per x e la seconda per —y e sommando, ¢

2=y =2(0)" —y(0)* = &

Inoltre, derivando la prima equazione e tendo conto della seconda, si trova pure

Dunque la soluzione ¢ del tipo z(t) = Ae! + Be™' e y(t) = Ae' — Be™, con le condizioni z(0) = £
e y(0) = 0. Si trova finalmente x(t) = % (e! + et = Ecosh(t) e y(t) = Esenh(t). Per e si trovano

i valori
2
el = z + zz -1
Poiché ci interessano le soluzioni per ¢ > 0 e dunque e’ > 1, sceglieremo il segno +, e quindi,
t = log H—M = log &, ricordando che ci interessano le soluzioni per x > 0 e y > 0.
¢ N
Si ottiene poi per la funzione incognita lungo le caratteristiche u(t) = u(0) e = £ ° —g y, cioe
w(z,y) = (z +y)va? —y?

Si verifica immediatamente che u(z,0) = z%; inoltre

@ 222 + xy — y?

00 = e

@ % — zy — 27

oy [22 — 42 ’
e, finalmente

ou ou 2%y —ay? + a3 — 3
Yoo T 5= =

Ox oy [22 — 42

u

Esempio 2.6.3 Usando il metodo delle caratteristiche, si determini per ¢ valori di x e y tali che
x>0,y <0 la soluzione dell’equazione alle derivate parziali
ou ou 9
— —r— =u in Q={(xz,y):x >0,y <0} ,
Yor "oy {(z,y) y <0}
che soddisfa la condizione
u(z,0) = 22 perz >0
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Il sistema caratteristico si scrive
dx
dt
dy
dt
du 9
\ dt
con le condizioni iniziali lungo ogni caratteristica
z(0) = ¢
y(0) = 0
u(0) = &

Sul piano x,y, 'equazione della linea caratteristica, ottenuta moltiplicando la prima equazione per
x e la seconda per y e sommando, &

2? +y* = 2(0)* +y(0)* = €
Inoltre, derivando la prima equazione e tendo conto della seconda, si trova pure

d’x

Dunque la soluzione ¢ del tipo x(t) = Acost + Bsent e y(t) = —Asent + B cost, con le condizioni

x(0) = £ e y(0) = 0. Si trova finalmente x(t) = cos(t) e y(t) = —Esen (1), essendo £ = /a2 + 2.
0
L’integrazione di % = u? fornisce u(t) = 116((.3)15 Ora poiché ci interessano i valori di x > 0
—_— u .
{2

ediy <0, lascelta t = arccosf con 0 <t < 7/2 e quella adatta. Allora varra u(t) = 17% e
quindi

%+ y2
1 — (22 4+ y?) arccos

u(,y) =

T

Si trova immediatamente che u(z,0) = 22 (si ricordi che arccos(1) = 0). Per comodita di scrittura,
indichiamo con D il denominatore della frazione che rappresenta u(z,y). Allora si trova

ou 2z +y(x?+y?)
or D2
ou 2y —z(z?+y?)
or D2
Converra ricordare, per evitare errori, che, nel campo di variabilita considerato, \/y2 = —y. E

allora facile riconoscere che

ou ou (22 +y?)? 9
Yoo — T = e =
Ox oy D?

=Uu

Lasciamo i seguenti esercizi alla buona volonta del lettore
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Esercizio 2.6.1 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la soluzione dell’equazione
alle derivate parziali

ou ou
A T z>1
$8x+ yay u in {(z,y):x > 1,y >0}

che soddisfa la condizione
u(l,y) =y pery =0

Esercizio 2.6.2 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la soluzione dell’equazione
alle derivate parziali

2ygi —xgu =u inQ={(z,y):x>0y<0} |,
che soddisfa la condizione
u(z,0) =x perz > 0

Esercizio 2.6.3 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la soluzione dell’equazione
alle derivate parziali

y% —237% =u?

e 9y in Q={(z,y):x >0,y <0} ,

che soddisfa la condizione

u(z,0) = 22 perz >0

Esercizio 2.6.4 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la soluzione dell’equazione
alle derivate parziali

0 0
4ya—z+xa—Z:u in Q={(z,y):xz >0,y <0} ,

che soddisfa la condizione
u(z,0) = 22 perz > 0

Esercizio 2.6.5 . Usando il metodo delle caratteristiche, si determini la soluzione dell’equazione
alle derivate parziali

y— +4dr— =u in Q={(z,y):x >0,y >0} ,
Y

che soddisfa la condizione
u(0,y) =y pery >0
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2.7 Il Teorema di Cauchy—Kovalevskaja

Fino ad ora ci siamo occupati solamente della teoria delle equazioni del prim’ordine. Cerchiamo
di capire che cosa accade se da un’equazione si passa ad un sistema di N equazioni in N funzioni
incognite delle n + 1 variabili indipendenti (¢,z1,...,2,). Supporremo inoltre che il sistema sia
dato in forma normale.

o™u, OFu,;
L= fi(t T, T UL, e UN J s 2.32
T YT W a2 (2:32)
coni,j=1,2,...,.Neko+ki+...+k,=k<n;, kg <nj;. Per ogni funzione u; il numero n; da

lordine massimo della derivata di u; che compare nel sistema (2.32).

Supponiamo ora che, per un valore assegnato di ¢, per esempio ¢t = 0, siano dati i valori iniziali
delle funzioni incognite e delle loro derivate rispetto a t fino all’ordine n; — 1. Cioe siano assegnate

8ku7;
otk

=M@y, ) (k=0,1,...,n;—1),(i=1,...,N), t=0. (2.33)

11 problema di Cauchy per il sistema (2.32) consiste nel trovare una soluzione soggetta alle condizioni
iniziali (2.33).

Prima di passare all’enunciato del Teorema di CauchyKovalevskaja! definiremo la nozione di fun-
zione analitica di piut variabili. Diremo che una funzione F'(z1, 29, ..., 2z, ) di m variabili complesse &
analitica in un intorno di un punto (z?, 29,0, 20 ) se essa & somma di una serie di potenze multiple,

convergente per valori sufficientemente piccoli di |z; — z?|:

Fz1,20,zm) = Y Apyp (21 = 2 (2 — 20 (2.34)
k km

Lyeeey
I coefficienti dello sviluppo in serie di Taylor sono dati da

m kl' km' azlli'l 82,552 .“azlﬁlm)(zjzzg).

Ay k

Possiamo ora enunciare

!Sofia Vassiljevna Kovalevskaja (1850, Mosca - 1891, Stoccolma). Figlia del generale Vassilj Korvin-Krukovskij e
di Velizaveta Shubert fu attratta dalla matematica, in giovane eta dai discorsi dello zio Pjotr e, all’eta di 11 anni,
dalle pagine di un trattato di Ostrogradskij sul calcolo differenziale e integrale, pagine usate per tappezzare la sua
cameretta. Il tutore di famiglia, notando la sua predisposizione, consiglio il padre di farle studiare matematica, cosa
che il padre avverso in ogni modo. Continuo a studiare di nascosto libri di matematica, durante la notte, quando la
famiglia dormiva. All’eta di diciottanni, per sottrasi alla famiglia si sposd nominalmente con un giovane paleontologo
Vladimir Kovalevskij, dal quale ebbe una figlia e che esasperato da continui contrasti con lei s’uccise nel 1883. Nel
1869 si reco all’Universita di Heidelberg dove non pote iscriversi, poiché cio era precluso alle donne. Si sposto nel 1871
a Berlino, dove, non potendo frequentare ufficialmente I'universita, divenne allieva privata di Weierstrafl. Sotto la
sua guida nel 1874 completo tre lavori, uno sulle equazioni differenziali a derivate parziali — quello che qui c¢’interessa
— uno sugli integrali abeliani e uno sugli anelli di Saturno. Ottenne il dottorato nello stesso anno dall’universita di
Gottingen. Dopo molte insistenze da parte di Weierstrafl e Mittag-LefHer riusci a ottenere un incarico d’insegnamento
nell’universita di Stoccolma nel 1884, divenendo il primo cattedratico donna in Matematica (dopo Maria Gaetana
Agnesi, a Bologna nel 1750) nel 1889.
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Teorema 2.7.1 [di Cauchy—Kovalevskaja.] Si supponga che tutte le funzioni f; di (2.32) siano
analitiche in un intorno del punto

0 0 0
(t == 0, LygeeeyLpyyevny ¢j,k0,k1,...,kn’ . )
dove si € posto
k‘*ko ]?O
¢?k0 k1,okn — (—Z ¢j A )(x.:x(.))v
e Oxi' ...0xy" 7"
e che tutte le funzioni qﬁg ) siano analitiche in un intorno di (29,...,29). Allora il problema di
Cauchy ha una e una sola soluzione analitica in un intorno del punto (t = 0,29,...,2%).

La dimostrazione del teorema si basa su un’abile generalizzazione del metodo usato da Cauchy
per dimostrare ’esistenza e unicita della soluzione analitica per un sistema d’equazioni ordinarie,
metodo detto “della maggiorante. Non dimostreremo tale teorema. Tuttavia, per comprendere il
procedimento che si segue nel determinare la soluzione, illustreremo un procedimento simile in un
caso semplificato.

Sia data un’equazione del prim’ordine in forma normale

ou ou

a:f(tax7u>%) ’

e si voglia trovare quella funzione u(t, z) tale che u(0,x) = ¢(x), per a <z < b. La linea portante
i dati ¢ il segmento [a,b] dell’asse x. Ammettiamo che u(t,x) esista e sia sviluppabile in serie
di Taylor rispetto a t, con coefficienti dipendenti da . E, “a priori, un’ipotesi diversa da quella
dell’analiticita della funzione f(t,z,u,p) e di ¢(z). Puo essere implicata da quest’ultima se siamo
in grado di riordinare le serie rispetto a ¢, sommando ogni singolo termine in x.

(2.35)

Allora
o0 ny, n 0 tn
u(t,z) = S (@.0) - = > gn(x) - - (2.36)
n=0 ’ n=0 ’

Vediamo come si possano determinare le funzioni incognite g, (z). Innanzi tutto go(z) = ¢(x), e
inoltre

ok u Fgy 0%
—(x,0) = =—.
0k dak  Oaxk
0
Per determinare g(z) = 8—7:(33, 0), abbiamo a disposizione ’equazione (2.36), nella quale si ponga
t=0:
gl(x> = f(oa Z, ¢($>, ¢/(.’E))
k+1,, (k)
Tutte le derivate miste del tipo m(w,O) si calcolano come gy’ (z). Per ottenere la derivata
x

seconda rispetto a t, deriveremo ’equazione data rispetto a ¢ (naturalmente cio & giustificato dal
fatto che supponiamo f analitica).

?u  Of(t,z,u,p) 0f.0u of 0%*u

- ot ou ot " op otox
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ou

dove p = Z. Per ¢ = 0 si trova
9%u B _0f(0,z,¢,¢")  Of of
ot2 (0733)—92($)——8t +%‘91(33)+8*p‘91(33)-

Dopo avere determinato ga(x), si pud proseguire a calcolare tutti gli altri coefficienti, almeno in
linea di principo. Se tutte le funzioni che intervengono sono analitiche in un intorno di (0, z°), con
a < 2% < b, il Teorema di C-K afferma che la serie di funzioni in z e ¢ converge in un intorno di
(0,29). Tl metodo qui presentato si pud generalizzare a un sistema normale arbitrario.

2.8 Onde di rarefazione e onde d’urto

Studieremo il caso di un’equazione quasi lineare particolare, detta equazione di Burger, mostrando
come, nel caso d’equazioni non lineari, la discontinuita dei dati iniziali si propaghi nel tempo. Inoltre
mostreremo come, in certi casi, dati iniziali non discontinui diano luogo a soluzioni che manifestano
discontinuita (dette onde d’urto). Questo fatto mette in evidenza che esistenza di una soluzione
locale affermata nel teorema (2.4.1) ¢ effettivamente locale e non ¢ estendibile indefinitamente nel
tempo anche in presenza di funzioni lisce.

Consideriamo il seguente problema ai valori iniziali. E data I’equazione
ou ou
— -— =0 2.37
ot tu ox ’ (2:37)
con la condizione iniziale
1 se <0
u(x,0) = { 9 se 250 (2.38)

Si osservi che la funzione non ¢ estendibile ad una funzione continua su tutto R. Diremo brevemente
che il dato iniziale & discontinuo. Il sistema caratteristico e

do _
a -

(2.39)
du
T 0

(Abbiamo identificato ¢ con la coordinata corrente lungo la caratteristica. D’altra parte, chiamando

: - : : : Lo adt

s la coordinata corrente della caratteristica, la prima equazione del sistema caratteristico e s = 1
e quindi t = s — s, cioe t coincide con s, a meno di una costante). Dunque la funzione u ¢ costante
lungo ogni caratteristica. Precisamente vale costantemente 1 lungo le caratteristiche uscenti dai
punti z(0) < 0 e vale 2 lungo le caratteristiche uscenti dai punti #(0) > 0. Tenuto conto di cio,
x(t) = u(z(0))t + x(0). Le linee caratteristiche uscenti dai punti £ = z(0) < 0 sono z(t) =t + & se
€ <0, s0n0 z(t) =2t + & se £ > 0. Cioe u(z,t) =1,se { =x—t <0, u(z,t) =2, se z — 2t > 0.
Tenendo conto che t > 0, cio si puo anche scrivere

T
1 se 7 <1
u(z,t) = (2.40)
T
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x . N . . . . .
Quando 1 < — < 2 la soluzione non ¢ definita. Possiamo estendere in modo continuo la soluzione

imponendo che valga 7 nella zona in cui non ¢ individuata dal valore iniziale. Cio equivale a pensare

x
che dal punto z(0) = 0,¢ = 0 escano infinite caratteristiche ognuna avente equazione 7= a, con

1<a<2.

1 se % <1
u(x,t) = % se 1< % <2 (2.41)
2 se % > 2

Una situazione di questo tipo, nella quale le linee caratteristiche si distanziano una dall’altra, si
dira un’onda di “rarefazione.

Consideriamo invece una situazione opposta nella quale le linee caratteristiche tendano ad acca-
vallarsi e sovrapporsi, situazione che si dira “onda d’urto. Consideriamo la stessa equazione di
Burger

ou n ou 0

R u-- — =

ot Ox ’

con la condizione iniziale

2 se x<0
u(x,O)—{l se x>0

Le linee caratteristiche sono in questo caso

2+ E se £<0
x(t)_{ t+& se £€>0 . (2.42)

Esse portano i valori 2 e rispettivamente 1 per u(x,t). Se z > ¢ uno stesso punto del piano viene
raggiunto da entrambe le caratteristiche e sostanzialmente non possiamo decidere quale sia il valore
da attribuire alla soluzione in quel punto. Si puo concludere che, essendo in presenza di dati discon-
tinui, la descrizione del fenomeno fatta con il calcolo differenziale non e piu adeguata. Dovremo
modificare la modellizzazione del fenomeno, passando ad una formulazione integrale, per trovare
una soluzione soddisfacente.

Piu in generale, sia data ’equazione

ou ou
5 + c(u) - e 0o , (2.43)
con la condizione iniziale
u(x,0) = f(z) . (2.44)

L’equazione della caratteristica uscente dal punto x(0) ¢ z(¢) = f(x(0)) -t + 2(0). Supponiamo che
le caratteristiche per due punti vicini z(0) e z(0) + Az si incontrino. Allora avremo

n(t) = c(fE)+¢
{w;@) = o(f(E+ D))t +E+ Ax (2.45)
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Le due linee si incontrano se ¢(f(§ + Az)) < ¢(f(€)), per Az > 0. L’incontro avviene al tempo
Az

T (f(E+ M) —e(f(€))

al tempo

. Se prendiamo il limite per Az — 0, si trova che l'incontro avviene

1
) AGE (2.46)

ammesso che c(u) e f(§) siano derivabili, cosa che supporremo senz’altro. Affinché sia ¢ > 0 come
dev’essere, dovra verificarsi dunque che ¢(f(£)) - f/(§) < 0. Dunque, anche in presenza di dati
iniziali derivabili con continuita, puo verificarsi I'incontro di caratteristiche e quindi I'insorgere di
onde d’urto. Per esempio, se & data I’equazione usuale

ou, ou_,
Ot “ax_ ’

con la condizione iniziale
U(.Z‘, 0) = - ,

l’equazione delle caratteristiche e z(t) = —¢ -t + &, essendo £ = x(0) = u(x,0). Percio

T
t—1

u(z,t) = —

Si constata che tutte le linee caratteristiche passano per ¢ = 1; la soluzione non ¢ definita in ¢ = 1.
A partire da quell’istante si sviluppa un’onda d’urto. Cid ¢ in accordo con il fatto che c(u) = u e
dc
f(&) = =&. Percio (55(5))
nel quale si sviluppa 'onda d’urto. L’onda d’urto ha equazione ¢ = 1. Si noti infatti che passando
attraverso questa linea, in corrispondenza ad un valore xg # 0 della coordinata x, si passa dal valore
di u ~ % al valore ~ —%2, con un salto di valore~ 2@; qui € = |t — 1| e si passa da (29,1 —¢) a
(I‘o, 1+ 6).

= —1 e quindi si ottiene, in accordo con la (2.41), t = 1 come istante

Se il dato iniziale & gia discontinuo, 'onda d’urto si sviluppa sin dall’istante ¢ = 0. Vediamo come
si possa definire la posizione dell’onda d’urto (ossia della discontinuita della soluzione). Diciamo
x4, (t) la posizione della discontinuita, e siano o < x,,(t) < . Supponiamo che l’equazione di Burger
si possa scrivere in forma conservativa, cioe che il termine c(u)g—g si possa scrivere come a%gf). La

forma differenziale dell’equazione

ou n dq(u)

ot ox

=0 ,

¢ adeguata quando u(x,t) e funzione continua e derivabile con continuita delle sue variabili. In

d [ B ou
particolare T / u(z,t)de = / N dx seue % sono continue. Se cio non vale, la forma corretta
e (03

dell’equazione ¢ quella integrale. Precisamente

d [? )
a . U(.’I;,t)dm"i_ N 856

=0
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Tenuto conto della discontinuita in x,(t), otteniamo

d [re®) d [? B oq(u)
— t)dr + — t)d =
Se indichiamo con u; = lim w(z,t) econ u, = lim  wu(z,t), otterremo
a—xy(t)” 5_>$u(t)+

Ty (1) B
/ @d:wrulm;(t) +/ L — upz, (t) + q(u(B, 1)) — q(u(a, t)) =0
« at ivu(t) at

Se indichiamo con [u] = u, — u; e con [g] = q(u,) — q(u;) 1 salti delle ripettive quantita attraverso
Ponda d’urto, tenendo conto che gli integrali da v a x,,(t) e da x,(t) a 8 tendono a 0 per o — x4, ()
e per B — xy(t), si ottiene

wrl, (t) = el (t) + qur) = q(w) =0,

e quindi

2 (t) = [[u]] . (2.47)

Si noti che quanto sopra discusso vale purché u(z, t) sia continua con le sue derivate prime per (zx,t)
nel dominio della funzione, separatamente per x < z,(t) e per = > x,(t), rispettivamente.

Nel caso del quale ci siamo di sopra occupati, avente condizione iniziale

2 se <0
u(m,O)—{l se >0 ,

2
3 3 3
avremo u, = 1, u; = 2 e quindi [u] = —1; ¢(u) = Yoo [q] = —=. Dunque z),(t) = 5 € xy(t) = = - L.

Definita la posizione dell’onda d’urto nel tempo, avremo finalmente una descrizione completa della
soluzione come segue

(2.48)

N W N W

2.9 Classificazione delle equazioni del second’ordine a coefficienti
costanti

Procederemo alla classificazione delle equazioni del second’ordine in due variabili indipendenti.
Supporremo, per semplicita, che i coefficienti dell’equazione siano costanti. La forma generale
dell’equazione ¢ dunque del tipo

A Upg + 2D Ugy + CUyy + duy +euy + fu=g(z,y), (2.49)
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con a,b, c,d, e, f costanti reali, se non esplicitamente detto altrimenti. Cominciamo a considerare i
termini del second’ordine, che costituiscono un operatore differenziale del second’ordine. Si intende
cioe che a ogni funzione u € C2(A) viene associata la funzione continua sull’aperto A C R? data da

L(u) = atge(,y) + 2bugzy(x,y) + cuyy(z,y) € CY(A). (2.50)
Dunque L:C?(A) — C°(A) & un operatore lineare, come facilmente si verifica. Conviene anche
introdurre gli operatori differenziali D,u := % e Dyu = %Z' Allora, avremo L = aD,D, +

2bD, D, + cDyD,. All’operatore L si puo associare il polinomio caratteristico
F(\) =aM+2b)+c. (2.51)

Se A1 e Ao sono le radici del polinomio caratteristico, € ben noto che esso si puo fattorizzare come
segue: F(A) =a-(A—X\1)-(A—A2). Sipud pensare ad un’analoga fattorizzazione dell’operatore L.

L = a(Dy — MDy)(Dy — XaDy) .

Cio sara giustificato se accade che a(Dy—A1Dy)(Dy—XoDy)u = a(Dy—A2Dy)(Dy—A1 Dy)u, cosicché
non importa in quale ordine i due operatori lineari vengano applicati. Ma e facile verificare che i
due operatori sono permutabili e che quindi noi potremo accettare la fattorizzazione di L, quale
che sia I'ordine dei due fattori lineari. Osserviamo poi che se (D, — A1 Dy)u = 0 allora L(u) = 0; lo
stesso accade se (D; — A2Dy)u = 0. L’equazione

(D — M Dy)u = 0

ha il sistema caratteristico

dr 1
dt
dy
29—
dt !
E immediato trovare la soluzione: z = t + o, Y = —A1t + yo. Dunque 'equazione delle linee

caratteristiche ¢ y + A\jx = cost.

Analogamente, ’equazione
(Dy — AoDy)u=0

ha come famiglia delle caratteristiche y+ Aoz = cost. Se A\; # A le due famiglie sono linearmente e
quindi funzionalmente indipendenti. Supposto dunque A; # Ao, operiamo il seguente cambiamento
di variabili
f = y+ )\1.%'
(2.52)
n = y+ X

Posto u(z,y) = u(&(z,y),n(x,y)), cioé pensando u come funzione di = e y attraverso la dipendenza
di £ e n da x,y, si ottiene
ou
ox
ou
dy

= ﬂg'foran'?]m:ﬂg)\lﬁLﬂn)\g

= Ug- &y + Uy Ny = Ug + Uy
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Formalmente, per gli operatori, si ottiene

D, = )\1~D5+)\2~Dn

(2.53)
Dy = D¢+ Dy
E dunque
Dy — XDy = (A2 — M\i)Dy,
Dy — XDy = (A — A2)Dg .
Finalmente, si ottiene
L(u) == —a(Ma — \1)? D, Deu. (2.54)
Se Ay = A1 # 0, la sostituzione da fare & invece
§ = ythz
(2.55)
n =1v
Si trova allora
D, = X\ D¢
D, = D¢+ D, |,
e
L(u) := —a A} D, Dyu. (2.56)

Se Ay = X2 =0, L(u) = aD,D,, & gia in forma ridotta.

Definizione . Diremo che l'operatore differenziale L & iperbolico se b*> — ac > 0; in questo caso \;
e A9 sono due numeri reali e distinti.

L si dira ellittico se b> — ac < 0; in questo caso A e Ay sono due numeri complessi e coniugati.

L si dira parabolico se b> — ac = 0; in questo caso A\; = a.

Le rette y + A\ix = cost e y + Aox = cost si dicono le caratteristiche dell’operatore L. L’operatore
iperbolico ha due famiglie di caratteristiche reali; quello parabolico una, quello ellittico ha due
famiglie di caratteristiche complesse. L’operatore iperbolico si trasforma, nelle nuove variabili,
in —a (A2 — \1)2DeD,y), e quello parabolico in a A\fD, D,. Anche I'operatore ellittico ha la forma
dell’iperbolico, ma le nuove variabili £ e 17 sono complesse coniugate se i coefficienti dell’equazione
(2.49) sono reali. Sara allora conveniente procedere ad un’ulteriore trasformazione, ponendo & =
X+1Y en=X—1Y. Allora, operando come in precedenza, si trova facilmente Dx = D¢ + D,, e
Dy =i D¢ —iD,. Percio
DxDx + Dy Dy = 4D§D§



106 CAPITOLO 2. EQUADIFF A D.P. : UNINTRODUZIONE
Allora I'operatore ellittico, nelle nuove variabili, diviene

L(u) := —— (A — \)*(DxDx + Dy Dy )u. (2.57)

a

4
Rispetto alle nuove variabili introdotte, che ora continuerema a indicare con x e y per comodita,
'equazione di partenza L(u)+dDyu+eDyu+ fu = g(z,y) assunera nei casi considerati le seguenti
forme

Ugy + Uy + Buy +yu = f(z,y) (caso iperbolico)
Upy + Uyy + Uy + Puy +yu = f(x,y) (caso ellittico) (2.58)
Uyy + Uy + Buy + yu = f(xz,y) (caso parabolico).

Possiamo semplificare ulteriormente I’equazione cambiando opportunamente la funzione incognita.
Poniamo wu(z,y) = q(z,y) - v(x,y), dove v(x,y) sara la nuova funzione incognita e ¢(z,y) sara
determinata in modo che ’equazione assuma la forma piu semplice possibile. Tenuto conto di cio,
per ’equazione iperbolica si trova

Q- Vay + (qy + q) - va + (¢ + B9) - vy + (qoy + e + Bay +yq)v = [
Se si sceglie ¢ = e Y=5%_allora (gy + aq) =0 e (g» + Bq) = 0. Allora I'equazione diviene
vay + (v — aB)v = f(z,y)/q(z,y) .

Operando in modo analogo anche per le equazioni ellittiche e paraboliche, si trovano finalmente le
seguenti forme canoniche

Vgy + kv =
Vgz +Uyy +hkv =
Vyy + Puy +kv =

(z,y) (caso iperbolico)
(z,y) (caso ellittico) (2.59)
(z,y) (caso parabolico) .

=TT

2.10 Un esempio d’equazione parabolica: ’equazione del calore

Consideriamo la pit semplice delle equazioni paraboliche a coefficienti costanti e omogenea

ou  0%u
ot 0x?’
che si dira ’equazione del calore in una variabile spaziale. Per quest’equazione considereremo il

seguente problema “misto (cioe ai valori iniziali e al contorno). Trovare una soluzione dell’equazione
(2.60) che soddisfa inoltre le seguenti condizioni iniziali e al contorno, per (z,t) € [0,1] x [0, +o0]

(2.60)

u(z,0) = g(x),0<z <]
uw(0,t) = fi(t),t>0 (2.61)
u(l,t) = fa(t), t>0

Indicheremo con Q = {(z,t):0 < x < I,t > 0}, con Qr = {(2,t):0 <z < [,0 <t < T} e con
'y = {0} x [0,T] U [0,1] x {0} U {l} x [0,T]. Consideremo poi il problema di determinare una
soluzione di (2.60) nei punti interni di @7, con condizioni iniziali e al contorno quali sono date in
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(2.61), ma limitate ai valori 0 < ¢ < T. Supporremo inoltre che g(x), fi(t), f2(t) siano funzioni
continue e che inoltre g(0) = ( ) e g(l) = f2(0).

Dal punto di vista fisico il problema si puo interpretare come quello di determinare la distribu-
zione di temperatura all’interno di una barra omogenea di lunghezza [ data, essendo assegnata
la distribuzione di temperatura iniziale g(z) ed essendo assegnate le temperature fi(t) e fo(t) ai
due estremi della barra. E chiaro che sono state scelte opportune unita di misura per il tempo e
lo spazio, affinché i vari coefficienti che intervengono nella formulazione fisica del problema diano

luogo a un valore unitario che moltiplica il termine e Condizioni al contorno piu generali che si

possono considerare sono del tipo au(z;,t) + Baz (xi,t) = fi(t) pert >0o0per0 <t <T,i=1,2,
con r1 = 0 e xzo = [. Qui si controlla oltre alla temperatura negli estremi della barra, anche il flusso
di calore che passa ai due estremi. Si ha il seguente importante risultato

Teorema 2.10.1 (Principio di massimo (minimo)). Se (2.60) ha una soluzione nei punti interni di
Q7 che soddisfa le condizioni al contorno e iniziali (2.61) ed é continua in Qp allora tale soluzione
assume il suo valore massimo (minimo) su I'p.

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema per il massimo. La validita dell’affermazione per il
minimo si deduce da quella per il massimo passando a —u e osservando che, essendo ’equazione
(2.60) lineare, se u € una soluzione, anche —u lo &; inoltre il massimo di —u ¢ (cambiando il segno) il
minimo di w. Sia M il massimo di u(x,t) in Q@ e sia m il massimo di u(z,t) su I'r. Osserviamo che
essendo Q7 e 't chiusi e limitati in R? e quindi compatti, ed essendo per ipotesi u(z,t) continua
in Q, allora tali massimi esistono. Supponiamo, per assurdo, M > m e diciamo (xg,t) 0 < xg < [
e 0 <ty < T il punto in cui u(zg,tp) = M. Consideriamo ora la funzione ausiliaria

—-m
v(z,t) = u(x,t) + Tz(x — x0)2. (2.62)
Si valuta facilmente che lungo I'p, v(z,t) < m + @ = w < M, mentre v(zg,tg) = M.

Dunque anche v(z,t) (che ¢ continua) assume il suo valore massimo in Q7 in un certo punto
(z1,t1) ¢ I'p. Poiché nei punti che non stanno su I'y esistono la derivata seconda rispetto a = due

0% 0
volte e la derivata rispetto a ¢, in un punto di massimo avremo: 92 = <0e 8—: >0(=0set; <T).
x
Percio in (z1,t1) vale
o 0%
— ——2>0. 2.63
ot 0x2 — (2.63)

Ma il calcolo diretto, in base alla definizione (tenendo conto che u(x,t) ¢ soluzione della (2.60)) ci
da

ov v Ou Pu M-m M—m

- _ T2 - _ <0. 2.64

ot 0x2 Ot  Ox? 212 212 (2.64)
Questa contraddizione nasce dal supporre che sia M > m. Dunque deve essere M = m e quindi il
massimo della soluzione si raggiunge in I'p. Analogamente si procede per il minimo. [

Seguono i seguenti due immediati corollari
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Corollario 2.10.1 La soluzione di (2.60) e (2.61) é unica in Qr.

Dimostrazione. Se u; e us sono due soluzioni, anche la loro differenza u = uq — us € una soluzione
dell’equazione lineare (2.60) e soddisfa le condizioni (2.61) con dati nulli; cioe g(x) = f1(t) = fa(t) =
0. Dunque u vale 0 su I'7, e quindi il suo valore massimo e minimo su I'r sono 0. Ma allora dal
principio di massimo segue

0 <wuy(z,t) —ug(x,t) <O0.

Ossia uj(z,t) = ua(z,t). O

Osservazione 2.10.1 L’unicita della soluzione si puo in realta asserire per ogni t > 0. Infatti
dato un wvalore di t > O bastera assegnare un T > t e ricordare che la soluzione € unica in Qr.
Dunque uy(z,t) = ug(x,t) Vt>0eV0<z<I.

Corollario 2.10.2 La soluzione di (2.60) e (2.61) dipende in modo continuo dai dati iniziali e al
contorno.

Dimostrazione. Supponiamo che siano assegnati valori iniziali e al contorno g¢*, ff, f3 tali che
lg(x) —g*(x)| < e, per 0 <z <le|fi(t)— fft)] <e, |fa(t) — f5(t)] < e per 0 <t <T. Detta
u*(x,t) la soluzione relativa ai dati modificati *, anche u — u* & una soluzione dell’equazione (2.60),
avente come dati la differenza dei due. Per il principio di massimo (minimo) ¢ allora evidente che

|u*(z,t) — u(z,t)| < e V(x,t) € Qr.

Osservazione 2.10.2 ] principio di massimo (minimo) é vero, e si dimostra con lo stesso ragio-
namento, anche se ’equazione e quella pit generale

ou

94 _ Au, 2.65
Fr (2.65)
verificata per (x,t) punto interno di Qr = Q x [0,T] con Q C R" aperto limitato semplicemente
connesso avente frontiera 0$) sufficientemente liscia,

Ay = @ +...+ @
Ox? o2’
e con le condizioni iniziali
uw(z,0)=g(r) e, (2.66)
e al contorno
u(y,t) = f(y,t) yeo, 0<t<T. (2.67)

Qui f e g si suppongono funzioni continue.
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Definizione. Un problema ai valori iniziali e al contorno si dice ben posto secondo Hadamard se
esso ammette una e una sola soluzione dipendente in modo continuo dai dati.

Abbiamo verificato che, per il problema (2.60) con le condizioni iniziali e al contorno (2.61), la
soluzione se c¢’¢ & unica e dipende in modo continuo dai dati. Non abbiamo ancora dimostrato
I’esistenza della soluzione. Lo faremo ora con il metodo di Fourier della separazione delle variabili,
che pero e applicabile solo se le condizioni al contorno sono omogenee. Con metodi che verranno
sviluppati in seguito, questa limitazione potra essere eliminata. Tuttavia, in alcuni casi particolari,
la limitazione stessa puo essere superata in modo elementare.

Si supponga di conoscere una funzione v(x,t) che soddisfa la (2.60) e tale che inoltre v(0,t) =
fi(t) e v(l,t) = fao(t) (nulla si chiede sui valori iniziali). Allora, se u(z,t) ¢ una soluzione del
problema completo di condizioni iniziali e al contorno, w(z,t) = u(z,t) —v(z,t) soddisfa 'equazione
differenziale, condizioni al contorno omogenee: w(0,t) = w(l,t) = 0 e condizioni iniziali w(z,0) =
g(x) — v(z,0). Quindi se sappiamo trovare una soluzione del problema con condizioni al contorno

omogenee, u(z,t) = w(x,t) + v(x,t) e la soluzione del problema assegnato. In particolare, se

Ty =T
fi(t) =Ty = cost e se fa(t) = Ty = cost, v(z,t) = 2“1 24T soddisfa le condizioni al contorno

ov(x,t)

5 0e Av(x,t) =0).

e, banalmente, 1’equazione differenziale (

Teorema 2.10.2 Data l'equazione differenziale (2.60) e le condizioni iniziali e al contorno

u(z,0) = g(z),0<z<]I
uw(0,t) = 0,t>0 (2.68)
u(l,t) = 0,t>0

\

esiste una soluzione se g(x) si suppone continua con derivata prima a tratti continua (¢'(x) €
continua tranne che in un numero finito di punti, nei quali esistono finiti i limiti della derivata da
destra e da sinistra).

Dimostrazione. Cerchiamo una soluzione “a variabili separate, cioe una funzione del tipo

prodotto di una funzione della sola z e di una della sola t. Per un’equazione di questo tipo,
I’equazione differenziale si scrive

X(z) - T'(t) — X" () T(t) =0

Poiché cerchiamo una soluzione che non sia identicamente nulla, supporremo che per qualche x e
per qualche t siano X (x) # 0 e T'(t) # 0. In un intorno dei punti detti, potremo dividere i due
membri dell’equazione per X (z) - T'(t), ottenendo

()  X'(x)
)  X(z)

= 0 5
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ossia

T'(t) _ X"(x)

0 = X() =)A= cost

Infatti poiché abbiamo una funzione della sola ¢ che uguaglia una funzione della sola x, il valore
comune delle due funzioni ¢ una costante (reale). Relativamente alla funzione X (z) deve valere
I’equazione

X"(z) = AX(z) =0

con le condizioni al contorno X (0) = X(I) = 0. A seconda dei valori di A si trovano le seguenti
soluzioni.

(a) Se A > 0, si trova X(z) = A - VA 4 Be“”‘&; imponendo le condizioni al contorno, si trova
A = B =0 e dunque una soluzione identicamente nulla, che non ci interessa.

(b) Se A = 0, I’equazione differenziale ha soluzione X (z) = Az + B. Imponendo le condizioni al
contorno, si trova nuovamente A = B = 0 e dunque ancora una soluzione identicamente nulla, che
non ci interessa.

(c) Se A < 0, si trova infine X(z) = A cos(zv—A) + Bsen(zv—XA). X(0) = A =0e X(I) =

Bsen(lv/—)\) = 0; quest’ultima equazione ha soluzione con B # 0, se Iv/—\ = kmr, k € NT

(prendendo tutti i valori interi relativi di &, nulla si aggiunge alla generalita della soluzione). Dunque
2.2

troviamo soluzioni non identicamente nulle in corrispondenza ai valori A = — , che si dicono

12
gli autovalori del problema al contorno considerato per l’equazione differenziale ordinaria. Ogni
funzione del tipo

k
Xi(z) = By sen(wa) k=1,2,...
2,2

¢ soluzione dell’equazione Xj, () + kl—;er(x) =0, con X;(0) = X (1) = 0. Poiché il valore di A &

ora determinato, dobbiamo trovare una funzione di ¢ che soddisfi

k272
Ti(t) =~ ()

k272
Si trova immediatamente Tj(t) = Cre~ 2 '. In definitiva

kT k%2,

up(z,t) = Xi(z) - Ti(t) = cx SGH(T{L‘) e

Ovviamente una somma di un numero finito di tali soluzioni & ancora soluzione dell’equazione
differenziale, non piu a variabili separate, che soddisfa le condizioni d’annullamento al contorno.
Cerchiamo di capire sotto quali condizioni la somma della serie corrispondente rappresenti una
soluzione dell’equazione data, che soddisfa le condizioni al contorno; cercheremo inoltre d’imporre
che pure la condizione iniziale sia soddisfatta da questa serie. Se supponiamo che i coefficienti ¢
siano limitati (cioe che sia |cx| < M, Vk =1,2,...), la serie

oo
k2x2

k _
chsen(Tﬂx)e R

k=1
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¢ uniformemente convergente per 0 < x <l et >ty > 0, in base al criterio di Weierstrass della
k2w2 k2w2
oty —kZn%y . .

27| < Me 2 e la serie numerica avente come

. ™
convergenza totale, poiché vale |cg sen(Ta:) e
k272
. —Tto \ . . . .
termine generale Me ¢ e convergente. Le derivate a termine a termine rispetto a « due volte
e rispetto a ¢ sono serie esse pure uniformemente convergenti nello stesso dominio di valori e sono
uguali fra loro. Dunque, vista l’arbitrarieta di tg > 0, la somma della serie

o0
k272

k
u(x,t) = ch Sen(Tﬂa}) et (2.69)

k=1

fornisce una soluzione continua insieme con le sue derivate rispettoar eatin 0 <z <let > 0.
Inoltre la funzione u(x,t) ¢ continua anche sulla frontiera e vale 0 in = 0 e in z = [. Resta da
stabilire il comportamente della serie per ¢ che tende a 0. Se si pone ¢t = 0 in (2.69), e si impone
che u(z,0) = g(x), si trova

u(z,0) = g(z) = ch sen(kwa) . (2.70)
k=1

Dunque, se la funzione g(x) ¢ sviluppabile in una serie di Fourier uniformemente convergente, la
convergenza della serie (2.69) ad una funzione continua puo essere assicurata pert > 0e 0 <z <.
La funzione cosi ottenuta soddisfa ’equazione del calore nei punti interni al dominio e soddisfa le
condizioni al contorno e iniziali richieste. La condizione di sviluppabilita in una serie di Fourier
uniformemente convergente ¢ sicuramente verificata se g(z) ¢ continua con derivata prima a tratti
continua, come si e richiesto nell’enunciato del teorema. Si noti che in questo caso i coefficienti
dello sviluppo sono dati da

2 (! k
ck = l/ g(x) sen(wa) dx
0

In questo caso, i coefficienti ¢ sono limitati, poiché g(x) continua su [0,!] lo &. O

Usando, per esempio, la trasformata di Laplace, si puo dimostrare che ’equazione del calore

ou  9%*u
— = — R,t>0 2.71
at 8.1'2 b ':L' e ) > b ( )
con la condizione iniziale
u(z,0) =g(z) , (2.72)
ha la soluzione
@)= 5= [ a5 ag (2.73)
u(x,t) = e t . .
2vrt J o g

Ce ne occuperemo in un’altra parte del corso.
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2.11 Un esempio d’equazione ellittica: 1’equazione di Laplace

Considereremo un tipico problema per la seguente semplice equazione ellittica in due variabili
indipendenti a coefficienti costanti

Pu %

dove €2 & un aperto semplicemente connesso limitato, avente frontiera 9€) che € una curva di Jordan
(cioé & continua, a variazione limitata, semplice, chiusa) con la condizione al contorno

u(z,y) = f(z,y) ¥Y(zr,y) €00 . (2.75)

Qui f(z,y) € una funzione continua. Il problema che ci siamo posti si dice un problema di Dirichlet
interno. Consiste dunque nel determinare una funzione armonica nell’aperto €2, noto che sia il suo
valore f sulla frontiera 02, con f funzione continua. Nel caso specifico, di dimensione 2, possiamo
prendere un aperto con frontiera di tipo molto generale (cio¢ facendo una richiesta di regolarita
molto blanda per la frontiera stessa). In dimensione superiore, supporremo che valga Au = 0
in Qewu=fsud, essendo f continua e 02 ipersuperficie a tratti liscia. Con cio si intende
che 0f) & composta da un numero finito di parti, ognuna congruente al grafico di una funzione
Tn =g(x1,...,Tn—1), con g continua e con derivate prime continue. Se g ha anche derivate seconde
continue, si dice che 9€) ha curvatura continua a tratti. Si noti infine che per stabilire 'esistenza
della soluzione, sono in generale necessarie ulteriori condizioni di regolarita sul dato al contorno
f (per esempio che f abbia derivate continue fino all’ordine tre in Q U 0€2), condizioni che, in un
momento successivo, si possono rimuovere. L’operatore

o, o
_G:U% U o2

n

Au(xy,...,Ty) (2.76)

si dice laplaciano o operatore di Laplace. Accanto al problema di Dirichlet interno, ¢’¢ quello detto
esterno. Consiste nel trovare u(z1,...,z,) tale che Au = 0 in R™ \ Q con la condizione u = f su
0. Anche qui si suppone che € sia un aperto semplicemente connesso e limitato. Per cominciare,
supporremo che u(z,y) abbia solo due variabili indipendenti. Come per l'equazione del calore,
possiamo stabilire il seguente

Teorema 2.11.1 (Principio di massimo (minimo)). Se u(x,y) ¢ una funzione continua su Q =
QU I, che nei punti di Q soddisfa 'equazione di Laplace (2.74) e al contorno soddisfa (2.75),
allora assume il suo valore massimo su 0S). Lo stesso wvale per il minimo.

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema solo per il massimo. La dimostrazione per il minimo
segue considerando il massimo di —u, come gia si € notato per ’equazione del calore. Sia dunque M
il massimo di u(z,y) su Q e m quello su 9€2; per assurdo si supponga M > m. Dunque il massimo
di u(z,y) sara raggiunto in un punto (xg,yp) € Q. Consideriamo la seguente funzione ausiliaria

M —m

o (=20 + (=) (2.77)

v(z,y) = ulz,y) +
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dove d & il diametro di Q. Vale v(zg,y0) = u(z0,y0) = M. Inoltre su O si ha

M — M
v(z,y) <m+ 2m: —2|—m<M . (2.78)

Dunque anche v(z,y) assume il suo valore massimo in un punto interno (z1,y1) € . In quel punto
v 0%
sara 922 + 972 < 0, trattandosi di punto di massimo. D’altra parte, calcolando direttamente, in
€z Yy
(z1,91) vale
v 0%v  0*u  O%u M —m M—m
= + +2.— " =—92.— >0 . 2.79
or?2  Oy? 022 Oy? d? d? (2.79)
Abbiamo ottenuto una contraddizione. A questa contraddizione siamo giunti supponendo M > m.
Deve percio essere M = m e dunque il valore massimo di u(z,y) si raggiunge sulla frontiera. Lo
stesso vale per il minimo. [J

Osservazione 2.11.1 Nulla cambia nella dimostrazione se si considera il caso di una funzione di
n variabili indipendents.

Corollario 2.11.1 Se uq e us sono soluzioni dello stesso problema di Dirichlet interno, allora
U = ug.

Dimostrazione. Infatti, in questo caso, u(z1,...,z,) = ui(z1,...,2,) — uz(z1,...,2,) € una
soluzione di Au =0 con u = 0 su 9. Per il principio di massimo (e di minimo) si ottiene percio

0<ur(x1,... Tn) —ua(21, ..., 2n) <OV(21,...,2,) €Q (2.80)

e quindi u (21, ..., 2n) = ua(21, ..., Tn), V(21,...,2,) € Q. O
Dunque una soluzione al problema interno di Dirichlet, se esiste, ¢ unica.

Inoltre essa dipende in modo continuo dai dati al contorno.

Corollario 2.11.2 Siano f(x1,...,zn) € f*(x1,...,2,) due funzioni continue su 0S), tali che
|f(x1,...,zn) — [ (1,...,2,)| < €. Sewu eu* sono le soluzioni del problema interno di Dirichlet
con le condizioni al contorno f e f*, rispettivamente, allora

lu(zy, . ) —u (21, x0)| <e V(r1,...,2,) €Q . (2.81)

Dimostrazione. La funzione w = u — u* soddisfa ’equazione di Laplace e inoltre w|gpg = f — f*.
Dunque —¢ < wlgn < €. Per il principio di massimo (minimo) si trova finalmente

lu(z1,. .., 2n) —u (21, mp)| <& Y(x1,...,2,) €Q. O

Costruiremo ora una soluzione del problema interno di Dirichlet in dimensione 2, quando €2 sia un
cerchio di centro l'origine e raggio 1 e 92 sia la relativa circonferenza.
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Teorema 2.11.2 Sia Q = {(z,y):2% + y> < 1} e sia f(I) una funzione continua con derivate
prime continue, per 0 < ¢ < 27, con f(0) = f(2r). Allora il problema di Dirichlet

Au = 0 V(r,y) €

u(x,y) = flz,y)V(z,y) € (2.82)

ha una soluzione, continua in ).

Dimostrazione. Lungo la frontiera del cerchio unitario & z2 4+ y?> = 1 e quindi la posizione del
punto ¢ individuata dalla coordinata angolare 9 € [0, 27]. Converra esprimere 1’operatore laplaciano
usando le coordinate polari: x = pcos(d), y = psen(d). Si trova

Ou  Ou Ou  sen(?)
%—%'Cos(ﬁ)—%' P
ou  Ou ou  cos(¥)
o " op sen(d) + 79 p
e ulteriormente
u  9%u 9 Ou  sen() cos(?) 0%u  sen(V) cos(?))
sen?(¥9) Ou = sen?(V) O*u
p Op p? 02
Pu 9 Ou  sen(d) cos(1?) 0%u  sen(d) cos(V)
- _Z, _g. 22 2 PV L .
a7~ o2 () =255 P XY P P

+COS2(’19) Ou cos? (1)) 827u
p  Op p? 092

e, finalmente,

d%u @_8271 1 Ou 1 0%

Ay — =~ - 4.2y - 2.83
4T a2 + o2 0p? + p Op + p? 092 (2:83)
Cerchiamo dunque una funzione u(p, 1) che sia soluzione dell’equazione
Pu 1 Ou 1 0%
s — 4 = ——= =0, 2.84
0p2+p 3p+p2 d9* (2.84)
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con la condizione al contorno
u(l,9) = f(¥) 0<9<2m. (2.85)

Si noti che, affinché la funzione f(z,y) sia continua sul bordo, & necessario che sia f(0) = f(2m).
Cerchiamo se ci sono soluzioni a variabili separate. u(p,?) = R(p) - T'(¥). Dovranno soddisfare
I’equazione

1

R () T(0) + 5 - R(p) - T(0) + 5 - Rlp) - T"(0) =0. (2.86)

e quindi, se esistono soluzioni non identicamente nulle, dividendo per R(p) - T'(9)

Ro) o R TR T (2.87)
o R'(p) R(p) _ T'(Y)
R TP R T T00) (2.88)

Il primo membro di (2.88) & funzione solo di p, il secondo solo di . Affinché essi siano uguali
debbono assumere un valore costante, A\. Ci riduciamo percio alla soluzione delle seguenti due
equazioni

T"(0) + X-T(W) =0, T(0)=T(2n), (2.89)

P’ R'(p)+p-R(p) = A-R(p) =0. (2.90)

Ragionando sulla (2.89) come gia si ¢ fatto in precedenza nella dimostrazione del Teorema (2.9.2),
si trova una soluzione non identicamente nulla se A = n%, n € N e T,,(9) = a,, cos(nd) +b,, sen(nv).
Con questa scelta di A la (2.90) diviene

p*-R'(p)+p-R(p)—n” R(p) =0, (2.91)

che ha soluzioni del tipo p®. Si trova che i possibili valori di a sono £n, e, poiché vogliamo che la
soluzione sia definita anche per p = 0, resta solo il valore @« = n. Dunque le soluzioni a variabili
separate sono del tipo u,(p,¥) = p™(ay cos(nd) + by, sen(nv)). Ripetendo le considerazioni gia
fatte, cercheremo la soluzione in forma di una serie

u(p,¥) = % + Z p" (ay, cos(nd) + by, sen(nv)). (2.92)

n=1

Se supponiamo, come faremo, che i coefficienti a,, e b, siano limitati da una costante positiva M,
allora la serie converge in ogni punto interno al cerchio, poiché per p < p; < 1 la serie dei moduli
e maggiorata dalla serie numerica convergente

oo
2M~Zp?.
n=1
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Si vede inoltre facilmente che sono uniformemente convergenti le serie derivate a termine a termine
rispetto a p due volte e rispetto a ¥ due volte. Per I'arbitrarieta di p; < 1 la funzione u(p, ) cosi
ottenuta come somma della serie, & armonica in p < 1. Ponendo p =1 si ottiene

u(1,9) = % + Z(an cos(nd) + by, sen(nd)). (2.93)

n=1

Nelle ipotesi fatte per f(¥#), posto

1 27 1 21
ap = — flp)de,a, =~ f(p) cos(nyp) dp,
™ Jo ™ Jo
1 27
bu= | f(9) sen(ng)de, (2.94)

la serie di Fourier risulta essere maggiorata dalla serie numerica convergente
o0
a
u(t, )| < 0l + 3 (anl + ),

e dunque la (2.92) converge uniformemente per p < 1 e 0 < ¢ < 27. Vediamo come si possa
ulteriormente trasformare ’espressione di u(p, ).

u(p,¥) = @ + Z p" (ap, cos(nd) + by, sen(nd))
n 1

1

- 5/ " fp)de + = Zp {/ cos(np) cos(nd) £ (i) do

27r
+ /0 sen(n) sen(n¥) dep}

1

27 0
= 2, F{1+2)  p"cosn(p—10)}dp.

n=1

Si e potuto integrare a termine a termine per la convergenza uniforme della serie per p < 1.

Osserviamo che p" cos(na) = R(p"e™*) = R(2"), se z = pe'®. Perciod, se p < 1

1+2 an cos(na) = —1+42 an cos(na) = —1+ 2%(2 2")

n=1 n=0
1 — pcos(a) 1—p?
—142R =—-142 = .
T L +p? —2pcos(a) 1+ p?—2pcos(a)

Allora, per p < 1 si trova

2w 1—

f(p)

u(p, V) =

o ) do . (2.95)

1+ p? —2pcos(d — ¢

La formula integrale cosi ottenuta si dice la formula integrale di Poisson. Essa fornisce la soluzione
dell’equazione di Laplace per p < 1. Si puo verificare che il limite al quale tende 'integrale e proprio
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f(9) se (p, ) — (1,9) da punti interni al cerchio unitario. Piu in generale, per un cerchio di raggio
r vale la formula

1 2

9) = —

r2 — p?

] dp . (2.96)

La rappresentazione integrale della soluzione permette di riconoscere che le condizioni da imporre
alla funzione al contorno f(¥#), possono essere attenuate. Infatti 'integrale puo essere derivato sotto
il segno e puo essere calcolato il limite per (p, ) — (1,19), che & ancora f(9), nella sola ipotesi di
continuita di f.

In R3 si puo stabilire la seguente formula di Poisson che fornisce la soluzione del problema di
Dirichlet Au = 0 in Q = {(z,y, 2): 2% + 3* + 22 < 72}, con la condizione al contorno u(r, ¥, p) =
f(¥,¢), con f continua.

r 27 pm 7“2 _ p2
u(p, 9, p) = 4/ / f(t,s) T 5 sentdtds (2.97)
m™Jo Jo (r2 4+ p? — 2rpcos~y)?

dove v & I'angolo compreso tra i vettori aventi origine in (0, 0, 0) e vertici (p seng cos ¢, p seng sentd, p cos ),
con0<p<me0<v¥<2me (rsenscost,rsenssent,rcoss),con 0 <s<mel<t<2m.

Dalla formula di Poisson si deduce immediatamente il seguente

Teorema 2.11.3 (Teorema della media.) Una funzione armonica in un cerchio C e continua
sulla sua chiusura C, assume nel centro di C un wvalore che é la media integrale dei valori sulla
circonferenza di C.

Dimostrazione. Basta porre p = 0 nella formula (2.96) (o rispettivamente (2.97) ), per ottenere

1 27 1 2
w0.0) = 3= [ foordp = 5o [T utrprae (299)

o, rispettivamente

1 2r pm
u(0,9, @) = 47?/0 /0 f(rsenscost,rsenssent,rcoss) sentdtds.]

Nel caso di funzioni di due variabili indipendenti, si puo utilizzare la teoria delle funzioni olomorfe e,
in particolare, il Teorema di Riemann, per tradurre 'esistenza di una funzione armonica all’interno
di un cerchio di raggio unitario e centro nell’origine con assegnato valore continuo al bordo, nell’e-
sistenza di una funzione armonica all’interno di una curva di Jordan, con assegnato valore continuo
sulla curva stessa.

Oltre al problema interno di Dirichlet di cui ci siamo occupati, si possono considerare per I’equazione
di Laplace il problema esterno di Dirichlet, e i problemi interno ed esterno di Neumann.
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Dato un aperto semplicemente connesso e limitato {2 C R", il problema esterno di Dirichlet consiste
nel trovare una soluzione dell’equazione

Au=0Vz e R"\Q |, (2.99)
tale che

u(z) = f(z) Vo € 0Q (2.100)
essendo f un’assegnata funzione continua.

I problemi interno ed esterno di Neumann si enunciano come segue: “Dato un aperto semplicemente
connesso e limitato 2 C R”, trovare una funzione armonica in © (in R™\ ), tale che la sua derivata

fatta rispetto alla normale esterna (per esempio) sia un’assegnata funzione continua sul bordo; cioe
ou .

— =g in 09 .

on

Nel problema di Neumann, la derivata normale non puo essere assegnata in modo arbitrario,
e la soluzione del problema & determinata a meno di una costante. Lo verificheremo nel caso
bidimensionale

Teorema 2.11.4 Sia u(x,y) una soluzione del problema di Neumann (interno)

Au=0V(zr,y) €Q , (2.101)
con la condizione al contorno

ou

— =gV o . 2.102

5, = 9 V(@) € ( )
Allora si ha

/ g(s)ds=0 . (2.103)
+09)

Dimostrazione. Infatti si ha
u ou ou ou
O—// dfndy—/ —dy — — dx / ds .0
100002 % T 3y )= [ g Bn,

Teorema 2.11.5 Se uy e ug sono due soluzioni del problema di Neumann (2.101), (2.102), esse
differiscono per una costante.

Dimostrazione. Posto u(z,y) = ui(z,y) — uz(z,y), abbiamo

//(a%)dd—/ Ou // 2 drd
Qu8x2 ey = +8Qu8$ v ey
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2

Un’espressione analoga vale per u— 092 e quindi
2 2
0—/ 8 8 )dxdy—/ ds—// )Q)dacdy
+0Q " one
Poiché Ou = 0, resta
one

// 8“2 ))d:cdy—() ,
ou 5

0
e quindi (—u)2 + (8—y) = 0. Dunque u(z,y) = ui(x,y) — ua(x,y) = costante. O

ox

Una funzione u(z,y) si dice coniugata di una funzione v(x,y) se sono soddisfatte le condizioni

ou _ o
or Oy
o _ o
oy Oz

Teorema 2.11.6 Il problema di Neumann (2.101), (2.102), si riduce a un problema di Dirichlet
per una funzione coniugata.

Dimostrazione. Si voglia trovare una funzione u(z,y) tale che

Au = 0V(z,y) €
ou

= Q.
o gv¥(z,y) €0

Poniamo f(s) = sé;) g(t)dt. Sia v(z,y) tale che
Av = 0VY(z,y) € Q

v = f¥Y(x,y) €0N.
Se u(z,y) € una funzione coniugata di v(x,y) allora & pure Au =0, in Q e su 992

ou dy dx dy dv dv df

o, gy T Wgs T s T T ds  ds

=g(s) . O

Infine notiamo che il problema di Cauchy e mal posto per le equazioni ellittiche. Sia data ’equazione

Pu

_ 2
W'f‘ain—O (x,y)E]R ,
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sen(ny)

con le condizioni iniziali in z = 0, u(0,y) = 0, u,(0,y) = > con n, k interi > 0. Si trova
n

facilmente la soluzione

u(z,y) = ——gsen(ny)senh(nz)
n

Ora |u,(0,y)] <1/ n*, e quindi si pud rendere piccola a piacere, pur di prendere n opportunamente
grande. La soluzione invece, anche se x € piccolo quanto si vuole, purché non nullo, puo assumere
valori grandi a piacere, se n & sufficientemente grande. Dunque un’oscillazione comunque piccola
nei dati iniziali viene amplificata senza limite nella soluzione.

2.12 Un esempio d’equazione iperbolica: I’equazione delle onde

La modellizazione di molti fenomeni di tipo diverso (propagazione di onde elastiche nei solidi, di
onde sonore nei fluidi, di onde elettromagnetiche) conduce alla considerazione di un’equazione di
tipo iperbolico, detta equazione delle onde, accompagnata da opportune condizioni iniziali e al
contorno. In particolare noi considereremo il seguente problema detto “della corda vibrante, che,
sotto opportune condizioni di linearizzazione, permette di descrivere il moto di una corda tesa tra
due punti fissi e soggetta a opportune condizioni iniziali di forma e di “pizzicamento. Consideremo
dunque il seguente problema: trovare la funzione u(x,t) tale che

Pu  ,0%

accompagnata dalle condizioni iniziali
u(z,0) = f(zr) 0<az<l,
%(x D~ g vese (2.105)
8t I - g — — I
e dalle condizioni al contorno
u(0,t) = 0 t>0,
(2.106)

u(l,t) = 0 t>0,

In generale, supporremo che F(x, t) sia funzione continua delle sue variabili; supporremo che f(x) sia
funzione di classe C? e g(z) sia funzione di classe C!. Cominceremo a trattare il caso dell’equazione
(2.104) omogenea, cioe con F(z,t) identicamente nulla. Dunque cerchiamo una funzione che sia
soluzione di

92 92
8—;;—&6—9;":0 O<z<l,t>0), (2.107)

accompagnata dalle condizioni iniziali e al contorno (2.105) e (2.106).

E noto che, operando il cambiamento di variabili

& = x+ct

n = x—ct,
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si trova
0%u 0%u 0%u  O%u
oz 0& o&dn  On
Pu _ o0 o
o2 €2 ocon  on?’
Percio la (2.107) diviene
0%u
—4c2 = . 2.1
685817 0, £€>0,n<1 (2.108)

Dunque 'equazione ¢ soddisfatta da

w(§n) = o) +¢(n) £€>0,n<l,
con ¢ e ¢ funzioni di classe C2. Tornando alle variabili originali, si trova
u(z,t) =¢p(x+ct) +(x—ct) 0<x<l,t>0. (2.109)

¢(x+ct) € un’onda che viaggia nella direzione dell’asse x negativo (con velocita —c) senza cambiare
forma, mentre ¢ (z — ct) & un’onda che viaggia con velocita ¢ nella direzione positiva dell’asse .

Imponendo che siano soddisfatte le condizioni iniziali si trova

d(z)+(x) = flz) 0<xz<I
(2.110)
c-¢(x)—cY(z) = gla) 0<a<l.

Derivando la prima equazione e moltiplicandola per ¢, si trova agevolmente
2-¢(z) = ¢ fi@)+gle) 0<z<l
2c-'(x) = c-fl(z)—g(x) 0<z<I.
Di qui, integrando su [0,&] e su [0, n] rispettivamente si ottiene infine
o0 = 31O+ [ads e, 0<est, @11

v = 3 [Ca)ds e Ka 0<n<t, 2.112)

Ricordando la prima delle condizioni (2.110), si vede che deve essere K1 + Ko = 0, e quindi si
ottiene

(1) = %[ Flo+ct) + flo —et) + — / Y os) ds (2.113)

2¢ —ct

Questa & la formula stabilita da D’Alembert nel 1747, formula che per ora ha validita solo per
0 <z+ct <I,0 < xz—ct <1 Dunque questa formula risolve il problema per la regione
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x
triangolare del piano x,t, delimitata da t > 0, t < —, t < , regione nella quale le condizioni

c
al contorno ancora non entrano in gioco e contano solo le condizioni iniziali. Naturalmente (2.113)
¢ una soluzione “classica di (2.107) solo se f € C?(0,1) e g € C*(0,1). Cerchiamo ora d’imporre le
condizioni al contorno in x =0 e x = {. Si trova

d(ct) +p(—ct) =0, t>0 (2.114)
d(l+ct)+y(l—ct)=0, t>0 (2.115)

Se nella (2.114) poniamo ( = —ct, si trova
V() =—o(=¢), —1<(<0, (2.116)

che permette di definire i valori di 9({) sull’intervallo —I < ¢ <. Infatti inizialmente 1 & nota per
valori del suo argomento nell’intervallo [0,[]. La (2.116) permette di estendere la sua definizione
anche a [—[,0]. Posto poi ( =1+ ct nella (2.115), si trova

P(Q) =—vQ2l—¢), 1<¢<3l. (2.117)

Infatti quando [ < ¢ < 3l, si ha =1 < 2] — ¢ < [. ¢ era definita inizialmente su [0,!]; ora viene
estesa all’intervallo [0, 3!]. Riapplicando la (2.116) si ottiene dunque l'estensione di ¢ sull’'intervallo
[—3l,1], e poi, riapplicando la (2.117), si ottiene l'estensione di ¢ all’intervallo [0, 5], e cosi via. ..

Riapplicando successivamente le condizioni al contorno, ¢ risultera definita per ogni & > 0 e v per
ogni 1 < . Dunque otterremo in questo modo la soluzione del problema u(z, t) = ¢(z+ct)+1(x—ct)
per ogni 0 < x <[ e ognit > 0. C& un altro modo, forse pit conveniente, di tenere conto delle
condizioni al contorno. Se scriviamo esplicitamente la (2.116) otteniamo

1 1 [
0O =350 - 5. [ ewds—K, -1 <o. (2118)
2 2c 0
Se estendiamo la definizione di f(x) all’intervallo — < z < 0, ponendo f(z) = —f(—=x), per

—l < z < 0 e lo stesso facciamo per g(x), allora si vede che la (2.118) si riduce alla (2.112).
Dunque estendendo per disparita intorno allo 0 sia la f(x) che la g(x), si vede che la formula
inizialmente valida solo per il valore dell’argomento in [0,!] ora vale nell’intervallo pitt ampio in
[—1,l]. Estendendo poi per disparita sia f che ¢ intorno a [, definendo f(z) = —f(2l — z) e
g(x) = —g(2l — x) per | <z < 3l e poi intorno a —I, 31, e cosi via, si trovano due funzioni che sono
periodiche di periodo 2[, definite su tutta la retta reale. Avendo operato quest’estensione di f e g,
la formula di D’Alembert

x+ct
w(z, t) = %[f(:n Let) + flo—ct) + / g(s) ds (2.119)

2c

risulta essere valida per ogni 0 < x < e per ogni t > 0.

Naturalmente, affinché la soluzione sia di classe C2, dovremo fare ipotesi sui valori di f e g e delle
loro derivate nei punti estremi del campo. Precisamente, per assicurare la continuita di f e di g
dovremo supporre che sia f(0) = f(I) = g(0) = g(I) = 0; che esistano finiti f (0) = lim+ J@)
z—0 X
e f1.(1),9,.(0),g"(1); che esistano e siano nulle fY(0) e f”(l). Imposte le condizioni in 0 e in I,
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automaticamente saranno verificate in tutti i punti del tipo k-I, con k € Z. In questo modo si trovano
f €C*R)eg e CYR). Se f e gnon forniscono una soluzione classica, non appartenendo alla
classe funzionale opportuna, tuttavia la soluzione (2.119) potra essere interpretata come soluzione
“generalizzata, anche nel senso delle distribuzioni, come si vedra in altra parte del corso.

- T - l-Z
Supponiamo che sia 0 < T <l et < —, t < ——. Allora la soluzione dipende solo dai dati iniziali
c c

del segmento T —ct < x < T+ ct. Cambiando i valori di f e g al di fuori di questo segmento il valore
u(T,t) non cambia. Il segmento ritagliato sull’asse x dalle rette di pendenza 1/c e —1/¢, passanti
per (Z,t), cioe il segmento [T — ct, T + ct], si dice il dominio di dipendenza del punto (Z,t). Le rette
xr — ct = costante e x + ct = costante sono le linee caratteristiche dell’equazione delle onde.

(x.t)

v
X

0 X-Ct  Dominio di dipendenza X+Ct |

Figura 2.1: Dominio di dipendenza.

Le informazioni contenute nella funzione f si trasmettono con velocita ¢ e —c lungo le linee caratte-
ristiche uscenti da un punto T dell’asse x; quelle relative alla funzione g si trasmettono con velocita
|v] < ¢. Da un punto T dell’asse = escono le due linee caratteristiche x — ct = T e z 4+ ¢t = 7.
Il cono da esse individuato si dice il campo d’influenza del punto Z. Se T e t non soddisfano le
restrizioni sopra ricordate, si potra individuare il dominio di dipendenza di (Z,t), o pensando f e g
estese a tutta la retta reale secondo il procedimento sopra illustrato, o seguendo le riflessioni delle
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caratteristiche lungo le linee x =0 e z = [.

Campo d’influenza

x+ct = a x-ct=Db

v
X

Figura 2.2: Campo d’influenza dell’intervallo [a, b].

Per chiarire il significato della formula di D’Alembert, &€ opportuno considerare il caso particolare
in cui f(z) ¢ non nulla solo in un intorno del punto z’ e g(z) & nulla, come & mostrato nella
Figura 2.3. Allora I'onda iniziale si suddivide in due onde di ampiezza meta che si propagano una
lungo la direzione positiva dell’asse x con velocita ¢ e ’altra lungo la direzione negativa dell’asse
x e quindi con velocita —c. La situazione a un tempo t > 0, tempo nel quale i due segnali si
sono sufficientemente allontanati fra loro e non hanno ancora raggiunto gli estremi della corda, e
mostrata nella Figura 2.4. Il segnale ¢ non nullo, solo in un intorno dei punti z tali che z +ct ~ 2/,
cio¢ in un intorno dei punti 7 ~ 2’ + ¢t e x9 ~ 2’ — ct. Successivamente i due segnali vengono
riflessi agli estremi della corda, invertono il senso di marcia e interferiscono fra loro.
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t=0

Figura 2.3: Corda: forma iniziale.

2.12.1 L’equazione completa

Si voglia ora risolvere ’equazione completa, con ’associato problema ai valori iniziali, ma senza
tenere conto delle condizioni al contorno. Cioe si consideri il caso di una corda di lunghezza infinita.

O a0t

ﬁ_cﬁxQZF(x’t)’ reR,t>0, (2.120)
u(z,0) = f(x) xze€R,
(2.121)
0
ai:(x,O) = g(z) z€R.
Con il cambiamento di variabili piu volte ricordato
& = x+ct

n = x—ct,
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A u
t>0
«— —_
i i i > X
0 x’-ct x'+ct L
Figura 2.4: Corda: forma al tempo t.
I’equazione differenziale diviene

FPu £+ -1 1 &+n €1
=—— F(—— . 2.122
85877(2’20) 402(2’20) ( )

Integrando rispetto alla prima variabile tra gli estremi d’integrazione 1 e &, si trova

£ 0% s+n s—n 1 § s+n s—n
ds = ——— F d

y 0s0n 2’20)8 402/,7 (2 ’26)8’
cioe

Ou,s+mn s—1n, =¢ 1 /€ s+m s—mn

— =—— F d

8n( 2 ? 26 )‘s:n 402 - ( 2 I 2C ) 87
ossia
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Ma

ou 10u 1 ou
877(77,0) = 5%(77,0) - %g(ﬁao)

Integrando ancora una volta rispetto alla seconda variabile (), si trova

SOu 42z £E—2 £ 10u 1 ou
5y = [ G0 - G0

n

Tenendo conto che

£ Ou
/77233(270):u(f,0)_u(77a0),

che s =T + c¢t, 2 =T — ct che il dominio d’integrazione ¢ dato dan <Z —ct < T+ ct

t
N+cet<T<E—cte0<t< Ql(f—n)echedeﬂj(i i)\:Qc, si trova

C

1 § 18 s+zs—2z 1 [5E et -
— F ds)dz = — dt F(z,t)dz
s [ RO = g [T [P,

0 +ct
e, quindi
_ )
w5 = Je 0 +un0) + 5 [ im0

Finalmente, tenendo conto dei valori iniziali, si trova

x+ct
M@ﬂziﬁ@+cﬂ+ﬂx—wﬂ+;@/ o(7) dF

1 t pzte(t-i) B
S cM/ F(z,7) d7).
2¢ Jo x—c(t—t)

2.12.2 Unicita della soluzione

<

127

&, cioe

(2.123)

Consideriamo il seguente problema completo per la corda vibrante, con assegnati movimenti negli

estremi O e {:

2 2
g;—cQgst:F(:z,t), O<ax<l,t>0,

(2.124)
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con le condizioni iniziali

u(z,0) = f(z) 0<z<I,
881;(33,0) = g(z) 0<z<I.

e con le condizioni al contorno
u(0,t) = fi(t) t>0,

u(l,t) = folt) t>0.

(2.125)

(2.126)

Se wuj(x,t) e ug(x,t) sono soluzioni del precedente problema, allora u(x,t) = uy(z,t) — ua(z,t) €
soluzione dell’equazione (2.124) con le condizioni (2.125) e (2.126) omogenee, cioe con F' = f =

g=f1i = fo=0. Ora se

0? 02
8—;—(:28—;:0, O<z<l,t>0,

- ou
moltiplicando per TR si trova

0.1 0u., ou 0 ou Ou
sl G TGN -5 g g =

Integrando tra 0 e T'in t e tra 0 e [ in x, si ottiene
0

/{ (0,T) +¢ (02 (, T)} do =

5 [ (G0 0+ @ e otar =0

(z, c(5,) (@ x=0,

u
—(2,0) = 0. Percio, per ogni T' > 0 si trova

0
poiché —u(fn 0) =0 e u(z,0) =0 e quindi o

ot

/{ (@, T) + 2 (gZ) (2, T)}dz =0,

0 0
il che implica, se u € C?, che 8—1;(30,15) =0, 8—u(az,t) = 0 per ogni 0 < x < [ e per ogni t > 0.
x

Ma allora u(z,t) = costante nello stesso dominio. Poiché supponiamo che u(z,t) sia continua sulla
chiusura del precedente dominio, essa € costante anche per 0 < x < [ e t > 0. Allora assume
il valore che ha sulla frontiera di questo dominio, in particolare per t = 0 e 0 < z < [; dunque,
essendo u(z,0) =0, ¢ u(x,t) =0 per 0 <z <let>0. Dunque u;(z,t) = us(x,t) per 0 <z <le
t > 0. Il metodo qui utilizzato per dimostrare 'unicita della soluzione e detto dell’energia. Infatti

1.0 0
la quantita 5{(8—1;)2(50, t) + ¢ (—u)z(x, t)} € associata all’energia trasportata dall’onda.

Ox
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2.13 Equazioni dell’idrodinamica

Supponiamo che sia dato un liquido (o piu in generale un fluido) del quale si vuole conoscere in
ogni istante (t > tg) e in ogni punto x di un aperto 2 C R3 la densitd, la velocita, la pressione.
Le equazioni piu generali atte a descrivere lo stato di moto del liquido sono le equazioni di Navier-
Stokes. E precisamente:

L’equazione di continuita

Dp
+ oV -u= 2.12
Dt PV 0, (2.127)

L’equazione di conservazione della quantita di moto

Du
— =-V.T 2.12
P Dy V-T+pf, (2.128)

L’equazione di conservazione dell’energia

D Lo

Qui
Dh  0h oh o oh
m_&s+“'Vh_m+k21“k’m’ (2.130)

¢ loperatore di derivazione euleriana della quantita h(x1, 2, x3,t);

p(x1, e, x3,t) & la densita del liquido; u(xy, z2,x3,t) € il vettore velocita di componenti uy, ug, us;
T ¢ il tensore degli sforzi di componenti

Tk (1, 22, 23, t); f(21, 22, 23,t) & 'accelerazione che agisce sul fluido (forza per unita di massa); e e
I’energia interna per unita di massa, w = T'u di componenti wy = Z?Zl Tyju; ¢ il vettore potenza;
q ¢ il vettore flusso di calore; r ¢ ’apporto energetico volumetrico.

L’equazione dell’energia (2.129) potra essere trascurata se non teniamo in considerazione fenomeni
energetici, cosa che sara lecita nei piu semplici problemi d’idrodinamica che affronteremo.

Nel caso di un fluido viscoso il tensore degli sforzi si potra scrivere

6ui 4 8u])
al‘j 8951 ’

2 .
Tij = poij + gpdj - divu — 1 (2.131)
dove p e la pressione e u rappresenta il coefficiente di viscosita del fluido, supposto isotropo.

Allora I’equazione di conservazione della quantita di moto si scrive

D 1
pﬁ =pf —gradp + el grad (divu) + pAu. (2.132)
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A quest’equazione andra in generale aggiunta un’equazione di stato o complementare, che descrive
la natura del fluido e che lega fra loro pressione e densita, se si possono trascurare gli effetti termici.

F(p,p)=0. (2.133)

Puo essere utile tenere presente che 'operatore di derivazione euleriana si scrive anche come segue

3
Dt ot +;“kaxk -
ou; n 23: (8ui 8uk) n 23: Ouy, (2.134)
= u — u .
ot k Oz, Ox; kf)xi ’
k=1 k=1
e quindi
Du ou 1
— = = v V(zu?) =
Dt gt Tux (Vxu)+ViGu)
0 1
= & ux (rot u) 4 grad (zu?), (2.135)
ot 2
dove x rappresenta il prodotto vettoriale e (Vx)u rappresenta il rotore del campo vettoriale u le
. L Oup  Ou; . . T, . .
cui componenti ¢-esime sono T e per i, 7,k = 1,2, 3, prese in ordine ciclico; I'uguaglianza si
€ Ll

riconosce facilmente con semplici calcoli formali. Si scrive u? per indicare il quadrato del modulo
della velocita, ossia il prodotto scalare del vettore u per sé stesso. u? := u - u = (u,u).

Nel caso di un fluido come 'acqua, ’equazione (2.133) sara ridotta a p = costante, cioé penseremo
all’acqua come a un fluido incompribile. Questa & una buona approssimazione per molti casi che
interessano I'ingegneria navale. Nel caso dei gas a temperatura costante (e sufficientemente elevata)
avremo p = K - p (k costante opportuna), mentre in condizioni adiabatiche sara p = kp?, con k e 7y
costanti opportune.

2.13.1 Fluidi perfetti. Alcuni casi speciali

Considereremo il caso nel quale la viscosita sia trascurabile. Valori tipici del coefficiente di viscosita
sono p = 0,001308 kg m~! sec™! per l'acqua a 10°C e pu = 0,0000176 kg m~! sec™! per I'aria a
0°C. In questo caso il tensore degli sforzi si riduce alla pressione; T;j = poij.

Allora le equazioni da considerare saranno le equazioni di continuita, di conservazione della quantita
di moto (scritta in forma semplificata) e quella di stato del fluido

D
F’:—i-pdivu =0
D
pﬁ = pf —gradp

F(p.p) = 0. (2.136)
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Supponiamo ora che il fluido perfetto sia in moto stazionario, cosicché tutte le grandezze in gioco

siano indipendenti dal tempo. Allora le precedenti equazioni (2.136) si semplificano essendo 6—1: =0,

dp . o . : o .
— = 0. Se supponiamo che la forza per unita di massa sia conservativa, esistera un potenziale U

ot
d 1

tale che f = grad U. Introduciamo inoltre una funzione P = / —p, in modo che grad P = —grad p.
p p

Allora I'’equazione del momento diviene
1
u x (rotu) + grad (iuz) =grad (U —P). (2.137)

Se consideriamo una linea di flusso della velocita, che nel caso stazionario diviene una linea di
corrente, ossia se proiettiamo quest’equazione vettoriale sul vettore u, otteniamo

1
grad (§u2 —U+P)-u=0. (2.138)
Cioe, lungo una linea di corrente, la quantita
1
5uZ—U+7D:C. (2.139)

Quest’equazione esprime il Teorema di Daniel Bernoulli: Nel moto stazionario di un fluido perfetto
é costante lungo ogni linea di corrente la somma dell’energia cinetica, dell’energia per unita di
massa U e dell’entalpia P. Nel caso di un fluido incomprimibile, nel quale U = —gz ¢ il potenziale
gravitazionale, si puo riscrivere la precedente equazione come segue
p v
2+ —+—=C. (2.140)
rg 29

Il vettore w = rot u, associato in ogni punto al campo di velocita u di un fluido, si dice la vorticita
del fluido. Se u = w x r dove w = (w1, ws,w3)’ & un vettore costante e r = (1,29, 23)7, allora
WX T = (W3 — W32, W3T] — W1T3, w1 T2 —wex1)l e quindi w = V x (w x ) = 2w. Dunque il rotore
del campo di velocita e il doppio della velocita angolare associata all’atto di moto locale. Se il
dominio sul quale & assegnato il campo di velocita € semplicemente connesso, qualora il campo sia
irrotazionale, cioe sia rotu = 0, allora esiste un potenziale di velocita p, tale cioé che u = grad ¢.
Per moti irrotazionali I’equazione del momento diviene dunque

0 1
grad (—SD + —u?) = f — grad (P). (2.141)
ot 2
Percio deve esistere un campo potenziale U relativo a f e si ha che
Jdp 1,
—+-u"-U+7P, 2.142
5 T3t + ( )
non cambia da punto a punto. Se poi il moto e stazionario la quantita
1
5u?—U+P, (2.143)

€ una costante in tutto il dominio del moto ed & costante nel tempo. Dunque la quantita che per il
teorema di Bernoulli & costante lungo ogni linea di corrente, nel caso di campo di moto irrotazionale,
& costante ovunque.
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Nel caso in cui il fluido sia incomprimibile, I’equazione di continuita (2.127) diviene divu = 0.
Tenuto conto che u = grad ¢ si trova ’equazione

Ap=0 inQCR3. (2.144)

Qui ¢ il dominio dello spazio nel quale si ricerca il campo di velocita u. In generale un fluido

0
non passa attraverso il bordo di €2 e quindi e assegnata la derivata normale del potenziale a—w = Up
n

essendo n la normale a 9 nel punto considerato. Dunque il problema associato a (2.144) & un
problema di Neumann che permette di determinare il potenziale ¢ a meno di una costante arbitraria
(peraltro inessenziale ai fini della determinazione della velocita).

2.13.2 Azioni dinamiche

Se un corpo avente superficie ¥ € immerso in un fluido, questo esercita forze sul corpo stesso che
in ogni punto sono del tipo T'(n) dX su ogni elemento d ¥ della superficie avente vettore normale
interna n. Se a parita di altre condizioni il corpo fosse in quiete su di esso si eserciterebbe la forza
po 1 su ogni elemento di superficie, essendo pg la pressione statica. Le azioni dinamiche sono dunque
rappresentate dalle forze (T'(n) — pon)dX. Se il corpo considerato e rigido, l'effetto delle azioni
dinamiche e descritto dalla risultante R delle forze e dal loro momento M rispetto ad un assegnato
polo.

R= /(T(n) — pon) d¥, M = / r X (T'(n) — pon) dX. (2.145)
b b
Qui r e il raggio vettore che congiunge il punto generico con ’assegnato polo.

Nel caso di un fluido perfetto incomprimibile in moto irrotazionale, sotto I'azione di forze di massa
conservative si ha per l’equazione (2.142)

0 1
8—;0 + §u2 -U+ g = costante, (2.146)
In condizioni statiche si puo valutare la costante
U+ 2= costante , (2.147)
p
e quindi
9p 1,
—po=—p(— + = . 2.148
p—po=—pl5 +5u) (2.148)

Dunque per la prima delle (2.145), si ha

Oy 15
R=— / o udndy,
p E(Ot %)

e, nel caso di moto stazionario,

R= —p/E(;uZ)ndz. (2.149)
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Nel caso di un moto piano si puo trarre vantaggio dalla notazione complessa. I punti del piano
siano inividuati dal numero complesso z = x + iy e sia W = u, — iu, la velocita complessa. 1l
dy dzx

versore normale interna & n = (=52, %) e nds = (—dy,dz)T; w2 =W - W = w2 + u.

Percio la risultante (2.149) si puo scrivere con notazione complessa

Ry +iR, = —g / (WW)(da — idy). (2.150)
S
Si noti che S & la linea piana che delimita nel piano complesso il corpo, prima delimitato dalla
superficie . Si noti anche che W (dx — idy) = Wdz = (uy + iuy)(dz — idy) = (uz — iuy)(dz +
idy) = Wdz. Cid segue dal fatto che Wdz = (uydx + uydy) + i(uydz — uzdy), mentre Wdz =
(uz — tuy)(dx +idy) = (ugdx + uydy) — i(uydr — uydy). Poiché la linea S € una linea di corrente u
e (dz,dy)T sono paralleli e quindi (uydz — u,dy) = 0.

In definitiva si ottiene si trova ’equazione, detta di Blasius:

Ry, +iR, = —g / W2dz . (2.151)
S

2.13.3 Paradosso di D’Alembert

Stabiliremo il cosiddetto Paradosso di D’Alembert in un caso particolare. Supponiamo di essere
nel caso bidimensionale e che un corpo sia immerso in una corrente che a grande distanza dal
corpo di profilo S abbia valore c¢. Potremo pensare che il potenziale di velocita sia allora del tipo

a1 a
F(z) =cz+ap+ R —; +.... Cioe si suppone che F'(z) differisca da c-z per una funzione regolare
z oz
dF a1 2a 2aqic  4dase  a?
all'infinito. Dunque W (z) = — =c— —; - —32 —... e quindi W?(2) = ¢* — —; - 7; + 71
z z z

Poiché manca il termine in 1/z il residuo della funzione ¢ nullo e quindi il valore della resistenza
dato dalla formula di Blasius (2.151) ¢ nullo: R = 0. In realta si puo dimostrare che la validita
del paradosso di D’Alembert rimane inalterata anche rinunciando all’incomprimibilita del fluido e
all’irrotazionalita del moto che puo subire anche I'influenza della viscosita. In presenza di regolarita
del moto e della condizione asintotica la viscosita non permette di eliminare il paradosso; bisogna
rinunciare ad almeno una delle ipotesi suddette: regolarita e comportamento asintotico. Poiché
sperimentalmente ¢ sempre R # 0, una delle due ipotesi deve essere rinnegata se si vuole che lo
schema matematico si adatti alla realta.

2.13.4 Teorema di Kutta-Joukowski

Supporremo dunque che la velocita complessa W = u, —iu, sia una funzione regolare, cio¢ olomorfa,
al di fuori del dominio delimitato da S. Inoltre supporremo che asintoticamente la velocita sia
parallela all’asse z, con valore ¢; cioe lim,_,o, W (z) = ¢. Dunque, in base a queste ipotesi avremo

b b
= —+ 5 +.... 2.152
W) =c+ 2+ 3+ (2.152)
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11 potenziale complesso ¢ dato dunque (a meno di una costante inessenziale) F'(z) = cz + bjlogz —

b
LCANI Dunque si ha
z

2cb; b2 +2ch
2+01+1 C2+‘

W2(z) = .. 2.153
() =+ =24 , (2.153)
Allora dalla formula di Blasius si ottiene

R, + iR, = —2mipcb; (2.154)

contraddicendo cosi il paradosso di D’Alembert. Una situazione di questo tipo nasce quando si
compone una corrente traslatoria di velocita asintotica ¢ che investe un profilo circolare di raggio
a, con una corrente circolatoria dovuta ad un vortice virtuale d’intensita I posto nel centro del
profilo, che da luogo ad una circolazione I della velocita intorno al profilo. In questo caso si trova
I ca?
WiE)=c+ —— — — 2.155

(2) omiz 22’ ( )
e quindi

R, + iR, = —pcl
Quest’ultima equazione afferma che

R, =0, R, = —pcl . (2.156)

Cioe il risultante delle azioni dinamiche é un’azione deviatrice, perpendicolare alla direzione asin-
totica della corrente, nel verso ottenuto rotando questa di un angolo retto nel senso opposto alla
circolazione, e in modulo uguale al prodotto della densita del fluido per i moduli della velocita
asintotica e della circolazione. Questo ¢ ’enunciato del Teorema di Kutta - Joukowski.

La formula trovata, pur non dando conto della resistenza all’avanzamento del profilo S, rende conto
dell’azione deviatrice in direzione perpendicolare a quella d’avanzamento; questa ¢ la portanza del
profilo S. 1II calcolo ¢ stato fatto per un profilo circolare; sappiamo che un teorema di Riemann
(1.14.1) ci permette di valutare il campo all’esterno di un profilo di grande generalita, noto che sia
quello all’esterno di un cilindro.

2.13.5 Effetto della viscosita sulla resistenza al moto.

Le equazioni dei fluidi viscosi sono difficili da integrare. Si possono semplificare notevolmente se
3

il termine Zuka—l nell’equazione (2.134) puod essere trascurato rispetto agli altri termini. Si
T

k=1
ottiene allora un’equazione lineare nelle derivate seconde della velocita. La semplificazione ¢ lecita

nei moti detti “lenti. Se inoltre supponiamo che il liquido sia in moto stazionario I’equazione (2.132)
e ’equazione della conservazione della massa si semplificano notevolmente e assumono la seguente
forma

pf —gradp+ pAu=0,divu =0. (2.157)
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In quest’equazione si mantengono i termini dipendenti dalla viscosita, mentre si sopprimono i
termini non lineari relativi alle forze d’inerzia. Cio e giustificato quando il numero di Reynolds

p-a-c. . . N PR . . .. R s
(Re = ——) & piccolo; qui p ¢ la densita, a € una dimensione tipica del corpo, ¢ & una velocita

tipica del fluido nel caso in oggetto.

Una soluzione notevole, dovuta a Stokes, delle equazioni dette si ottiene nel caso f = 0 che si
riferisce ad una corrente traslatoria di velocita asintotica ¢ parallela all’asse x, che investe una sfera
immobile con centro nell’origine e raggio a. Se r rappresenta la distanza tra il centro della sfera e un
generico punto del campo di moto, 'espressione cartesiana della soluzione di Stokes ¢ la seguente

_ 3ca (a2 2 3a a’
_ 3ca (a2
2
v, = %% ‘:,—2—1 Tz .

La soluzione e attendibile quando il numero di Reynolds & piccolo, il che accade quando il rapporto
tra p e p (il “coefliciente cinematico di viscosita) ¢ grande, oppure quando il raggio della sfera ¢
piccolo, oppure quando la velocita ¢ della corrente € piccola.

Utilizzando questa soluzione nella prima delle equazioni (2.145) si trova che il modulo della risul-
tante delle azioni dinamiche vale

R=6ruca, (2.159)

che e detta la formula di Stokes per la resistenza di tipo viscoso.
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Capitolo 3

Un’introduzione alle serie di Fourier

3.1 Considerazioni preliminari

Dato un sistema numerabile di funzioni ¢;(z),...,¢n(z),... definite su un intervallo [a,b] di R
e una funzione f(x):[a,b] — R (C), ci poniamo il problema di approssimare f(z) con una serie
oo

Z cndn (), essendo i coefficienti ¢, scelti opportunamente.

Cioe, considerata la somma parziale sy (x E ¢n®n(x), ci poniamo il problema di indagare che

cosa accade facendo tendere N a 400, nel senso d1 vari tipi di convergenza: puntuale, uniforme o
in media quadratica, come viene meglio precisato di seguito.

Precisamente, diremo che la somma sy (z) converge puntualmente a f(x) se Vo € [a,b], si ha che

Jim sy (2) = ()

Se il limite ¢ uniforme rispetto a x, cio¢ se Ve > 0 IN,, tale che VN > N, e Vx € [a,b] si ha
lsn(z) — f(z)| <e,

diremo che la convergenza é uniforme.

Data una funzione w(x) definita su [a, b], per la quale, in generale, &€ w(x) > 0 e che chiameremo
funzione peso, consideriamo 'integrale

b
[ 1@ = sv@Pute) s

Diremo che sy (x) converge in media quadratica a f(x) se
dim [ 156 - syt

137
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Quest’integrale ¢ detto deviazione quadratica media o scarto quadratico medio di sy(x) da f(z).

Due funzioni ¢(z) e 1(x) sono ortogonali su [a,b] rispetto al peso w(z) se

b
/ ¢(x) -Y(x) -w(x)dr =0

Per esempio, le funzioni 1 e z sono ortogonali rispetto al peso w(z) =1 su [—1,1].

Considereremo data, d’ora in poi, una successione di funzioni ¢;(z), ¢2(x),...

. definite

su [a,b] e a due a due ortogonali rispetto al peso w(xz). Possiamo allora porci il problema di
determinare i coefficienti ¢, in modo tale che per la funzione integrabile f(x) lo scarto quadratico

medio sia minimo. Cioe che sia minimo:

n=1
N b N
23 e, / F@)on(@ wa)da+3 & [ o2@)u(z)da =
n=1 a n=1 a
N fbf(x)d>n(w)w(x)dwr
= 2(2)w(x)dx |ep — 22
Zl/ loete) [ J2 @2 ()w(x)dx
b N rrb 2
L[, f(@)pn(z)w(z)dx]
+ (2)w(z)dz — g
, T ; J2 62 (@)w(z)da
Si vede facilmente che lo scarto ¢ minimo se
- 2 f(@)n(@)w(z) do
2 (x)w(z) dx
e in questo caso vale
N
2 ( ) (z) dz]?
[ re Z f PR

I coefficienti cosi determinati si dicono i coefficienti di Fourier di f(x) rispetto alle funzioni orto-

gonali ¢, (x). La serie

Z Cn¢n(x)
n=1

si dice la serie di Fourier di f(x).

Se al posto di ¢, si pone il suo valore sopra calcolato, si trova

b N ) B
0< [ @) = Y catm@) o) =
a n=1

b N b
/ fA(2)w(x)dz — Zc%/ P2 (x)w(z)dx
a n—1 a

(3.2)
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Dunque, per ogni N € N vale

N b b
| PAryw(x)ydz < | fAr)w(z)dz.
Z/ i)z < [

Se f(x) & a quadrato sommabile su [a, b], prendendo il limite per N — oo, si vede che la serie

o0 b
> [ Gz
n=1 a
converge e inoltre
Sa [ dwuwie< [ Penei. 3.4
n=1 @ a

Questa disuguaglianza e detta disuguaglianza di Bessel.

Un’ulteriore conseguenza e che

b
lim ci/ 2 (x)w(z)dz =

1o Ul f@en(@)wiz)da)’
e @)

=0. (3.5)

oo . . . . b .
Se, per il sistema di funzioni considerato, la serie ha somma [ f?(z)w(z)d z, ciod se

e b b
> [ d@ueds = [ Peuds, (3.6)
n=1 a a

allora si dice che vale l’equazione di Parseval.

In questo caso il sistema ¢1(x), pa(z), ..., dn(x),... si dice completo su [a, b] rispetto al peso w(x).

3.2 Lemma di Riemann-Lebesgue

b
Abbiamo appena constatato che se / F(x)w(x)d x & finito e se (¢, ()22, & un sistema ortogonale,
a

allora

L @)
= S @)

In realta si puo ottener un risultato piu forte, che qui riportiamo senza dimostrazione
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Lemma 3.2.1 [di Riemann-Lebesgue| Se la famiglia ortogonale (¢n(z)),,

x
On(®) e uniformemente limitata, cioé se esiste una costante K > 0 tale che

\/f;gb%(:v)w z)dx

di funzioni é tale che

Vz € [a,b],Yn € N, (x) gK,
VI (e

e se f(x) & assolutamente integrabile, allora
! f@) <wx:
n—>oo \/f d’Q (2)da

3.3 Serie di Fourier trigonometriche

Le funzioni 1, sen x, cos x, sen 2x, cos 2z, . . . , sen nx, COS NI, . .. sono ortogonali su —7 < x < 7, con

peso w = 1. Lo si vede facilmente calcolando (per parti) gli integrali

+m n2 +m
sennxsenmrdr = — sennxsenmx dx
—T m —T
—+ —+m
n
cosnrecosmrdr = —— sennxsenmx dx
o m
+7 2 +
n
sennr cosmrdxr = — sen nx cosmx dx
—r m? J_,
+ sen’nx .
sennrcosnrdr = =0
- 2n

Dunque si trova

+m
/ sennrsenmxdxr =0 sen#m; (3.7)
o
/ cosnrcosmzdr =0 sen #m; (3.8)
(3.9)

+m
/ sennrcosmrdr =0Vn,meN

—T

+m +m +7
Vale poi / ldx = 27r,/ cos’nxdx = / sen’nzdx = .
—Tr

-7 —m
Diremo serie di Fourier trigonometrica per una funzione f(x) definita su [—m, 7] e scriveremo
(3.10)

f(z) ~ % +ajcosx + bisenz + ...+ a, cosnx + bysennx + . ..



3.3. SERIE DI FOURIER TRIGONOMETRICHE 141

una serie di funzioni trigonometriche nella quale

1 ™
= — d
ao - _ﬂf(ﬂﬁ) z
1 ™
an, = — f(x) cosnxdzx
™ —T
1 ™
by = — f(z)sennxdx (3.11)
™ —T

in accordo con il valore di ¢, ottenuto in generale:

e fabf(x) On(x)w(z)dx

Jo (@) w(z)dz

Qui si e preferito scrivere % al posto di ¢y, per consentire una maggiore simmetria nelle formule.
Ora

a N

sy(z) = ?0 + E(an cosnx + bpsennz) =
n=1
1" 1 &
= = f(t){f—|—Z(cosnw~cosnt+sennx-sennt)}dt:
T J—r 2 n=1

- N
= i/ﬂf(t){;%—;cosn(x—t)}dt

Si osservi che

R 1 1T 1. 1Y 1 1
{5 + nz:lcos ny} - sen(iy) = isen(iy) + 2;[sen (n + g)y —sen (n — i)y] =
{sen (5y) +sen (2y) — sen (2y) + ... +sen (N + 2)y — sen (N - 3)y}
= —8en(—- sen (— —Sen ( — Sen — — Sen - = =
2 2Y 2Y 2Y 2/Y 2/Y
1 1
= isen(Nﬁ—g)y
Dunque
N 1
1 Isen (N + 5)y
—+Y cosny = - —— 22 (3.12)
2 ; 2 sen(3y)
e quindi
1 [T sen (N + 1)(t — z)
= t dt
o) = gr [ SO T

Se poniamo t = x + 7, allora 7 € [—m — z,m — x| e si trova

1 e sen (N + 1)
_ 2W/ f(:n+7)—sen(%)2

—T—X

sn () dr
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Prolungando per periodicita f(x) fuori da [—m,n|, avendo definito f(x + 27n) = f(x), per n =

0,4+1,+£2,..., allora anche sy(z) € periodica di periodo 27 e l'integrale esteso a [—7m — z,m — 2] &
uguale all’integrale esteso a [—m,7]|. Cioe
sen N+3
/ f(z ( 2) dr . (3.13)
sen (7)
Abbiamo usato come sistema ortogonale le funzioni 1,senz, cosz, ..., sen (nz), cos(nz), .. ..

Un altro sistema comunemente usato & quello dato dalle funzioni {¢** : k € Z}, che sono periodiche
di periodo 27. E facile riconoscere che

™ . 1.
itkx —ihx _ i(k—h)x
/ e dx P——

i :{0 se k#h
r=—T 2T sek:h'

—T
Dunque il sistema {e?** : k € Z} @& ortogonale e la serie di Fourier relativa ad una funzione a
quadrato sommabile, rispetto al nuovo sistema di funzioni ortogonali, si scrive

+00 '
f@)~ Y cne™, (3.14)
n=—o0o
1 .
dove ¢, = — / f(z)e™* dz. Si noti che essendo qui le funzioni a valori complessi il prodotto
scalare di due funzioni f e g, definite su [a,b], & dato da (f, g) f f(z)g(z) dz. Poiché per una

stessa funzione f le due rappresentazioni 3.10 e 3.14 debbono coincidere, la relamone tra i coefficienti
an, by €1 ¢, deve essere la seguente:

an = ¢p+c_p, MEN (3.15)
by = ilch—c_p), neNT. | (3.16)
e, rispettivamente,
a
o = 50 (3.17)
1
Cn = 5(an —iby), n€NT, (3.18)
1 . N
c_p = §(an—|—zbn), ne€NT. (3.19)
n .
Se pp, = Z cre*® . allora
k=—n
0
Ipalli = [ (@) do=2r 37 laf = n(“5- + - (laef + ). (3.20)
- k=—n k=0

3.4 Convergenza puntuale

Vale il seguente teorema di convergenza puntuale per le serie di Fourier
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Teorema 3.4.1 (Convergenza puntuale. Criterio di Dini.) Sia f(z) una funzione definita su

[—7, ] che penseremo estesa per periodicita a tutto R. Se f é continua in x e vale la sequente
condizione di Dini
s
/.

allora la serie di Fourier converge a f(x). Se la funzione ha in x limiti finiti da destra e da sinistra
che indicheremo con f(z+) e f(x—) ripettivamente e vale la condizione di Dini generalizzata

.

allora la serie di Fourier converge a

flx+7) - f(x)’

T

dr < 400 (3.21)

dr < 400 (3.22)

flet7) = flat)+ fle—7) - f(:v—)'

T

fla+) + flz—)
5 :

Dimostrazione: Integrando ’equazione (3.12) su [—7, 7], si trova

1 (™ sen(N +3
W_/ sen(N+5)7

2/, sen(})

Tenendo conto di quest’uguaglianza e della (3.13) si ottiene

sen(N+ 5T
sn(z) — f /f —en (@) dr —

e LS vy,

sen ()
= L et - fo 2, (3.23)
= %) T+T x sen (2) T. )
1
Le funzioni sen (N + 5)7, N =0,1,2,... sono ortogonali e soddisfano le condizioni del Lemma di

Riemann — Lebesgue. Allora, se

fle+7) - flx)

sen ()

T
—T

ldT < 400

ossia se, equivalentemente, vale 3.21, si trova che, per ogni = € R, vale

lim sy(x) = f(x) . (3.24)

N—o0

Osserviamo che, affinché valga la (3.24), non e sufficiente che f(z) sia continua nel punto x. Infatti
una serie di Fourier puo divergere in punti nei quali f(z) ¢ continua se la condizione di Dini e
violata. Se f(x) e assolutamente integrabile e derivabile in un punto z, allora la serie di Fourier
converge a f(x). Pilu in generale, se in un intorno di z la funzione ¢ hélderiana, cio¢ se esistono
M>0ea>0(ea<1)taliche |f(z)— f(y)| < M|z —y|“, allora la serie di Fourier & convergente.
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Pit in generale si osservi che si puo scrivere

sen (N + 3)7

sen ()

sN(:c)—s(:U):2171_/07r [flx+7)—s(z)+ f(z —7) — s(x)] dr. (3.25)

Se f non ¢ continua in z, ma ha limiti finiti da destra e da sinistra, indicati rispettivamente con
Fla+) + fla—)
2 b

f(z+) e f(z—), e vale la condizione di Dini generalizzata 3.22 allora, posto s(z) =
si trova

lim_sy(x) = 5[f(e+) + fa)] (3.26)

N—o0

0

3.5 Convergenza uniforme

Da quanto abbiamo appena detto segue che, affinché sy(z) converga uniformemente a f(z) la
funzione deve essere continua e inoltre deve valere f(—m) = f(m). Queste condizioni non sono
tuttavia sufficienti.

Teorema 3.5.1 Supponiamo che f(x) sia continua, periodica di periodo 2 e che f'(x) sia continua

tranne che in un numero finito di punti dove puo non essere definita. Supponiamo inoltre che sia
x

finito /TF (f'(x))?dx e che valga la formula f(zx) — f(—7) = / f'(t)dt. Allora la convergenza

della serie di Fourier a f(x) é uniforme.

Dimostrazione: Sia

flx) ~ % +ajcost +bisenz + ...+ a,cosnr + bysennx + ... ;

calcoliamo i coefficienti di Fourier di f(z).

1 (7 1 4
oy = = f'(x) cosnzdz = ={f(z)cosnz|” +n f(z)sennxdx} =
) _x T .

= %cosmr{f(w)—f(—ﬂ)}—i-; 7rf(x)sennacdav:nbn.

Analogamente 3, = —na,. Dunque

f(z) ~ Z(nbn COS NT — NARSENNT) .

n=1
La disuguaglianza di Bessel da

™

St et [z (3.27)
n=1

—T
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M M
Ora sy(x) — sy(x) = Z (an cosnz + bpsennx) e |sy(x) — sp(z)| < Z (lan| + bn|) =
n=N+1 n=N+1
% (n|a”| - n|b”’) < ( f: 2. n(a2 + b2))"? - ( % L )12, §i & tenuto conto della di
—= =) < : Z b2 . —)/<. Si & tenuto conto della disu-
n=N+1 n=N+1 n=N+1

guaglianza di Cauchy - Buniakovski - Schwarz e del fatto che (|a,| + |[ba])? < 2 (Jan|? + [ba]?).
Dunque

. (3.28)

lsn(z) — s (z)] < \/i /_7r f2(z)dx -

Poiché la serie E — converge, possiamo concludere che, per il criterio generale di convergenza di

Cauchy, la successione sy (x) converge uniformemente alla sua somma. Si trova poi che la somma
¢ proprio f(x). Infatti si ha

Fws) — flay)| = \/” f(t)dt| < W 2]t \// 1d1

b
< oo — |t - / 2 dt < K - zg — 213
a

Dunque f(z) ¢ holderiana con esponente o = % e quindi la serie di Fourier, per ogni x, converge a

f(x). O

In particolare, ¢’¢ convergenza uniforme a f(z) se f/'(z) & holderiana o se nel numero finito di punti
nei quali non & continua ha limiti finiti da destra e da sinistra.

Si dimostra poi che la serie di Fourier di una funzione a quadrato sommabile converge in media
quadratica. Cioe che

™

lim [ |f(z)—sy(@))?dz=0 |,

N—oo J_,

Cio significa che il sistema ortogonale {1, cosz,senw,...,cosnz,sennz,...} & completo.

3.6 Cambiamento di scala

Finora abbiamo supposto f(¢) definita su [—m, w]. Supponiamo ora che sia definita su un generico
intervallo [a, b]. La sostituzione di variabile
b
B 27 (t — —a;‘ )
T = b}

b—a
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porta [a,b] in [—m, 7]. Si trova poi

b—a 1
t= o m+§(a+b)

Data f(t) su [a,b], F(z) = f(%22 + $(a+b)) & definita su [~7, 7]. La serie di Fourier di F(z) sia

agp
?+a1cosx+blsenx+...—i—ancosnac—i—bnsennx—i—...,
con
1 s
an, = / F(z)cos(nz)dx
m —Tr
1 s
b, = / F(x)sen (nz)dx.
7T —T
Allora,
2 b 2nm a+b
n = t t— dt, 2
a e ()cosb_a( 5 ) neN (3.29)
2 b 2nm a+b i
b, = e f(t)senb_a(t— 5 )dt, neNT. (3.30)

In particolare, se f(t) ¢ definita tra 0 e T" e la prolunghiamo per parita (disparita) tra =7 e T,
) T
anp = T/o f(t) cos(%t) dt e b,=0 (3.31)

T nm
(bn = ;/O F)sen (o)t o an=0). (3.32)

3.7 Qualche esempio

Sia f(z) = x su [—m,n|. Allora a,, = 0 per ogni n e

bnzl/ xsennwda::—2(_1) )

™ n

—T

Percio

= (—-1)" 2 2
x~—2z:l - senm::QSenx—sen2x+§sen3x—Zsenéla:—i-...
n=

La serie di Fourier converge in § a 7. Il valore di sen & ¢ 0 se n & pari, & (-1)Fsen =2k+1,k € N.
(-1
1

2% T cloe

o0
o . . ™
Percio si ottiene 5= 2 kzo

i G
Ziok+1 4
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Nel caso considerato l'uguaglianza di Parseval fornisce

o

1 1 /7 2
4y — == 2dr = Sr?
;TLQ 7T/_ﬂ-$ Sy

1 72
Dunque — = —.
d ;_:1 n2 6

Se f(x) = 2% su [, 7], ap = 72 e ap = (—1)”%, per n > 1, mentre b, = 0 per ogni n. Allora

2 o n 2
-1 4
x2~7r3—|—4ng (nz) cosna::%—4cosx+(3082x—§cos3x—|—...

2 11
In:nzOlaserieconvergeesitrova():%—4-(1—?—1-?

i (_1)n_1 B 71.2
n2 12

n=1

+...). Cioe

3.8 Serie di Fourier di funzioni continue

E noto che esistono funzioni continue per le quali le serie di Fourier sono divergenti in qualche punto;
a maggiore ragione la serie di Fourier di una funzione continua puo non convergere uniformemente
alla funzione stessa. Tuttavia vale la pena di mettere in evidenza che i coefficienti di Fourier di una
funzione continua individuano la funzione. Cioe i coefficienti di Fourier permettono di individuare
una successione di polinomi che converge uniformemente alla funzione. E noto che se una serie
converge, cioe se la successione delle ridotte della serie data (sy)nen ha limite finito s anche la serie

delle medie
So+81+8Sy+ ...+ 8,

Op = )

n+1

converge allo stesso limite. Questo modo di sommare le serie si dice sommazione alla Cesaro. Puo
accadere che una serie sia convergente per la sommazione alla Cesaro, senza essere convergente.
Infatti vale il seguente

Lemma 3.8.1 Sia data una successione (Sn)nen convergente al limite s. Allora o, — s. Tuttavia
esistono successioni non convergenti che risultano convergenti nel senso di Cesaro.

Dimostrazione. E immediato riconoscere che la successione s,, = (—1)™ fornisce un esempio all’ulti-
ma affermazione del teorema. Infatti ((—1)") non ha limite per n — oco. Tuttavia Y p_o(—1)* =0
se n & pari, e = 1 se n & dispari. Dunque |o,| < n%rl e quindi lim,, oo 05y = 0.

Supponiamo ora che la successione di termine generale s,, converga al numero s. Dimostriamo che
anche o, — s. Poiché s, — s, dato € > 0 esiste un numero 7 tale che se n > 7 si ha [s, — s| < 5.
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Si ponga B = >"}_, sk — s| e si prenda un numero m > 7 tale che m > %. Si consideri poi un
valore di n > m e si valuti

n

1 — 1 1
E (sp —s)| = g (sg —s)| < E |sp — s| =
n+1k:0 n+l k=0 n+1k0
i €
}:ysk—s|+§:\sk—s\> (B+( )§)<
k=0 n+1
€
1)< 1) ):
<n+1<(n+ )2—1—(n+

O

Ebbene dimostreremo il seguente teorema dovuto al matematico ungherese Lipét Fejér !

Teorema 3.8.1 (Fejér, 1900) Sia f una funzione periodica di periodo 2w definita su R e a valori
in C. Supponiamo che f sia integrabile secondo Riemann su [0,2w]. Denotiamo con on(f,x) =
n%rl > ko Sk(f,x), dove s (f, ) sono le usuali somme parziali della serie di Fourier della funzione
f nel punto x € R. Allora

(i) Se f € continua in un punto x € R, si ha lim,_,oc 00 (f, ) = f(x).

(i) Se f é continua su tutto R, il precedente limite ¢ uniforme su R.

Dimostrazione. Vogliamo valutare il polinomio trigonometrico di Fejér d’ordine n, cosi definito

so(x) +s1(x) + ...+ sp(x)

= 3.33
() S (3.33)
Ricordando l'espressione di ogni si(z) per k =0,1,...,n, si ottiene
-1
on(x) = % . . (ajcosz + bysenx) + r . (a2 cos 2z + bosen 2x) +
n
SR + busennz)
. A, COSNT sennx) .

Dunque, nel passaggio da s,(z) a o,(x) il termine (ajcoskx + bgsenkz) viene sostituito da
n—k+l(qy cos kx + bysen kz). Ricordando che

n+1
sen(k‘—i— St
= e 0y

si trova

o) = w / : Fl@+1) ZH;T&’;; Y2t . (3.34)

'Lip6t Fejér alla nascita (9 febbraio 1880, Pécs) si chiamava Leopold Weiss. Cambio il suo nome nel 1900 per
apparire pitt ungherese. Questa era ai suoi tempi una pratica piuttosto diffusa per dimostrare rispetto verso la cultura
ungherese. Studente molto precoce studido matematica e fisica a Budapest e a Berlino. Allievo di Schwarz a Berlino,
quando costui seppe del cambiamento di nome, si rifiuto di rivolgergli la parola da allora in poi.
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Indichiamo il nucleo di Fejér con

1 Sor_gsen(k+1/2)t
2(n+1)m sen (t/2) ’

F(t) =

e vediamo come si possa riscrivere in modo adeguato. Moltiplicando numeratore e denominatore

per sen (%) si trova (ricordando che sen asen 8 = [cos(a — 3) — cos(a + )] /2)

3 sen (g)sen (k+1/2)t) = % S eos(kt) — cos((k + 1))] =
k=0 k=0
n+1

= %[1 — cos((n + 1)t)] = sen?( t).

Dunque

1 sen ?(2Lt)

Fult) = 2(n+ 1)m sen?(t/2) ’

(3.35)

che € una funzione non negativa, pari, periodica di periodo 27, come si riconosce immediatamente,
e inoltre tale che ffﬂ F,(t) dt = 1. Quest’ultima proprieta segue dalla proprieta analoga del nucleo
di Dirichlet. Si ha inoltre, per ogni § > 0

5 T ™
/_7r B (1) dt:/{s Fo(t) dt < Q(Hil)ﬂ/g Senf(t6/2) o0, (3.36)

per n — +o00. Possiamo infine valutare la differenza tra oy (z) e f(z). Siha op(z) = [7_f(a +
tF,(t) dt e f(z) = [T f(x)F,(t) dt. Dunque

aaw—f@w=/7ﬂz+w—ﬂwﬁuwﬁ,

—T

e, passando ai valori assoluti

™

onla) = 1) < [ 1 +1) = F)|Fale) de. (3:37)
—T

Se f & continua su [—m, 7| essa ¢ ivi uniformemente continua; essendo periodica di periodo 27 & poi
uniformemente continua su tutto R. Percio, preso e > 0 esiste 6 > 0 tale che, se [t| < J, |f(z +
t) — f(x)| < /2 per ogni x € R; dunque in questo caso dimostreremo che la convergenza di o, (z)
a f(x) & uniforme; altrimenti, nell’ipotesi della continuita nel punto x, si ottiene la convergenza nel
punto (il valore J, trovato in corrispondenza al dato € > 0 dipende anche da x).

Possiamo considerare

I —0
/Iﬂw+w—ﬂ@mﬁﬁﬁ=/ @+ ) — F()| Falt) dit +

—T

) T
+/|ﬂw+ﬂ—ﬂ@ﬁﬁﬂﬁ+é|ﬂx+w—ﬂmwmwﬁ

=
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Per il contributo dell’integrale da —d a ¢ si ha

2 2

-6 -7

/_Z [f(z +1) = f2)[Fn(t) dt < 6/6 Fo(t) dt < 5/7r Fo(t) dt = g

Osserviamo poi che |f(z +t) — f(z)| < 2| f|loo. Vale percio

_5 ™
/ @+ ) — F()| Fat) dt + /5 @+ ) — F(0)|Falt) dt <

—T

< 4[|l /5 F(t) dt.

Per la validita della relazione (3.8), esiste un valore 7 tale che per n > 7 quest’ultima somma &
< ¢/2. Tenuto conto delle disuguaglianze ricordate, si trova che quale che sia x € R,

lon(z) — f(z)] <e pern>n. (3.38)
(]

Il teorema di Fejér e particolarmente sorprendente alla luce di un precedente risultato dovuto
al matematico tedesco Paul David Gustav Du Bois-Reymond (nato a Berlino nel 1831, morto a
Freiburg nel 1889)

Teorema 3.8.2 (Du Bois-Reymond, 1876) Esiste una funzione continua suR e periodica di periodo
27 tale che maxlim,, o $p(f,0) = 0o.

Ricordiamo che max limy,, oo Sy, = limy, 00 (SUPL>y, Sk)-

La storia della convergenza delle serie di Fourier e ricca di colpi di scena. Infatti nel 1926 il
matematico russo Andrey Nikolaevich Kolmogorov (Tambov 1903, Mosca 1987) dimostro

Teorema 3.8.3 Dato K > 0 esiste un polinomio trigonometrico
G :10,27] — R tale che

(i) G(t) > 0 per ognit € [0,27] e 5 027r G(t)dt <1;

(it) maxlim, oo |s,(G,t)| > K per ogni t € [0, 27].
Passando alle funzioni integrabili secondo Lebesgue dimostro inoltre che

Teorema 3.8.4 Esiste una funzione f : [0,27] — R integrabile secondo Lebesque e tale che
max limy, o0 |85 (f, )] = 0o per ogni t € [0, 27].
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Benché la funzione costruita da Kolmogoroff non fosse neppure integrabile secondo Riemann, molti
si attendevano che di Ii a poco qualcuno avrebbe costruito un esempio di funzione continua su
T = R mod (27Z) la serie di Fourier della quale divergesse in ogni punto. Tuttavia nel 1964 il
matematico svedese Lennart Carleson dimostro

Teorema 3.8.5 Se f : T — C ¢ continua o anche solo integrabile secondo Riemann allora
limp—oosn(f,t) = f(t) per ogni t ¢ E, dove E é un sottoinsieme di misura nulla secondo Lebesgue

di T.

Infine Jean-Pierre Kahane (Parigi) e Yitzhak Katznelson (Stanford) nel 1966 trovarono un interes-
sante complemento al teorema di Carleson

Teorema 3.8.6 Dato un insieme di misura nulla E C T esiste una funzione continua f : T — C
tale che max lim, o |sn(f,t)| = 0o per ognit € E.

Si puo dunque concludere che il problema della convergenza puntuale delle serie di Fourier di una
funzione continua e completamente risolto. Infatti, mentre la serie di Fourier di una funzione
continua o anche solo integrabile secondo Riemann, puo non essere convergente alla funzione stessa
in un insieme di misura nulla, tuttavia i coefficienti di Fourier di una funzione continua, poiché la
serie converge quasi ovunque, individuano la funzione continua (o anche solo integrabile secondo
Riemann). La stessa situazione si verifica per ogni funzione di LP(R), periodica di periodo 2,
per p > 1. Invece se si suppone solo che la funzione sia di classe L'(R), cioe integrabile secondo
Lebesgue sulla retta reale e periodica di periodo 27, ossia f € L!(T), la serie di Fourier relativa puo
essere ovunque divergente, come dimostra il teorema di Kolmogorov. I precedenti risultati traggono
origine dal seguente teorema di Katznelson (1966): “ Se 1 < p < oo vale la seguente alternativa: o
tutte le serie di Fourier delle funzioni f € LP(T) sono convergenti quasi ovunque, o ne esiste una
che diverge ovunque. La proprieta dimostrata per le funzioni di classe LP(T) fu poi estesa con la
collaborazione di Kahane alle funzioni di classe C(T), come gia abbiamo ricordato.

3.9 1l fenomeno di Gibbs

11 fisico americano (di origine prussiana) Albert Abraham Michelson aveva costruito una macchina
per calcolare le funzioni periodiche a partire dalle loro serie di Fourier e viceversa. Volle sperimen-
tare la sua macchina per ricostruire la funzione “dente di sega”, f(z) = x su [—m, 7|, prolungata
per periodicita su tutto R, sommando 80 termini dello sviluppo di Fourier. Con sua grande sor-
presa, la sua macchina non riproduceva esattamente il grafico della funzione, ma aggiungeva, in
corrispondenza ai punti di discontinuita, uno “sbuffo” del grafico che sopravvalutava il salto nel
grafico della funzione. Gibbs successivamente spiego il fenomeno. In realta il matematico inglese
Wilbraham aveva previsto e spiegato il fenomeno nel 1848, circa 50 anni prima. Tuttavia la spie-
gazione di Wilbraham, come quella di Gibbs, si riferiva a esempi particolari di serie di Fourier.
Una spiegazione generale del fenomeno venne data dal matematico americano Maxime Bocher nel



152 CAPITOLO 3. SERIE DI FOURIER

1906. Per meglio mettere in evidenza il cosiddetto “fenomeno di Gibbs”, faremo riferimento ad
un semplice caso specifico di serie di Fourier, relativa alla funzione sign (x) (ristretta all’intervallo
[—7, 7] e prolungata per periodicita su tutto R).

Abbiamo
ap = 07
ap, = 0,
1 ™ 2 ™ 2 i . .
b, = / sign (z)sen (z) dx = / sen (nz)dr = —— [cos(nm) — 1] = { nro  Per o dlsparl,
T J)_n T Jo nm 0, per n pari.
Dunque
— 4
sign () ~ nz% msen (2n+1)x) . (3.39)
Dunque
n—1 4
Son—1(x) = kz_o%_i_l)sen ((2k +1) Z/ cos ((2k + 1)t) dt =
zn—1 T
2 2nt
/ Zcos ((2k+1 )dt:/ Mdt.
0 T Jo sent
k=0
Nell’'ultimo passaggio si e fatto uso del fatto che
n—1
cos ((2k + 1)t)sent
((2 1)t) = =
Z cos ((2k + Z ont
k=0 =0
n—1
1 sen (2nt)
= 2k + 2)t — 2kt)) = ——=
— 2sent (sen (2k + 2)¢ — sen (2k)) 2sen ()

2 2
Ora la derivata di son_1(z) & 85, 1(x) = fw

T senx
o 2k + 1)m

=
2n
punto di massimo relativo a destra dello zero ¢ zj, = 5 e il valore della somma in quel punto ¢

che si annulla per 2nx = kr, k € Z. 1 punti

km
. . . . . /i . . . . .
sono punti di massimo relativo, i punti 2, = — sono di minimo relativo. Il primo
n

2 [ sen (2nt)
/ / .
Son—1(2g) =yYp = — —————dt. Orasi ha
2n-1(20) = Yo /0 sen t ra sl

2 [z sen (2nt 2 [z sen (2nt 2 [ 11
/2 Sen(n)dt:/2 Sen(n)dt—i—/2 sen (2nt) —— | dt.
T Jo sent T Jo t T Jo sent t

1 1
Ma < ;T t) ¢ limitato in [0, 7] poiché ha limite 0 per ¢ — 0 e quindi
sen

2 [2a 1 1
lim — /2 sen (2nt) < — > dt =0
n—oo T J sent t
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Inoltre

2/27; sen (2nt) Ui — 2/77 seno do,
0 0

™ t ™

(qui si e fatta la sostituzione o = 2nt) e dunque

i 2/27; sen (2nt) dt:Q/W seno
0 0

n—00 T sent s o

11 valore del secondo membro dell’'uguaglianza ¢ all’incirca 1,18 (valutato per eccesso). Dunque,
quando ci si avvicina da destra alla singolaria in 0 della nostra funzione il valore del limite della
funzione (che & 1) viene sopravvalutato di circa il 18%.

Il fenomeno di Gibbs non si verifica se le serie di Fourier vengono sommate alla Cesaro, come accade
nel Teorema di Féjer.
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Figura 3.1: Fenomeno di Gibbs, per si5(x).
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Figura 3.2: Fenomeno di Gibbs, per o15(x) (somma alla Cesaro).
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Capitolo 4

Un’introduzione all’integrale di
Lebesgue

4.1 Definizioni e prime proprieta

Introdurremo l'integrale di Lebesgue cercando di evitare, per quanto e possibile le difficolta tec-
niche, e cercando di mettere in evidenza gli aspetti sostanziali della teoria, evitando talvolta le
dimostrazioni dei teoremi piti ponderosi.

Cominceremo pertanto mettendo in evidenza una nozione fondamentale. Quella di insieme di
misura nulla secondo Lebesgue.

Definizione 4.1.1 Un insieme A C R"™ si dice di misura nulla secondo Lebesgue (o semplicemente
di misura nulla) se per ogni € > 0 esiste una successione di rettangoli { Ry} tale che

AC GRk e im(Rk)Ss
k=0 k=0

Qui per rettangolo R di R" intendiamo un insieme del tipo R = [ay, bi[X[ag, ba[X ... X [an,by|
con, in generale, a; < b;,7 = 1,...,n, cioe un rettangolo superiormente semiaperto. La misura
elementare di R ¢ m(R) = (by —aq) - (ba —a2) - ... (b, — an). Non escluderemo tuttavia il caso del

rettangolo vuoto, di misura nulla.

Esempio 4.1.1

e Se A ¢ un insieme di misura nulla secondo Peano - Jordan, lo & anche secondo Lebesgue.
Basta scegliere i rettangoli vuoti da un certo  in poi.

157
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e Ogni insieme numerabile ha misura nulla. Infatti se A = {x} : k£ € N}, per ogni £k € N

si prenda un rettangolo Ry tale che xy € Ry e m(Ry) < 5i5r. Allora A C Uy B e

D ken M(BE) < €3 pen Qk% =¢&.

Pit in generale si ha

Proposizione 4.1.1 Sia {Ax} una successione di insiemi di misura nulla. Allora A = Jpey Ak
ha misura nulla.

Dimostrazione: Per ogni k € N sia {Ry; : j € N} una successione di rettangoli tale che A; C
UiZo Be,j con 3272 gm(Rej) < ger-

SeR = {Ry,; : k,j € N}, allora A = UpZg Ax € Uy o Rij e Dop im0 m(Big) = 2 opzo (X720 m(Re5))
< YktogET =€ O

Definizione 4.1.2 Diremo che una proprieta P(z),(x € R™) é vera quasi ovunque (g.0.) se
linsieme dei punti x € R™ per i quali é falsa ha misura nulla secondo Lebesgue (L-nulla).

Esempio 4.1.2

1. P(x) =“z € R non & un intero” & vera q.o.
o 2. e 7l & 0 per k — 400 & vera q.o. (infatti & falsa solo per = = 0).

3. ug(z) — u(x) per k — 400 vale q.o. se I'insieme degli x € R™ tali che ug(z) 4 u(z) ha
misura L-nulla.

o 4.

_J0 sexeR\Q,
u(a:)—{l se 1€Q ,

e nulla g.o.

5. u(z) = v(x) q.0. se {z : u(z) # v(x)} ha misura L-nulla.

Definizione 4.1.3 Una funzione a valori complessi u : R™ — C é detta a scala se é combinazione
lineare (dunque finita) di funzioni caratteristiche di rettangoli (superiormente semiaperti). Cioé se

u(z) = ZCkXRk (z). (4.1)
k=1

Si defisce poi lintegrale elementare della funzione

/ udz = / u(e)de = ick -m(Ry) (4.2)

k=1
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Si osservi che si puo sempre supporre che i rettangoli superiormente semiaperti che entrano nella
definizione di funzione a scala siano a due a due disgiunti se cio & opportuno. Infatti 'unione di due
rettangoli di R? con intersezione non vuota & data da al piti sette rettangoli superiormente semiaperti
a due a due disgiunti. Naturalmente i valori delle costanti risulteranno mutati. Analogamente si
pud procedere in R™: se due rettangoli si intersecano, la loro riunione & data da al pig 2"+ — 1
rettangoli superiormente semiaperti a due a due disgiunti.

Definizione 4.1.4 una funzione u(x) a valori complessi definita q.o. in R™ ¢ detta integrabile se-
condo Lebesgue (o L-integrabile o semplicemente integrabile) o sommabile se esiste una successione
di funzioni a scala (ug(x))ren tale che

(@) limg, 400 uk(z) = u(z) g.0.

(b) Ve > 03k : Vk1, ko >k [ |ug, — up,|dz < €.
Esempio 4.1.3 f(z) = e~ |*l ¢ integrabile su R.

Dimostrazione: Dividiamo l'intervallo chiuso [k, k], k¥ € N'\ {0} in 2k3 parti uguali e poniamo

wp(e) =4 € el <lal< 1<
0 se |z| >k .

Osserviamo che, se Jk—zl < |z| < Fz, allora el — TR < e —ei = R (1-e#2) <

i—1
e R 22 < 2. Dunque |u(z) — up(z)| < & per |z < k, mentre |u(z) — up(z)] < el < ek se

|z| > k.
Da cio si deduce che limg_, o ug(z) = u(z) q.o0. e inoltre che

2 2
wp —ugy|de < [ upde+ [ wprde < =+ — =0 perk k' — oo,
k:/ k//

cioe che valgono le condizioni (a) e (b) della precedente definizione. Infatti [y dz = ffk up dr =
2

1]
k -5 k 1 _ 2k _ 2
Diek€ P <o k= I

X

Osservazione 4.1.1 Se u ¢ integrabile e v =u q.o0. allora anche v é integrabile.

Osservazione 4.1.2 Se u ¢ integrabile anche |u| é integrabile.

Dimostrazione: Infatti, se (uy) ¢ una successione che verifica le condizioni (a) e (b) per la funzione
u(x) allora la successione (Jug(z)|) le soddisfa per |u(x)|. Cio segue dal fatto che ||ug(x)| — |u(x)|| <
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lug(z) — u(z)| e quindi che se uxy — u qo, allora |ug| — [u| qo. Inoltre [|lug ()| — Jug(z)]] <
|ugs(z) — ugr ()| € quindi se Ve > 03k : VK, k" > k si ha

/|uk/ - uk//| dr < e

a maggiore ragione
/Huk/ — ’ukuH der < ¢.

Dunque resta dimostrato che |u| & integrabile se u lo &. O

Possiamo ora definire l'integrale di Lebesgue di una funzione integrabile. Osserviamo che
‘/uk/—/uk_// S/’uk,/—uk,//|.

Dunque se (ug)gen € una successione che soddisfa le due condizioni della definizione 4.1.4 allora per
ogni £ > 0 esiste un k tale che se &, k” > k siha | [ up — [ugr| < € e quindi per il criterio generale
di convergenza di Cauchy la successione degli integrali elementari delle funzioni a scala [ uy(z) dz

ha un limite finito.

Definizione 4.1.5 Si dice integrale di Lebesgue della funzione u(x) definita qo in R™ il

lim [ wy(z)de == / w(z) da .

k—o00

Potrebbe sembrare che la definizione dell’integrale di Lebesgue della funzione u(x) dipenda dalla
particolare successione (uy) che abbiamo scelto. Dimostreremo che questo limite ¢ indipendente
dalla successione di funzioni a scala purché esse soddisfino la definizione 4.1.4. Si ha infatti

Lemma 4.1.1 Siano (ug)reny € (vn)nhen successioni di funzioni a scala per le quali valgono le

condizioni (a) e (b) della definizione 4.1.4. Allora

lim [ vp= lim [ wy. (4.3)
h—o0 k—o00

La dimostrazione di questo lemma e molto tecnica. Per il suo sviluppo serviranno alcune definizioni
e lemmi preliminari.

Definizione 4.1.6 Sia A C R™ un arbitrario insieme. Diremo misura esterna di¢ A

me(A) :=inf{d m(Ry): | Re 2 A} (4.4)
k=0 k=0

al variare di tutte le famiglie numerabili di rettangoli { Ry} che coprono A.
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Ricordiamo un risultato tecnico piuttosto ovvio, ma noioso da dimostrare.

Proposizione 4.1.2 Sia P = Ui:l Ry un plurirettangolo unione di un numero finito di rettangoli
a due a due disgiunti. Allora

J4
me(P) =Y m(Ry) =m(P).

Proposizione 4.1.3 Sia (Ay) una successione di insiemi di R™. Allora

e(U Ak) < Zme(Ak) .
k=0 k=0

Dimostrazione: Dato € > 0, sia per ogni k € N, {Ry, ; : j € N} una famiglia numerabile di rettangoli
tale che A;, C U;‘io Ry j e

- €
Zm de < me(Ak) oFFT
7=0
Allora . .
k=0 k,j=0
e
oo oo 1 oo
CXUPRED SITRED SATAESES SPED BATRES
k,7=0 k=0 k=0 k=0
Segue la tesi per I'arbitrarieta di €. O

Lemma 4.1.2 Siano u una funzione a scala e € > 0 tali che [ |u| < 2. Allora il plurirettangolo
P ={z:|u(x)| > e} ha misura minore di .

Dimostrazione: Se per assurdo fosse m(P) > ¢, avremmo
/|u|>/\u|>€ e=¢’
contro l'ipotesi. O

Abbiamo infine il seguente

Lemma 4.1.3 (Fondamentale) Da ogni successione (uy) di funzioni a scala che soddisfano la con-
dizione (b) della definizione 4.1.4 si puo estrarre una sottosuccessione (vj) convergente qo a una
funzione v tale che per ogni e >0, IE C R™ con m.(F) < e e v; = v uniformemente in R" \ E.
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Dimostrazione: Sappiamo che Ve > 0, 3k tale che Yk, ko > k

/|uk1 —uk2| <E.

Prendiamo ¢ = 477. Allora 3k = k; tale che se k > k; si ha

/|uk—ukj| <477,

Si trova cosi una successione, che possiamo prendere crescente, di interi k1 < by < ... < k;j <
kjy1 <...talecheVj>1

/|Uk:j+1 —ug| <477,

Diciamo v; = uy, e quindi Vj > 1 abbiamo [|vj11 —v;| < 477, Sia P; = {z € R" : |v;(x) —
vj+1(z)| > 277} il plurirettangolo che, in base al precedente lemma 4.1.2 ha misura esterna m.(P;) =
m(P;) <277, Sia infine Q; = U2, Pi-

Allora, poiché P; C Q; (Vi > j), si ha
vi(z) —vipi(z)| <270 Vo € Q;,Vi>j.

Ne segue, per il teorema di Weiestrass sulla convergenza normale, che la serie di funzioni

o0

Z[Ui(fU) — vit1(z)]

=7

¢ uniformemente convergente in R™ \ @);. Percio la successione (v;), per ogni j > 1, converge
uniformemente ad una funzione w; definita in R" \ Q;. Ora Qj41 C Q; e quindi (v;) converge
uniformemente ad una funzione w;y; in R™ \ Q41 2 R™\ Q;. Le funzioni wj;+1 e w; debbono
coincidere in R™ \ Q; e quindi w; 1 prolunga w; in R™ \ Q1.

Dunque tutte le funzioni w; sono le restrizioni di una stessa funzione v definta come limite puntuale
della successione (v;) nell'insieme complementare di @ = ();2, Q;. La funzione v soddisfa le
condizioni del lemma. Infatti

me(Q]) < ime(PZ) = im(}%) < iQ*l — 2fj+1 )
i=j i=j i=j

Poiché m.(Q;) <2771 @ ¢ un insieme di misura nulla. Cio¢ v; — v qo. Infine, dato € > 0, se m
¢ tale che 27™%! < ¢ posto E = Qu, si ha me(E) < 27! < ¢ e v; — v uniformemente in R™\ E.

0

Possiamo ora dare finalmente la dimostrazione del Lemma 4.1.1.
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Dimostrazione: (del Lemma 4.1.1) Sia dunque (vg) una successione di funzioni a scala tale che
(a) limg_y00 vi(2) = u(z) qo e (b) Ve > 0 3k tale che Vki, ke > k si ha [ |vg, (z) — vk, ()| dx <
soddisfacente cioe le stesse condizioni della successione (uy). Vogliamo dimostrare che

lim [ v = hm UL -
k—o00 k—o00

Possiamo supporre che u(z) sia la funzione identicamente nulla. Dimostreremo che se (uy) € una
successione di funzioni a scala che converge qo alla funzione nulla e verifica la condizione (b),
allora [ uy, — 0.

Dato & > 0 sia k come & dato dalla condizione (b). Sia poi P un plurirettangolo tale che

ug(r) = 0,V ¢ P e |ug(x)| < M,V € P. Sia (vj) = (ug;) la sottosuccessione descritta nel lemma
Fondamentale 4.1.3. La funzione v & qo nulla. Esistono dunque un insieme E e un indice h tali
che m.(E) < 57 e |vj(z)| < ﬁ(mﬁx ¢ E,Vj > h. Non ¢ restrittivo supporre kj, > k.
Consideriamo poi il plurirettangolo

g

Q = {z : fon(x)] > m};

@ C FE e quindi m(Q) = m.(Q) < m.(E) . Per ogni k > k si ha
/|uk| < /\uk ol +/rvhr /|uk ol +/ fonl +/ jon]
Rﬂ/

Poiché vy, = ug,, , kn > k., abbiamo

/ |vh|=/ |vh—uk|s/|vh—uk|9.
Rn\ P R\ P

Infatti uy = 0 in R™\ P.

D’altra parte P\ Q@ C R™\ @ dove |ug| < M, e quindi

/|vh|s/ |vh|+/|vh|</ rvh|+/\vh—uk\+
P P P\Q Q

/rukr<m<P\cz> o=l (@) M < 3.

E dunque, in definitiva,

Ossia

Abbiamo un ulteriore risultato tecnico
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Lemma 4.1.4 Sia u una funzione integrabile e sia (uy) una successione di funzioni a scala che

soddisfa la definizione 4.1.4. Allora
lim —ul=0.
N 1 Oo/ ‘uk ul

Dimostrazione: Assegnato k sia vj = |ux — u;| che & una funzione a scala, poiché lo sono uy e u;.
Ora, ovviamente |u, — u;j| — |up — u| qo per j — oo, inoltre vale la condizione (b); infatti

uk — uj| — |ugp — wml| < |uj — Ul .

Allora, per la definizione di integrale, si ha lim;j_, [ |ux — uj| = [ |ux — u|. Dato € > 0 sia k tale
che Vk, 7 > k allora f |ur, — uj| < e. Prendendo il limite per j — oo si trova

/]uk—u\ga.

0

Teorema 4.1.1 (di Completezza). Sia (ur) una successione di funzioni integrabili che soddisfano
la condizione (b) della definizione 4.1.4. Allora esistono una sottosuccessione (w;) e una funzione
u(x) tali che limj_,oo wj(z) = u(z) go € limy_o0 [ |u — u| = 0. (E percio limy_o0 [ur = [u).

Dimostrazione: Applicando ad ogni uy la definizione di integrabilita, si trova, per ogni k una
successione di funzioni a scala (v j);jen che soddisfano le condizioni (a) e (b) della definizione
4.1.4. Usando il lemma 4.1.3 e il lemma precedente 4.1.4, si scelga tra le vy ; una v; e un insieme
Ej tali che me(Ey) < 27F, |vg(2) — u(x)| < 27%,Va ¢ Ey e [|vr — ux| < 2. Poiché per la

successione (uy) vale la condizione (b), anche per la successione (vy,) vale la stessa condizione (b)!.

Per il lemma 4.1.3 esiste una sottosuccessione (k;) tale che (vy,) € una sottosuccessione
convergente qo a una certa funzione integrabile u. Diciamo dunque w; = vg;. Sia E = MNien B
Allora, se x ¢ F e j € N si ha

u(@) = wj(@)] < Ju(@) = v, (@)] + or, (2) = u, | < Jul@) = v, (2)] +279,

e dunque w; — u qo. Infine, per ogni k,j € N si ha

Jru=uwd< ool [l =)+ [ o -,

grazie al lemma precedente e all’ipotesi. Percio si ha

li —ul=0.
k;H;o/m ul=0

Il nome del teorema prelude alla dimostrazione della completezza dello spazio L!(R™).

'Dato ¢ > 0 sia k tale che 2% < £. Sia inoltre k tale che Vki, k2 > k, valga [ |uk, — uk,| < £; allora

f|Uk-1 _Uk2| Sf‘vkl _uk1‘+f|uk1 _uk2|+f|uk'2 _vk2| <3'2_k <e.
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4.2 Alcuni teoremi importanti

Cominciamo con un primo importante risultato

Teorema 4.2.1 (Teorema della convergenza monotona di Beppo Levi) Sia (ux) una successione
di funzioni integrabili o valori reali. Sia tale successione non decrescente, cioe sia

up(z) < ugy1(x) go, Vk € N. Si ha

a) Se limy_,o [ uy € finito, allora uy, converge qo ad una funzione u integrabile e valgono
lim [up= [u e lim [ |Jugp —u|=0.
k—00 k—o00

b) Se invece il limy_,o [ug € infinito, allora uy, converge go a u non integrabile oppure non
converge.

Dimostrazione: a) Supponiamo il limite finito. Preso k1 > k, per la monotonia della successione
[ |ug, — ug| = [ ug, — [ ug. Poiché il limite della successione degli integrali ¢ finito, per la
necessita della condizione di Cauchy, vale la condizione (b) della definizione 4.1.4. Per il teorema
di completezza 4.1.1 esistono una funzione u(x) e una sottosuccessione w;(x) che converge qo a
u(x). Per Iipotesi di monotonia valida qo, per quasi ogni z esiste limy_,o ug(x). Poiché w; — u
qo, segue che up — u qo. Il teorema di completezza assicura che u(x) ¢ integrabile e che

im0 [ |ug — u| = 0. Per la monotonia & ug(z) < u(z) qgo e dunque si ha pure

li =
e fo ]

O
Corollario 4.2.1 Sia (uy) una successione di funzioni integrabili, non negative. Allora
u(z) = inf{ug(z) : k € N}, definita qo, é integrabile.
Dimostrazione: Sia vy, = infi<j<j u;(x). Le vy sono integrabili e vy (x) > vi41(x) qo, per ogni
k € N. Si ha [v; > 0. Applicando il teorema 4.2.1 a —vy, parte a), si trova che la successione
converge o a una funzione integrabile. Ma v — u e dunque u & integrabile. O

Teorema 4.2.2 (Teorema di Lebesgue o della convergenza dominata) Sia (ux) una successione
di funzioni (complesse) integrabili, convergente qo a una funzione u(z), definita go in R™. Se
esiste una funzione a valori reali integrabile p(x), tale che

luk(z)| < ¢(z) qo Vk €N

allora u(x) é integrabile e valgono

hm up = / e lim /|uk —ul=0. (4.5)
k—oo k—o0
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Dimostrazione: Ci possiamo limitare a considerare le funzioni a valori reali, poiché sia la parte
reale che quella immaginaria soddisfano le condizioni delle funzioni uy. Inoltre, considerando
separatamente la parte positiva e quella negativa, potremo supporre ug(z) > 0. Definiamo percio
wy(x) = infj>; uj(x) go. Per il corollario precedente 4.2.2 le funzioni wy () sono integrabili e
inoltre wy(x) < wi41(x) qo per ogni k € N e infine wy(z) — u(x) per ogni x € R™ per il quale
ug(z) — u(z). Dunque wi — u qo. Abbiamo

Jous fus [o

Dunque limy_,o, [ wy € finito e u per il teorema di Beppo Levi 4.2.1 parte a) & integrabile.

Sappiamo che [wy — [u; fissato € > 0, Ik’ tale che Vk > k' si ha [u — [wy < € e quindi anche
Ju—[up<e Orap—u>0ep—u;— p—uep—uysitrova, rispetto a ¢ — u, nelle stesse
condizioni di uy, rispetto a w. Dunque esiste k” tale che per ogni k > k”

Ju=[u=[te-w- [to-m) <=

Dunque, per ogni k > max{k’, k”} si ha

[ Jum [u] <=

Quindi limg_,oo [, = [u. Vale infine limy_,o [ |u — uy| = 0 perche |u — u| — 0 qo e
lu — ug| < 2. O

Dimostrazione: [Teorema di Beppo Levi, parte b)]
Se limy_,o0 | uy ¢ infinito, allora (uy) non puod convergere qo ad una funzione integrabile u. Infatti

se cosi fosse, sarebbe 0 < uy(x) — ug(x) < u(x) — ug(x) qo, per ogni k e dunque per il Teorema di
Lebesgue 4.2.2 esisterebbe finito lim [ . O

Definizione 4.2.1 Una funzione u(z) : R — C si dice misurabile se é limite qo di una
successione di funzioni a scala.

Si possono dimostrare i seguenti risultati

Proposizione 4.2.1 Sia v : R™ — I misurabile e f continua su I. Allora f ou e misurabile.

Teorema 4.2.3 Sia (uy) una successione di funzioni misurabili che converge qo ad una funzione
u. Allora u(x) é misurabile.

Teorema 4.2.4 Sia u una funzione misurabile. La funzione u ¢ integrabile se e solo se esiste ¢
positiva e integrabile tale che

u(z)] < ¢(x) qo. (4.6)
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Dimostrazione: Se u € integrabile, anche |u| lo €; basta prendere ¢ = |u|. Sia poi u misurabile e
valga la condizione 4.6. Si puo supporre che u sia reale a valori non negativi (considerando
eventualmente le parti reali e immaginarie e poi di ciascuna le parti positive e negative). Posto
vp = min{u (2), ¢(z)} (con ug(z) funzioni a scala e uy — u qo), poiche ¢ e uy sono integrabili, lo
¢ vg; inoltre 0 < vi(x) < (x). Si ha poi, limg_,o vg(2) = u(x) qo. Dal Teorema di Lebesgue si
ottiene il risultato. O

Teorema 4.2.5 (Teorema di Beppo Levi per le serie) Sia (ug) una successione di funzioni non
negative integrabili. Se la serie degli integrali converge, allora la serie Y o ug(x) converge qo a
una funzione integrabile e vale

[Yuw =3 [uw. @)
k=0 k=0

Citiamo ancora due fondamentali teoremi sugli integrali multipli, dei quali non forniremo la
dimostrazione.

Teorema 4.2.6 (Teorema di Fubini) Sia u(x,y) una funzione a valori complessi delle variabili
x € R™ ey € R" integrabile in R™ x R™. Allora valgono i fatti sequenti:

a) Per quasi ogni y € R™ la funzione x — u(x,y) € integrabile su R™.
b) La funzione y — [pn u(z,y) dx & integrabile su R".

c¢) Vale la formula
/Rmen u(z,y) drdy = /n (/m u(z,y) d:n) dy . (4.8)

Teorema 4.2.7 (Teorema di Tonelli) Sia u(x,y) a valori reali misurabile e non negativa definita
per (z,y) € R™ x R™. Se valgono le proprieta a) e b) del precedente teorema di Fubini 4.2.0,
allora u é integrabile su R™ x R™.

Si osservi che nel teorema di Tonelli I'ipotesi del segno di u(z,y) ¢ essenziale. Infatti sia

x .
u(x, y) = m gqoin R2 . (49)

Per ogni y # 0 u,(z) = E ¢ integrabile in z, poiche & continua ed ¢ infintesima di ordine 3

x
(22+y?)?
all’infinito. Inoltre, essendo dispari, l'integrale fR W dx = 0. Se valesse la tesi del teorema di

Tonelli, la funzione dovrebbe essere assolutamente integrabile in R?. Ma cid non &; infatti

/1.

Dunque |u| non ¢ integrabile e quindi non lo ¢ u nel senso di Lebesgue. Quanto manca
all’applicabilita del teorema di Tonelli & I'ipotesi sul segno della funzione.

o0

9 9
P ‘pdpdﬁ:lim// oI g = atim [~ % = oo
P e—0 RQ\BE P e—0 e P
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4.3 Integrali su insiemi misurabili

Esamineremo ora l'integrabilita di una funzione su un sottoinsieme A C R™. Sara naturale
imporre la condizione che I'insieme A sia misurabile, secondo la definizione che segue

Definizione 4.3.1 Un insieme A C R" si dice misurabile secondo Lebesgue (o semplicemente
misurabile) se é misurabile la sua funzione caratteristica

(1 sexeA
XA(:E)_{O se v ¢ A .

Se xa € integrabile, 'insieme A si dice di misura finita e la misura secondo Lebesgue di A (o
semplicemente la misura di A) é il valore dell’integrale su R™ di x 4. Altrimenti A si dice di
misura infinita. La misura di A si indichera con |A| o con m(A).

Al=m () = [ xalo)ds.
]Rn
Proposizione 4.3.1 Tutti gli aperti e tutti © chiust di R™ sono misurabili.

Dimostrazione: Infatti in R™ gli aperti sono riunioni numerabili di rettangoli. I chiusi sono i
complementari degli aperti. Se C' & un chiuso, xc¢(r) =1 — x(rn\¢)(z), dunque x¢ ¢ misurabile se
X(R\C) lo e. N

Definizione 4.3.2 Se u ¢ una funzione definita qo in A, insieme misurabile, il prolungamento
banale di v é la funzione definita qo in R™

v Ju(z) sexeA=dom/(u)
“(“")_{0 se x € R"\ dom (u) .

Definizione 4.3.3 Siano A C R" un insieme misurabile e u una funzione complessa definita qo
su A. Diciamo che u é integrabile su A se é integrabile su R™ il prolungamento banale di u. Se
B C A ¢ misurabile, u é integrabile su B se lo € la restrizione di w a B. Infine u é misurabile su
A se lo ¢ il prolungamento banale di u su R™.

Dalla definizione segue che le costanti sono integrabili su ogni insieme A di misura finita. Inoltre
se A e B sono insiemi disgiunti e misurabili AU B ¢ misurabile e m (AU B) = m (A4) + m (B).

Valgono inoltre

Proposizione 4.3.2 1) Sia (Ay) una successione di insiemi misurabili a due a due disgiunti,
allora ¢ misurabile la loro unione e si ha

m (Up2; Ax) = ) m (Ag) (4.10)
k=1
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1) Se A C Agyq allora
m (U2, Ag) = lim m(Ag). (4.11)
k—00

w) Se Ay N Ay =0 per k # k' e u é definita go in A = U2, A, allora u é integrabile su A se e
solo se u ¢ integrabile su ogni Ay e si ha

J =

w) Se A C A1, u é integrabile su Ay, per ogni k € NT, allora u é integrabile su A = U2 | Ay e
st ha

o

Z//4ku (4.12)

k=1

/u: lim u. (4.13)
A

k—4o00 Ay,

v) Se A, D Apy1, u & integrabile su Ay, per ogni k € NT, allora u é integrabile su B = N2 Ay, e
st ha

/u: lim u. (4.14)
B

k—-+o00 Ay

Dimostrazione: Dimostreremo solo il punto 1). Per ipotesi x4, ¢ misurabile per ogni & > 1. Se poi
ogni Ap ha misura finita, ce ’ha pure XUr_ A, = XA; T ---X4, €5l ha

m(|J Ae) =m(A) + ...+ m(A,) <> m(A).
k=1 k=1

L’insieme | J;-; Ak ¢ misurabile e se ha misura finita si ha anche

m(J Ak) <D m(A)
k=1 k=1

e quindi vale 'uguaglianza. O
Proposizione 4.3.3 Sia u misurabile a valori in R definita su A misurabile e ¢ € R. Allora sono
misurabili gli insiemi

Ac={z € A:u(z) > c}. (4.15)

Lo stesso wvale se si sostituisce > con >, <, <.
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Non dimostriamo questa proposizione. Tuttavia osserviamo che in altre trattazioni dell’integra-
le secondo Lebesgue quella che qui viene presentata come una proposizione € invece data come
definizione di misurabilita di una funzione.

Infine mettiamo in evidenza i seguenti risultati dei quali non forniamo la dimostrazione, che &
piuttosto tecnica. Tuttavia essi sono di grande utilita per il calcolo pratico degli integrali secondo
Lebesgue.

Teorema 4.3.1 Sia u(x) una funzione limitata e nulla fuori di un compatto di R™ integrabile
secondo Riemann. Allora essa é integrabile secondo Lebesgue e i due integrali coincidono.

Un Lemma importante nella dimostrazione e utile di per sé & il seguente

Lemma 4.3.1 Sia u una funzione reale non negativa e integrabile su A misurabile. Se l’integrale
di u € nullo, allora u(z) =0 qgo in A.

Dimostrazione: Siano Ag = {z € A:u(z) # 0} e Ay = {x € A: u(z) > 1}, per k > 1. Allora per

ogni k > 1 vale
m(4x) S/ udxg/udx:O.
k Ay A

Dunque m(Ay) = 0. Poiché Ay = Up>1 Ak, Ao stesso ha misura nulla e quindi u(z) =0 qo in A. O

Il legame dell’integrale di Lebesgue con gli integrali generalizzati secondo Riemann e dato dai
seguenti

Teorema 4.3.2 Sia u(x) una funzione complessa definita in B, \ {0}, integrabile secondo Riemann
su ognuno degli insiemi B\ Be con 0 < & < r. Allorau é integrabile secondo Lebesgue in B, se e solo
se |u| é integrabile in senso generalizzato secondo Riemann in B,. Se esiste integrale generalizzato
esso coincide con quello di Lebesgue.

Teorema 4.3.3 Siau(z) definita in R"\ B,, e integrabile secondo Riemann in ogni insieme Bg\ By,
R > r. Allora u é L-integrabile se e solo se |u| é R-integrabile in senso generalizzato su R™ \ B,.
In questo caso i due integrali coincidono.

Qui B, = {z € R": ||z]| < r}, dove ||z|| & la norma euclidea di z € R"™: |[z|| = /> F_; =3.
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4.3.1 Continuita assoluta

Una nozione importante, che qui ci limitiamo a considerare nel caso unidimensionale, & la seguente
(dovuta al matematico italiano Giuseppe Vitali)

Definizione 4.3.4 Una funzione u : [a,b] — R si dice assolutamente continua su [a,b] se per ogni
€ > 0 esiste 0 > 0 tale che per ogni famiglia finita di intervalli aperti e a due a due disgiunti
(g, Br) C [a,b],k=1,...,m si ha

ka—ak’ <5:>Z|U(5k)—U(ak)| <e.
k=1 k=1

Se m =1 si ha, in particolare, la nozione di continuita uniforme.
Vale il seguente

Teorema 4.3.4 Se u: [a,b] — R ¢ integrabile, allora la sua funzione integrale

U(x) := /x u(t) dt (4.16)

é assolutamente continua. Inversamente, se U : [a,b] — R ¢é assolutamente continua allora essa é
derivabile qo su questo intervallo, e se U'(x) = u(x), comunque si prendano x1 e x2 in [a,b], si ha

/ P ) dt = Uws) — Un) . (4.17)

1

Dimostrazione: Omessa.

Vitali ha utilizzato una funzione V : [0, 1] — R, che & crescente, continua, uniformemente continua
tale che V(0) = 0 e V(1) = 1 (funzione gia in precedenza descritta da Georg Cantor e detta appunto
funzione di Cantor o scala del diavolo) e che ha la proprieta che V'(z) = 0 qo. Poiché per ogni
coppia di punti 1, x9 in [0, 1] si ha fjf V'(t) dt = 0 la funzione non ¢ assolutamente continua.

Riteniamo utile dare un’idea della costruzione della funzione V(z). Uno dei modi che sembra piu

“semplice” ¢ il seguente. Sia Cy = [0,1], C1 = [0, 3]U[Z, 1], che si ottiene dal precedente insieme Cj
sopprimendo l'intervallo aperto centrale |, 2[, C» = [0, §]U[2, 2]U[2, F]U[3, 1], ottenuto dall’insieme
precedente dividendo ciascuno degli intervall costituenti in tre parti uguali e sopprimendo I'intervallo
aperto centrale, e cosi via.... L’insieme C), e formato da 2" sottointervalli, ciascuno di lunghezza
3%, di [0,1]. La lunghezza totale di C,, & dunque %—Z L’intersezione C' = N,enCp € nota come
insieme ternario di Cantor. I suoi punti, usando la notazione di base tre, si scrivono 0,cico...ck ...

dove ¢; assume solo i valori 0 o 2.

Sia ora g, (z) = (3)"xc, (2), dove ya(z), al solito, rappresenta la funzione caratteristica dell’'insieme
A. Sia infine

Vo(z) = /Oxgn(t) dt.
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Si puo dimostrare che la successione (V,,(z))nen converge uniformemente ad una funzione V(z),
che, come le singole f, & continua, crescente, tale che V(0) = 0,V (1) =1 e per la quale V'(z) =0
qo in [0,1]. La funzione V(z) & dunque uniformemente continua, ma non assolutamente continua,
poiché

V(w);é/oxV’(t)dtzo.

Qui sotto & data la rappresentazione grafica (indicativa) della funzione Va(x).

e 209 13 23 719 8l |

Figura 4.1: Seconda approssimazione per la funzione di Cantor - Vitali.

Come regola pratica per ottenere i valori di V(x) si puo procedere come segue. Si scriva il numero
0 < x < 1 in base tre, scegliendo la rappresentazione che non ha periodo 1. Sia dunque x =
0,c1co...cp—1lcpt1 ... dove e stata messa in evidenza la prima occorrenza della cifra 1. Si muti
tale 1 in 2 e si tronchi la scrittura: T'(z) = 0,ci¢z...cp—12. Se nella scriitura di  non compare
alcun 1, allora T'(x) = z. Infine si mutino tuttii 2 in 7'(x) in 1 e si interpreti questa scrittura come
numero in base due. Quello che si ottiene & il valore di V(z). E poi V(0) =0e V(1) = 1.

Per esempio 3 = 0,020202. .. e quindi V(§) = 0,010101... = 1.

w



Capitolo 5

Spazi LP

Definiremo nel seguito spazi di funzioni LP(A), che si dimostreranno essere spazi normati completi,
con la norma definita per mezzo dell’integrale di Lebesgue. Ora due funzioni che differiscono fra
loro solo su un insieme di misura nulla hanno lo stesso integrale (se esiste). Faremo dunque la
seguente

Convenzione. Diremo che due funzioni misurabili © e v, definite qo su un insieme misurabile
A C R™ sono equivalenti se u(x) = v(x) qo in A. Si vede immediatamente che questa € una relazione
di equivalenza. Parlando di funzioni misurabili ci riferiremo, in generale, alle classi d’equivalenza
di funzioni cosi definite. L’inconveniente che nasce da questa convenzione ¢ che cosi non si puo pid
parlare del valore di una funzione in un punto. Tuttavia si osservi che vale la seguente

Proposizione 5.0.4 Sia u una funzione misurabile in un aperto Q C R™. Se esiste una funzione
f qo uguale a v e continua in §2, tale funzione é unica.

Se dunque una funzione u(z) ammette come rappresentante qualificato una funzione continua v(z),

diremo che u(xp) = v(xg), poiché il valore ¢ assegnato in maniera inequivocabile, vista ['unicita di
senx

v(x). Per esempio, la funzione u(z) = per z # 0 & qo uguale a una funzione continua su R

x
data da v(x) = u(z) se x # 0 e v(0) = 1. Potremo dunque dire che u(0) = 1.

5.1 Gli spazi LP(A), con p=1,2,00

Definizione 5.1.1 Sia A C R"™ un insieme di misura positiva. Per cominciare considereremo i
casi p = 1,2. Con LP(A) indicheremo l'insieme delle funzioni v (anzi, delle classi d’equivalenza
delle funzioni) misurabili in A e tali che |v|P sia integrabile su A. Con L*°(A) indicheremo le
funzioni misurabili su A e limitate, cioe quelle funzioni u misurabili tali che esista M > 0 per il
quale |u(z)| < M qo in A.

173
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Se necessario distinguere scriveremo, LP(A,R) o LP(A,C). Gli insiemi L'(A) e L>°(A) sono spazi
vettoriali su C come si puo facilmente verificare. Per quanto concerne L?(A), osservato che da
0 < (a—b)? segue 2ab < a?+b?%, si deduce che vale 2|u||v| < |ul?+|v|? e quindi [u+v|? < 2(|ul>+]|v|?).
Cid mostra che se u e v sono funzioni di L2(A) anche u 4 v lo &. E poi ovvio che se u € L*(A) e
a € C, anche a - u € L?(A). Dunque anche L?(A) & uno spazio vettoriale sul corpo C.

Definizione 5.1.2 Indicheremo con

fullpa = ([ 1)’ (5.1)

la norma di uw € LP(A), conp=1,2.

|—

Nel caso p = 1 ¢ immediato verificare che quella data soddisfa le proprieta per essere dichiarata
una norma. In particolare, se ||u|[1,4 = 0, grazie al risultato del lemma 4.3.1, si ha che u(z) =0
go. Abbiamo il seguente

Lemma 5.1.1 Siano u una funzione reale misurabile su A misurabile di misura positiva e M
costante reale tale che u(x) < M qo. Allora linsieme di tali costanti ha un minimo.

Dimostrazione: Sia M = {M : u(x) < M qoin A}. Sia A = inf M (non escludendo a priori che
A = —o0). Esiste una successione decrescente () che converge a A con A\ > A per ogni k € N.
Per ogni k € N esiste My < \g, My € M, cioe tale che u(x) < My qo. Dunque per ogni k € N
esiste By di misura nulla tale che u(xz) < M, per ogni z € A\ By. Se B = UgenBy avremo

u(z) < My,Vz € A\ B,Vk € N.

Dunque u(z) < X per ogni z € A\ B, con B di misura nulla. Si osservi che A € M in base alla
definizione e al fatto che non puo essere A = —oo. Infatti, se cosi fosse avremmo u(z) = —oo
sull’insieme A\ B di misura positiva (eventualmente di misura infinita). O

Il numero A ora trovato si dice I’estremo superiore essenziale di u(z) su A.

esssup pequ(z) = min{M : u(x) < M qo}. (5.2)
Analogamente si definisce ’estremo inferiore essenziale di u(x) su A

essinf zequ(x) = max{M : u(x) > M qo}. (5.3)

Se tali costanti non esistono diremo che esssup u(x) = +00 o essinf u(x) = —oo rispettivamente.

Definizione 5.1.3 In L*°(A)

[lulloo,a = esssup ye slu(x)] - (5.4)
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Si riconosce facilmente che quella data ¢ una norma in L>°(A). Si ha poi |u(z)| < ||u||s,4 go in A
e, se |u(z)| < M, allora ||ul|ec,a < M.

Definizione 5.1.4 Ricordiamo che si dice spazio di Banach sul corpo C (o R) uno spazio vettoriale
B su C (0 suR) che sia dotato di una norma e che sia completo cioé tale che ogni successione di
Cauchy in B sia convergente a un elemento di B. Uno spazio di Banach nel quale la norma sia
dedotta da un prodotto scalare si dice spazio di Hilbert.

Teorema 5.1.1 Gli spazi LP(A), (p = 1,2,00) sono spazi di Banach rispetto alle norme dette.
L%(A) ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto scalare definito da

(u,v)4 = /Au(x) cv(z)dr  u,v € L*(A). (5.5)

Dimostrazione: Tutte le proprieta della norma sono facili da verificare, compresa la disuguaglianza
triangolare che vale in L? grazie alla validita della disuguaglianza di Buniakovskii-Cauchy-Schwarz
(detta comunemente di Schwarz). Rimane sostanzialmente da dimostrare la completezza. 11 caso
p = 1 discende direttamente dal teorema di completezza 4.1.1. Esaminiamo ora il caso p = 2. Per
dimostrare la completezza di L?(A) e di L>(A) useremo il seguente criterio: uno spazio vettoriale
V su C, normato, & completo se e solo se vale la seguente proprieta: data una successione (uy) di
elementi di V, se Y ||ug|| converge, allora anche ) u; converge in V.

Sia dunque (uy) una successione di L?(A) tale che la serie > ||ug||2,4 converga a un numero A > 0
e dimostriamo che allora converge anche " uy in L?(A). Supporremo per cominciare uy(z) > 0.
Introduciamo le ridotte wy = Z?:o uj. Allora per ogni k € N wy € L?(A) e si ha [Jwg|l2 <

S llukllz < A, ciot [, w? < A2,

Poiché (w,%) ¢ non decrescente, grazie al Teorema di Beppo Levi 4.2.1, essa converge qo a una
funzione w integrabile e non negativa. Sia poi u = /w. Mostreremo che wy — u in L?(A4). Ora
u € L?(A); inoltre wy — u qo. Infine vale |wy(x) — u(x)|? < 2|u(z)|? qo per ogni k € N. Allora per
il teorema di Lebesgue 4.2.2 applicato a |wy, — u|? si ha che wy, — u in L?(A).

Se poi u ha segno arbitrario, si puo applicare il criterio precedente alle parti positiva e negativa,
con |[uf||a < ||ug||2. Nel caso complesso si considerano poi le serie delle parti reali e immaginarie.

Consideriamo infine il caso p = co. Sia dunque (uy) una successione a valori in L>°(A) tale che la
serie ) ||ug||so,4 converga. Per ogni k € N esiste By, di misura nulla tale che |ug(x)| < ||ug||oo Vo €
A\ By. Sia B = U2 By, che ha misura nulla ed ¢ tale che

lug(x)| < [|uglloo Vo € A\ B,VEk € N.

Poiché converge Y ||ug||oo, per il criterio di Weierstrass della convergenza normale, si ottiene che
la serie > ug(z) converge uniformemente in A \ B. Dunque la serie converge ad una funzione
misurabile e limitata in A \ B, funzione che sta quindi in L°°(A). Infine, si ha

k k
llu =Dl < sup u(z) =D uy(=)],
j=0

=0 x€eA\
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e il membro destro tende a 0 per k — co. Dunque la serie converge nel senso di L*°(A).

Osservazione 5.1.1 Esistono funzioni

1. uw € LY(0,00) ma non in L?(0,00), né in L>=(0,00);
2. u € L*(0,00) ma non in L'(0,00), né in L>(0,00);

3. u € L*®(0,00) ma non in L'(0,00), né in L*(0,0).

Dimostrazione: Per il punto 1. Si consideri u(z) = % per 0 <z <leu(z)= x% per 1 < z.

Per il punto 2. Si consideri u(x) = 4%/5 per0 <z <leu(z)=2perl<uz.

Per il punto 3. Si consideri u(x) =1, Yz > 0.

Proposizione 5.1.1 Sia A un insieme misurabile di misura finita. Allora

L>®(A) C L*(A) C L'(A).

Inoltre
vl < m (A)2||v]|oo, Yo € L
Jolls < m(A)Y2||v]|s, Yo € L?
Jolli < m(A)|Jv]|oo, Vv € L.

Dimostrazione: Immediata.

Teorema 5.1.2 Se A ¢ misurabile si ha
LY(A)NL>(A) C L*(A)
e per ogni v € L' N L™ wvale

1/2
l[oll2 < [Jolly/? - [Jo]|22.

Dimostrazione: Infatti si ha

HvH%=/Iv\2=/!v!~\v!§!\v!\w~/v!=|!vHoo-Hle-
A A A

O

(5.10)

(5.11)

0

La relazione tra la convergenza qo di una successione di funzioni e la convergenza in L', L? o L™

¢ fornita dai seguenti teoremi.
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Teorema 5.1.3 Siap=1o0p=2. Se (ux) € una successione a valori in LP(A), se ur, — u qo ed
esiste una funzione ¢ € LP(A) tale che

lug ()| < p(z)qoVk € N,

allora w € LP(A) e (ug) converge a u in LP(A).

Dimostrazione: Omessa. O

Vale un inverso parziale.

Teorema 5.1.4 Siap =1 0 p = 2. Sia (ux) una successione di funzioni in LP(A) e si supponga
che uy, converga a u nella norma di LP(A). Allora esistono una sottosuccessione (v;) e una funzione
@ € LP(A) tali che vj(x) = u(z) qo e |vj(x)| < p(x) qo, per ogni j € (N).

Dimostrazione: Omessa. O

Per quanto concerne L*°(A), si ha

Teorema 5.1.5 Siano (ux) una successione a valori in L°(A) e uw € L*°(A). La successione (uy)
converge a u in L>®(A) se e solo se esiste un insieme B di misura nulla tale che ug(x) — u(x)
uniformemente in A\ B.

Dimostrazione: Omessa. OJ

Osservazione 5.1.2 Sia A = R e sia ui la funzione caratteristica dell’intervallo [log k,log(k+1)],
k> 1; allora perp=1,2

1
/|uk|P =log(k+1) —logk = log(1 + E) .

Dunque limy_yo [ |ug? = 0. Tuttavia non esiste ¢ € LP(R) tale che |ug(z)| < ¢(z) go pure se
ug(z) = 0 qo. Infatti, se fosse |ug(z)| < p(z) qo per ogni k > 1, si avrebbe ¢(x) > 1 go e dunque
¢ ¢ LP(R). Esiste tuttavia una sottosuccessione con le proprieta del teorema 5.1.4. Se si prende la
sottosuccessione corrispondente a j = k%, e o(z) ¢ la funzione caratteristica di

U log(k?),log(k* + 1)[,
k=1

siha |vj(2)] = |up2(2)] < () qo e

/ p—Zlogk2 — log(k%)] Zlog 1+ ) < 400
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Osservazione 5.1.3 FEsiste una successione di funzioni che converge in L*(0,1) e in L*(0,1) ma
che non converge qo. Per ognin > 1 suddividiamo l'intervallo [0,1] in n intervalli uguali: I, j =
[%, %], Jj=1,2,...,n. Imponiamo sulla successione (I, ;) l'ordine lessicografico. Cioé I, j < Iy,
sem < m osen=m maj<k. Riordiniamo ora in un’unica successione la successione doppia
cosi ottenuta, procedendo come seque: Iy = I11 e se Iy, Ia, ..., I sono stati scelti I 1 sia il
primo (nell’ordine lessicografico) degli (I, ;) non presenti fra Iv, I, ..., Iy. Sia poi uy la funzione
caratteristica dell’intervallo Iy: up(x) = xr.(x). La successione (uy) € la successione richiesta.

Infatti, se p=1,2
1
1
[ st =) =5, sel = (1),
0

Dungue uy, — 0 in L' e in L?. Ma la successione non converge qo a 0. Infatti essa ha un andamento
oscillante per ogni x € [0,1]. Per ogni x esistono infiniti valori di k tali che x € Iy e infiniti per
i quali x ¢ I. Dunque per infiniti k ux(x) = 1 e per infiniti k ugp(z) = 0. Una sottosuccessione
come quella del teorema 5.1.4 si ottiene, per esempio, prendendo quei valori di k corrispondenti a
(n,1), prendendo poi p(z) = 1.

Diamo ancora la seguente definizione.

Definizione 5.1.5 Sia u una funzione a valori reali o complessi definita in un aperto 2 C R”.
Diremo supporto di u (supp (u)) il sottoinsieme di ) cosi definito: xo € Q non sta in supp (u) se
esiste un intorno U di xo, U C Q tale che u(x) =0 qo in U.

L’insieme supp (u) € un insieme relativamente chiuso di Q. Per esempio, se @ =] — 1,1[C R e

() = 0 se—-1<x<0
U110 se 0<z<1,

allora supp (u) = [0, 1] che non & un insieme chiuso in R, ma lo & in Q =] — 1, 1].

Definizione 5.1.6 Una funzione u(x) definita sull’aperto @ C R™ si dice a supporto compatto se
il suo supporto & un sottoinsieme compatto di Q.

5.2 Sottospazi densi di LP(2)

Definizione 5.2.1 Una funzione misurabile in @ C R™ é detta funzione a scala se 1) supp (u) é
compatto e 2) il prolungamento banale di u € una funzione a scala di R™.

Dalla definizione di LP(2) con p = 1,2, segue

Teorema 5.2.1 Sia Q@ C R"™ un aperto. Allora le funzioni a scala sono un sottospazio denso di
LY(Q) e di L*(Q).
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Definizione 5.2.2 Sia Q C R"™ un aperto. Indicheremo con C5°(2) = D(R2) lo spazio vettoriale su
C delle funzioniv € C§°(2) che hanno supporto compatto in .

Consideriamo il seguente esempio fondamentale.

Esempio 5.2.1 Sia

(p(w):{o sex <0
e Ve se x>0 .

Come ¢é noto ¢ € C®(R). Se x € R, v,(z) = p(1 — ||z||?) & una funzione di classe C*°(R™) con

(5.12)

supporto compatto ||z|| < 1. Qui ||z|| = /> p_y 27 ¢ la norma euclidea di x = (z1,%2,...,%n);

vn(x )€ > 0,z,20 € R" € una funzione di D(R™) che ha supporto dato da By, . = {x € R™:
||z —zo|| < e}. Come noto, By, ={x € R" : ||z —xo|| < e} € la palla aperta di centro xg e raggio
g in R™, By, € la sua chiusura. Si consideri poi Vi(z) = [*__k-vi(t)dt che é identicamente nulla

sex < —1, & di classe C*°(R) ed ha un valore costante ¢ > 0 se x > 1. Scegliendo opportunamente

—+00
la costante k, k = 1/(/ v1(t)dt), si puod fare in modo che ¢ = 1. Se a,b,a’,V sono tali che

[a,b] Cla,b], posto o= (a+a')/2,8=(b+V)/2,0<e < fmin(ld —al,|b—V]), definiamo
08—z

dile) = Vi) - W(m—0). (5.13)

Si vede facilmente (lo si faccia per esercizio) che Y1(z) =0 sex ¢ [ —e,f+¢] C [a+e,b— €]
epi(x) =1sex €la+e,f—el Cld —el +e|l. In particolare, fissato un intervallo aperto I e
un intervallo compatto J C I, esiste 11(x) di classe C*°(R) che vale identicamente 1 se x € J ed
¢ identicamente nullo se x ¢ 1. Se R = I} x Iy ¢ un rettangolo aperto di R%2eJixJo CR éun
rettangolo compatto, la funzione

Ya(w,y) = ¥1(x) - a(y)

¢ una funzione di classe C*°(R?) che vale identicamente 1 in Ji x Jo ed ¢ identicamente nulla fuori
di Iy x Is. La costruzione si puo agevolmente generalizzare a R™, per n > 2.

Dunque si possono costruire funzioni di classe C*°(R"™) che sono identicamente nulle fuori da un
rettangolo aperto e valgono identicamente 1 su ogni rettangolo compatto strettamente contenuto
nel rettangolo aperto. Diamo ora, senza dimostrazione, il seguente risultato di densita

Teorema 5.2.2 Sia Q un aperto non vuoto di R™. Allora lo spazio D(2) é sottospazio denso sia
di LY(Q) che di L?(2), con le rispettive norme.

5.3 Gli spazi L, conp>1

Definizione 5.3.1 Sia A C R" un insieme misurabile di misura positiva e sia p > 1. Con LP(A)
denotiamo l'insieme delle funzioni v definite su A a valori complessi e tali |v|P sia integrabile su A.
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In LP(A) introdurremo la norma

[lv][p,a = (/A |v|p> 1/177 ve LP(A). (5.14)

Teorema 5.3.1 Per ogni p > 1, LP(A) é uno spazio di Banach.

Dimostrazione: Si verifica facilmente che si tratta di uno spazio vettoriale e anche alcune proprieta
della norma sono facilmente verificate. Non cosi immediata & la verifica che se u,v € LP(A) anche
(u+v) € LP(A) e la verifica della disuguaglianza triangolare.

Si consideri la funzione 1/1( ) = 2P~ ( + 1) — (t + 1)P, definita in 0 < ¢t < 1. La derivata ¢/(t) =
-1

p2P~ L p=t — p(t + 1)P~L = p[2P- —(t+1)P ) <0se0<t <1 Slhaw():()equindi
P(t)>0per0<t<1. Seab> > b, posto t = 2 < 1 si avra percio w(a) > 0, cioe
bP b
PN =4 1)> (= +1)P
ZinzCey

e quindi, moltiplicando i due membri dell’'uguaglianza per a? si trova

(a+D)P < 2P71(aP 4 1P).

Di qui si trae la conclusione valida qo per due funzioni u e v di LP(A):

[u(@) +v(@)” < (lu(@)| + [o@))? < 227 (Ju(@)P + o))

Dunque se u,v € LP(A) anche u + v € LP(A). Per dimostrare la disuguaglianza triangolare ci
serviremo della seguente

Disuguaglianza di Holder

1 1
Per ogniuw € LP,v € LY, tali che — + — =1 si ha che
p q

uolly < fullp - [[llq - (5.15)

Per provare questa disuguaglianza, osserviamo che la funzione log x & una funzione concava su |0, 00|
e quindi se 0 < s < 1, t1,t3 > 0, si ha

slog(ty) + (1 — s) log(te) <log(st; + (1 — s)ta).

Passando all’esponenziale
ot < st (1—5) 1.

Se t; = a1/®) e ty = /(179 &i trova dunque
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Se, infine, a =k - |u(z)|,b = |v(x)|/k, con k > 0, s = % equindil—s=1-: = 6’ si trova
u(e) - 0(@)] £ - K@) + o fel)
T q ki '

Poiché u € LP e v € L7 si deduce che u - v € integrabile, e integrando si trova

1
[ ) vl < Tlullp+ — -l (5.16)

k 1
Definiamo g(k) = —||u|[b + Pl [[v[|%, il secondo membro della precedente disuguaglianza. Al

variare di k > 0 questa funzione deve avere un minimo. La derivata
—1 —q—1
g'(k) =K'~ ullf — &~ - [Jol[]

si annulla se e solo se k = ||ul|p~1/9 - ||v]|;/p, che fornisce il minimo di g(k). Calcolando in

corrispondenza a questo valore di k£ la disuguaglianza 5.16 si ottiene

1 1
w1y < JZHUHpHqu + 5\|U||p|\v||q = [lullplvllg (5.17)
cioe la disuguaglianza di Holder 5.15.

Siamo ora in grado di dimostrare la disuguaglianza triangolare in LP che in questo caso assume il
nome di disuguaglianza di Minkowski.

Se u,v € LP(A), si ponga w = |u| 4 |v| € LP(A). Osserviamo che
[|wlff = / wP :/(M + Jv]) - wP ! Z/ |u| - wP™? —I—/ lo| - wP™L.
A A A A

Si noti che w® 19 = w? e dunque w?~! € LI(A). Per la disuguaglianza di Hélder si trova allora

HwHﬁSHqu-prleq—i-Hva-pr*lHq:(Hu|]p+Hva)'prflﬂq:
(HUHpHIva)'(/Aw”)l/qz(HUHpHIUHp)'IIwIIp/q
Cioe
[l 50D = Yl |7 = [[(jul + [oDIlp < el + [2]]p -

Poiché |lu + v||, < [|(Ju] + |v|)||p segue la disuguaglianza di Minkowski (ossia la disuguaglianza
triangolare per la norma di L?)

lu+ollp < ullp + ol (5.18)
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Infine, per quanto attiene alla completezza dello spazio, si procede come si & fatto nel caso L?(A),
sostituendo ovunque 2 con p. ]

Per concludere ricordiamo il seguente risultato

Proposizione 5.3.1 Se u € LP(A) per ogni p > py, esiste

tim[lullp

finito o infinito. Precisamente, se u € L>(A) allora il limite é ||u||oo, A, altrimenti il limite é +o0.

1
Osservazione 5.3.1 Se 0 < p < 1, u € LP(A), |ul, = ([, |ulP)?, non ¢ una norma, perché non
vale la disuguaglianza triangolare.

Infatti, si consideri A = [0,1] € R, u(z) = X}y 1((2), v(z) = X[11) (x). Allora

2

=

u+ol, = (/[O ; Ju(e) + v(%)\”) = 1> fulp + [v], =

= uxp; va:p;:-lézlé
—(Am\<n> +<Am|<>> 2 (3)F =277,

Infatti, nelle nostre ipotesi, 1 — zl) < 0. Se, per esempio p = %, 1-— 1% = —1. Lo stesso fenomeno

si pud osservare con la “p-norma” in R?. Si considerino i vettori u = (1,1),v = (1,0),w = (0,1).
1 1

Sia |(z,y)|p = (|z? + |y[P)?. Allora |(1,1)|, =27 > |(1,0)], + [(0,1)[, = 1+ 1 = 2. Questo fatto &

conseguenza della non convessita delle sfere rispetto alla “p-norma’”, quando 0 < p < 1. O
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25 -1 -0,75 0,75 1 1

-0,79

-1

1

Figura 5.1: Sfera unitaria in R? con p = T
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Capitolo 6

Cenno alle distribuzioni

6.1 Introduzione

Una funzione u : 2 — C con €2 aperto in R™ si dira localmente sommabile in {2 se & integrabile su
ogni compatto K C €. Le funzioni di questo tipo si dicono di classe localmente L'(Q). Si scrive:
ue L, ()

Definizione 6.1.1 Diremo che una successione di funzioni uy € L}, (Q) converge a u € L, (Q)

.71
in Lj,, se

lim / lup —u| =0, VK CQ, (6.1)
K

k——+o0

con K sottoinsieme compatto di 2.

2

Esempio 6.1.1 Convergono alla funzione signz in L}, le successioni: tanh(kz), 2 arctan(kz),

% fokx et dt.

1

1oc(A), se v & una funzione limitata e a supporto compatto,

Ul—>/u-vdaj

¢ un funzionale, cio¢ un’applicazione da LS (A) a C che ¢ lineare e tale che se la successione (vy)
tende alla funzione v in LS (A) ossia quando ||vx — v||so,x — 0 per ogni compatto K C A, si ha

loc
‘/ UV — UV :‘/ u(vg — v)
K K

Cioe il funzionale v — [u - vdz & lineare e continuo rispetto alle successioni (v;) che tendono a v
in L (A).

loc

Fissata una funzione u € L

< loe = vlfooic / lu = 0.
K

185
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In generale, nelle applicazioni, servono funzionali piu generali di quelli definiti come sopra da
funzioni u € Llloc; come controparte tali funzionali sono applicati a funzioni che sono piu regolari
delle funzioni di L7;,.. Le funzioni sulle quali opereranno i funzionali lineari considerati saranno le
funzioni v € C§°(Q2) = D(Q), cioe le funzioni di classe C*° a supporto compatto K C €, a valori
in C che costituiscono uno spazio vettoriale su C. Si dicono anche funzioni “test” o funzioni “di

prova’.

In D(©2) daremo la seguente nozione di convergenza di una successione (vy)

Definizione 6.1.2 Sia (vy) una successione di funzioni di D(2). Diremo che la successione
converge a una funzione v € D(Q) se

(i) esiste un compatto K C Q che contiene i supporti di tutte le funzioni vg e v;

(ii) per ogni operatore differenziale D di ordine > 0 si ha limg_ 4o D, = Dv uniformemente
nell’aperto Q.

6.2 Distribuzioni

Definizione 6.2.1 Diremo distribuzione sull’aperto 2 C R™ ogni funzionale lineare su D(2),
continuo nel senso che

lim Lv, = Lv se vy —v in D). (6.2)

k—+o00

Ovviamente, per la linearita, la continuita del funzionale sara verificata se dal fatto che vy — 0 in
D(Q) segue che Lvg — 0.

Volendo distinguere i vari casi, si notera D(Q,R) o D(2,C) se si ha v : @ — R o, rispettivamente,
v:Q — C con v e C§°. Lo spazio delle distribuzioni sara indicato con D’(2).

Si puo dimostrare la seguente caratterizzazione

Proposizione 6.2.1 Un funzionale lineare L definito su D(§2) é una distribuzione se e solo se
verifica la sequente condizione: YK C Q, K compatto, esistono due costanti M > 0 e m € N tali
che Yv € D(Q2) con supporto contenuto in K wvale

|Lv| < M - max ||Dvl|~
|D|<m

dove D é un operatore di derivazione e |D| e l'ordine dell’operatore.

Osserviamo che se u € LlloC7 v — [wuv & un funzionale lineare, continuo, cioé una distribuzione
u € D'(R2). Qui 'integrale & I'integrale di Lebesgue esteso a K D supp (v).
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Notazione Se u € D'(2) e v € D(2) denoteremo con uno dei simboli

) o Aum otém (6.3)

il valore del funzionale u assunto su v € D(£). Si noti che se u ¢ L} la notazione come integrale

non ha alcun significato, ma e solo simbolica; ricorda la situazione con u localmente integrabile.

Definizione 6.2.2 Due distribuzioni u,w € D'(2) sono uguali se

/w:/m; Yo € D(Q). (6.4)

Definizione 6.2.3 Sia (uy) una successione di distribuzioni in Q e u € D'(?). Diremo che (uy)
converge a u nel senso delle distribuzioni (in D'(£2)) se

lim /ukv = /uv Vv € D(Q). (6.5)
k—4o00

Analogamente, la serie di distribuzioni Y uy converge a u nel senso delle distribuzioni se converge
a u nel senso delle distribuzioni la successione delle ridotte.

Vale il seguente

Teorema 6.2.1 [Teorema di completezza] Sia (ux) una successione di distribuzioni in Q e si
supponga che per ogni v € D(Q) esista finito
lim ULV . 6.6
k—+o00 k ( )

Allora esiste una distribuzione u in Q alla quale quale (uy) converge nel senso delle distribuzioni.
Lo stesso dicasi per la serie Y uy.

Lo stesso risultato vale non solo per le successioni, ma anche per distribuzioni dipendenti da un
parametro continuo ¢, per t — tg € R o per ¢ che tende a +00 0 —00.

Abbiamo osservato piut volte che se u ¢ localmente integrabile allora [ u- & una distribuzione che
si puo indicare ancora con u. Ci chiediamo: & possibile che funzioni localmente integrabili diverse

definiscano su D(Q) la stessa distribuzione? Fortunatamente cid non accade, come testimonia il
seguente

Lemma 6.2.1 [Fondamentale per le distribuzioni] Se u1,us € L}, () e per ogni v € D()

/ul-v:/uQ-v

allora w1 = ug qo in €.

Dimostrazione: Omessa O
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6.3 Alcuni esempi fondamentali

Consideriamo, per cominciare, funzioni di una sola variabile

Esempio 6.3.1 [La distribuzione di Heaviside| Sia

[0 sex<O0
Hw) = {1 se ©>0 . (6.7)
Se
, -1 sex <0
sign (x) = { 1 s 750 (6.8)

H(z) = (1 +sign (z)) & detta funzione di Heaviside. Ovviamente H(z) € L}
ogni v € D(R) si ha

(R). Allora, per

loc

+o0o
Hv = (H,v) = /RH(x)v(x) dx :/0 v(z)de. (6.9)
U

Ci sono distribuzioni che non sono individuate da una funzione localmente integrabile. Per esempio
si consideri

Esempio 6.3.2 [La distribuzione delta di Dirac] E la distribuzione u definita da

(u, v) = (6,0) = /R 5(x)v(z) = v(0). (6.10)

Mostriamo che questa distribuzione non e generata da alcuna funzione localmente integrabile.
Teorema 6.3.1 Non esiste una funzione §(z) € L, .(R") che genera la distribuzione 6.

Dimostrazione: Infatti, se per assurdo la distribuzione fosse generata da una funzione localmen-
te integrabile d(z), preso Q@ = R™\ {0} e una funzione arbitraria v € D(2), si dovrebbe avere

Jo 0(z)v(z) de = 0. Cioe sarebbe d(x) = 0 qo in R™\{0}, per il Lemma 6.2.1, e quindi 6( ) =0qoin
R™, dal momento che I'insieme {0} ha misura nulla. Dunque si avrebbe (§,v) = [, d(z)v(z) dz =0
per ogni v, anche per una v tale che v(0) = 1, per esempio. Dunque non potrebbe valere

l'uguaglianza (6, v) = v(0).
Possiamo offrire una dimostrazione alternativa. Consideriamo la funzione

o se ||z|| > 1
() = e e Vllel-1?  ge [z]| <1 .
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Si tratta di una funzione in D(R"™) tale che v(0) = 1. Consideriamo la successione vi(x) = v(kz);
per ogni k < 1 si ha suppuvg = {z : ||z]| < %} Se supponiamo che la distribuzione § sia definita da
una funzione integrabile §(z), dovremmo avere

- d(x)vg(z) = vk (0) = 1. (6.11)

Osserviamo che [6(x) - vg(z)| < |6(x)| che & funzione integrabile e che vg(z) — 0 qo. Infatti
lim vg(x) =1#0
k—o0

solamente per x = 0 € R™. Allora per il teorema di Lebesgue 4.2.2, dovremmo avere

o(x)vg(z) =0,
RTL

contro il precedente risultato 6.11. U

Tuttavia vale il seguente

Teorema 6.3.2 Per ogni distribuzione u € D'(Q) esiste una successione (uy) di funzioni in D(2)
che converge ad u nel senso delle distribuzions.

Dimostrazione: Omessa O

1

loes @llora u, — u in D' (Q).

Proposizione 6.3.1 Se up — u in L

Dimostrazione: Infatti per ogni v € D(2) si ha

'/uk_/u

Poiché per ipotesi ||uy — ul|1,x — 0 per k — +oo0, allora [ uv — [uv. O

< lur —ulli i - |vfloo,x se K =supp (v).

Esempio 6.3.3 Fuacciamo vedere che esistono funzioni u. € LlloC che tendono alla 6 di R™ per
e —07. SiaveD(Q) e si consideri

1

us () = mXBE (),

dove B ¢ la palla di R™ avente centro nell’origine e raggio €. Ricordiamo che

(2#)"/2
n!!

se n € part
m(B;) =¢"-
2(n+1)/2 4 (n—1)/2

T se n e dispari .
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St ha

1
= = B. .
/nuev m (B.) /Ev v(ze), € Be

Si ¢ tenuto conto del teorema della media per gli integrali e del fatto che v € una funzione continua.
Ora se ¢ — 0, anche x. — 0. Dunque

lim usv = v(0),
e—0 Rn

ossia u: — 6 nel senso delle distribuzioni. In questo caso u. € una funzione a supporto compatto, ma
non é di classe D(R™); tuttavia si potrebbe facilmente “lisciarla” fino a diventare anche di classe
C*®. Un esempio di classe C* anche se non a supporto compatto e invece fornito dal sequente
esempio.

Sia u(x) e~ € C®(R). Definiamo uy(x) = k - u(kx). Vale allora

_ 1
Nz
lim ku(kx)v(x) dr = lim u(y)v(—y) dy = / u(y)U(O) dy = ’U(O) ,

k—o0 R k—o0 R k

per il teorema di Lebesgue 4.2.2. Dunque ancora limg_,o, ug(z) = d(z) nel senso delle distribuzions.
O

Altro esempio importante ¢ il seguente

Esempio 6.3.4 Sia u(z) = L definita qo in R. Ouvviamente, u(x) ¢ L] (R). Possiamo definire

oz loc
una distribuzione su R considerando la parte principale dell’integrale Pé:

La distribuzione si puo definire come limite della famiglia di funzioni

éXs(x)

dove xe(z) & la funzione caratteristica di R\ [—¢,¢]. Si ha
oo 1 B
/ = ye(@)v(@) de = / v@) v 4
r e<|z|<r

oo x

uguaglianza che vale perché 1/x é dispari. Si noti che r é tale che [—r,r] D suppv. Poiché v(z) é
funzione di classe C*° esiste il limite per € — 0. Dunque

0@ v@) =00
P/R dr =1 dx . (6.12)

X e—0 €<‘£E|§T X

Anche in questo caso la distribuzione non é definita da una funzione localmente integrabile w(x).
Se lo fosse, sarebbe w(x) = % in R\ {0}, dunque go inR. Ma % non ¢ integrabile in alcun intervallo
che contiene lo 0. O
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Osserviamo che una combinazione lineare di distribuzioni € un distribuzione. Se u ¢ una distribu-
zione e 1h € C*°(Q), w = w) & la distribuzione che ad ogni v € D(Q) associa

Juwo=[utwo).

Osserviamo inoltre che se u € un funzione differenziabile in R" e v € D(2), allora
ov ou /
U—=— | —uv+ u-vieg, V) ds 6.13
o Oy o 0z +09Q fex, ) (6.13)

dove v ¢ la normale esterna alla superficie +0¢2, la superficie, supposta regolare e positivamente
orientata, che delimita (2, mentre ey, & il versore dell’asse k-esimo. Se v € D(Q) e suppv C 2 allora
Jioqu-viex,v)ds = 0. Pitl in generale, se r & un versore, u € CH(Q), e v € D(N), si ha

/Q (Dyu)o = — /Q w- (D).

Queste osservazioni permettono di dare la seguente definizione

Infatti v € D(Q).

Definizione 6.3.1 Sia Q un aperto di R™, v € D'(Q), r un versore di R". Esiste una distribuzione
w € D'(Q) tale che, per ogni v € D()

/Qwvz—/ﬂu(Drv).

La distribuzione w si denota con D,u o con g—;f e si dice la derivata di u nella direzione di r.

Esempio 6.3.5 Calcoliamo la derivata della distribuzione di Heaviside H(x). In base alla defini-
zione, abbiamo

(H, ) = /RH’(:C)U(:U) do = —/RH(;U)U'(:U) do = — /Ooo V(@) dz = —(r) + v(0) = v(0) = (5, v),

poiché si suppone che suppv C [—r,r]. Dunque, nel senso delle distribuzioni, si ha

H'(z)=6(z) . (6.14)

Esempio 6.3.6 La derivata (nel senso delle distribuzioni) dilog|z| ¢ P L. Infatti

/(log |z]) v = —/ log |z|v'(z) dz = lim log |z|v'(z) dz =
R R €20 Jo<|z|<Mm
= lim | —log|z| - v(z)|M —log |z| - v(z)| =5 +/ lv(ac) dz | =
e—0 ) M Jeclo<m @
1 . 1
_p / L (@) da + Tim log(e) [v(e) — v(—&)] = P / L o(2) dz
R e—0 RT

Si é tenuto conto che suppv C [—M, M] e che v é funzione infinitamente derivabile. O
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Supponiamo che w e v siano due funzioni differenziabili definite su un aperto limitato e connesso di
R™ con w a valori in R e v a valori in R. Se V indica il gradiente, allora vale la seguente formula
d’integrazione per parti

/Q<w,V>vdm: —/Q(divw)vdx+/ vlw, V) ds. (6.15)

+0Q2

Quidivw =V .-w = Z 8— e la divergenza, v & la normale esterna alla superficie (bordo) di €2 che
Ty

¢ orientata posfcwamente ossia con la normale esterna considerata come positiva; infine ds indica
I’elemento di superficie, mentre dx € ’elemento di volume. Sia poi w = Vu, con u funzione a valori
reali, e si ricordi che V2 = A, l'operatore di Laplace. Allora si trova

/(Vu,Vv)da::—/(Au)vdx—l—/ %'vds:
Q Q +o0 OV

v
= — uAvd:):—l—/ u-—ds.
/Q( ) too  Ov

Cioe

_/(AU)UCZJU—/U(—AU)CZQC—/ Ou. vds+/ u-@ds.
Q Q +o0 OV +oo OV

Se v & nulla fuori di un compatto K, si ottiene

—/Q(Au)vd:c:/u(—Av) da . (6.16)

Q
ou U 0%u 0%u
Si vede facilmente che, nel senso delle distribuzioni, — = r e che = er
’ " Or Z_: R owy Ox0xp,  OxpOxy P
ogni h,k =1,...,n; cioe per le derivate di una distribuzione vale sempre il teorema di Schwarz.

Infine, se u € D', 1) € C*°, vale la formula di Leibniz

(ueh) = u'e) + ugf . (6.17)
6.3.1 Un esempio importante

Esempio 6.3.7 Sia u € L}, .(R3\ {0}) definita da u(z) = HTlH’ perz #0, ||z = \/3h_, z3. Se
v € D(R3), si ha

Au-v:/u-AU:hm u-Av =
R3 R3

e20J)|z||>e

= lim {/ Au - v +/ u(Vu,v)ds —/ v(Vu, 1/>ds} ,
e=0 | J]jzll>e ||| |=¢ ||z||=¢
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\ - - - _ _ 3 \
dove v ¢ la normale esterna rispetto ||z|| > €, quindi v(z) = —%, se [|z|| = . In R*\ {0} u(z) ¢

di classe C*° e quindi Vu = —W . H%H e conseguentemente Au = 0 in R3\ {0}. Dunque il primo
integrale tende a 0 per € — 0. Il modulo del secondo contributo é maggiorato da

VO] oo, r3 * |l oo,|[a]|=¢ - 4e? .

1l primo fattore ¢ limitato, il secondo vale % e quindi il tutto tende a 0 se ¢ — 0. Infine si osservi

che (Vu,v) = E% su ||z|| = €, e quindi il terzo integrale da

1 47
v(Vu,v)ds = — / v(z)ds = / v(x)ds = 4mv(z,) .
/|z|=e €% Jljel=e 4me? Jyjo)|=

Qui si ¢ applicato il teorema della media per l'integrale. Se e — 0, questo contributo tende a 4wv(0).
Dunque abbiamo stabilito

1

Arr| ]|

A( )=d(z) inR3. (6.18)

Definizione 6.3.2 Siano Q un aperto di R™ e u € D'(Q).un punto x € € non sta in suppu se
esiste un aperto Q' C Q, intorno di x, tale che u | ¥ = 0. Una distribuzione é detta a supporto
compatto se il suo supporto é un compatto K C Q. Se Q C R™ ¢ un aperto, u € D'(Q) una
distribuzione a supporto compatto, il prolungamento banale di u, 4, é definito da

/na-v:/gu-(vfﬁ), (6.19)

per ogni v € D(R™).

6.3.2 La convoluzione

Un’operazione molto importante sulle funzioni (e sulle distribuzioni) & quella di convoluzione.

Definizione 6.3.3 Date due funzioni u,v definite su R™ e a valori in R o in C, si dice prodotto
di convoluzione delle due funzioni la funzione

uxv(x) = /n u(x —y) - v(y) dy, (6.20)

quando tale integrale esiste.
Si ha

Teorema 6.3.3 Siano u,v € L'(R™). Allora u*v € L'(R").
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Dimostrazione: La funzione che associa (z,y) +— |u(x — y)v(y)| ¢ integrabile su R™ x R™, per il

Teorema di Tonelli 4.2.7. Infatti x — |u(x — y)v(y)|, fissato y, & integrabile su R™, poiché e il
prodotto di |v(y)|, costante, per una funzione integrabile |u(x — y)]|.

[ e =wowlds = o)l [ e =lde = o) [ lu@)lde = o) ull

Ma anche la funzione y — |v(y)|||u||1 € integrabile. Dunque, per Fubini 4.2.6, ¢ integrabile anche
y — u(z —y)v(y) per quasi ogni z e quindi u * v & definito qo come funzione di x.

[ atw =)o) dy = o(a)
¢ dunque definita per quasi ogni x. Si vede poi facilmente che
[l of[y < fully - [Jol]y (6.21)

O

Si puo dimostrare che se u,v € L}OC(R”) e almeno una delle due, per esempio v € L'(R"), allora

u*xv € L}OC(R”). Lo stesso vale se una delle due ha supporto compatto. Si osservi che in ogni caso
si ha

uxv(x) =v*u(x) (6.22)
Per semplicita verifichiamolo per z,y € R (cioé n = 1). Si ha uxv(z) = fj;o u(x—y)v(y) dy. Con la
sostituzione z = x —y e dunque y = z — z si trova fjoooo u(z—y)v(y)dy = f;;o u(z)v(r—2) (—dz) =
fj;o v(x — z)u(z) dz = v+ u(x). Non & difficile generalizzare al caso R".
Definizione 6.3.4 Se A, B C R" definiamo

A+B={z€eR":Jxc A JyeB e z=x+y}. (6.23)

Teorema 6.3.4 Se u,v € L}OC(R”) e u,v sono a supporto compatto, allora

supp (u * v) = supp (u) + supp (v) . (6.24)

Dimostrazione: Omessa. O

Teorema 6.3.5 Siano u,v € L}OC(R”) e v a supporto compatto. Se una delle funzioni e continua,

anche w* v ¢ continua. Se una delle funzioni ¢ di classe C*, anche uw*v lo ¢ e si ha

Di(uxv) = (Dgu)xv oppure ux* (Dgv). (6.25)
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Dimostrazione: Si supponga u continua e v a supporto compatto. Sia (xx) una successione che
tende a x. Scelti r, R tali che ||zg|| < r e suppv C Br = {z : ||z]| < R}, si trova

i wr o) = lim [ (- ey = [ ule = ey,

k—00 k—o00 supp v supp v

per il Teorema di Lebesgue 4.2.2. Infatti una maggiorazione dell’integrando ¢ data da M - |v(x)| se
M =sup |u| in B,4R.

Se poi u € C!
) u(z + hep —y) —u(x —y
t [ 2D gy = [ (Deue =)o) dy.
h—0 supp v h supp v
utilizzando ancora il Teorema di Lebesgue. Similmente si ragiona se v € C° o v € C!. O

Esempio 6.3.8 Si calcoli x[o1] * X[0,1)(Z)-

Dimostrazione:

1
Xio] * Xjo. (7) = /R xo1(@ — 9)Xjo) () dy = /0 xio (& — ) dy

La funzione xo1j(z —y) vale 1 solo se 0 < 2 —y < 1 mentre vale 0 fuori da tale intervallo. Tenuto
conto che pure y & compreso tra 0 e 1, si vede che l'integrale da un contributo non nullo solo se
0 <z < 2. Dunque per i valori di z in [0, 2], si ha

1 x—1 T
X[OJ}*X[O,l](-T)—/O X[O,l}(x_y)dy—_/ dt—/ 1dt:$—3«"+1:1-

Qui si e posto x —y = t, e quindi gli estremi d’integrazione per ¢ sono: se y =0, t = x; se y = 1,
t =x — 1. Inoltre y/(t) = —1. In definitiva si ottiene

X[0,1 * X[0,11(%) = X[o,21(%) - (6.26)

Vogliamo ora cercare di definire la convoluzione di distribuzioni. Supponiamo date due distribuzioni
u, w, definite per esempio da funzioni localmente integrabili, e vediamo quale significato possa avere
(u*w,v) con v € D(R™).

kw0, v) = /(u*w)v _ /(/ u( — y)w(y) dy )v(a) da

Posto x —y =z e quindi x =y + z,

L ([ we=newan)o@ar= [ w@uiradya:= [ @owty+ s,

Si osservi che se v(z) ha supporto compatto, non ¢ detto che anche v(y+ z) ce 'abbia. Per esempio,
sex €R, a >0, |z| < aeéun intervallo compatto, ma |y + z| < a non & un compatto di R?. Se, piu
in generale, K & un compatto di R", I'insieme delle coppie (y, z) € R™ x R™ tali che y + z € K non
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¢ un compatto di R x R™, a meno che non si imponga un’ulteriore condizione di vincolo. Se, per
esempio, una delle due distribuzioni ha supporto compatto, per esempio suppw C {y : ||y|| < b},
b >0, alloray+ z € K e ||y|| <b & un compatto di R" x R™.

Dunque, nel caso in cui w abbia supporto compatto

v'—>// (u®@w)v(y+ 2)dydz,Yv € D(R"),
R7 xR

€ una distribuzione, che e detta convoluzione delle distribuzioni u e w.

Un tipico esempio di distribuzione che ha supporto compatto € la Delta di Dirac.

Esempio 6.3.9 Calcoliamo u* 6 con u € D'(R).

Dimostrazione:

J s ) (@)o(e) de = o (fo ulz = y)dly) dy)v(z) do =

= [eur u(2)0()v(y + 2) dy dz = [ u(2) <fR d(y)v(z +y) dy) dz = [pu(z)v(z)dz.
Cioé

uxd=u, YucDR"). (6.27)

Piu in generale, & (u * §)(z — x¢) = u(x — xp). (Lo si calcoli per esercizio).

6.4 Distribuzioni ed equazioni alle derivate parziali

Per mostrare 1’'utilita delle distribuzioni nella risoluzione di problemi alle derivate parziali, faremo
alcuni esempi.

Consideriamo un semplice operatore differenziale del tipo

D =a1D? +ayD3 + ...+ a,D? (6.28)
dove gli a; sono numeri reali e Dyu = %.

Definizione 6.4.1 L’operatore differenziale 6.28 si dice di tipo ellittico se tutti i coefficienti ay,
sono strettamente positivi. Piu in generale, un operatore

n
i,j=1
si dice ellittico se puo ridursi alla forma 6.28 con tutti gli a > 0. (Si ricordi, per esempio, il
criterio di Jacobi-Sylvester sulle forme quadratiche, studiato nel corso di Analisi Matematica II).
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Si puo dimostrare che se u e w sono distribuzioni e almeno una ¢ a supporto compatto, si ha
D(u*w) = Du * w.

Consideriamo ora il seguente problema ai valori iniziali

Problema E data I’equazione parabolica
uy = Du in RT xR", (6.30)

dove D e un operatore ellittico, con opportune condizioni iniziali

u(z,0) = f(x). (6.31)
Si cerca un soluzione u(z,t) dell’equazione 6.30 con la condizione iniziale 6.31 nell’ambito delle
distribuzioni di R™ dipendenti dal parametro ¢, pensato come il tempo. ]

Definizione 6.4.2 Diremo che G(x,t) é una soluzione fondamentale o funzione di Green di 6.50
se G(x,t) soddisfa 6.30 e inoltre G(x,0) = 0(x).

Il problema posto ha la seguente soluzione nell’ambito delle distribuzioni

Teorema 6.4.1 Il problema 6.30 + 6.31 ha come soluzione

u(z,t) = (G * f)(x,t). (6.32)

Dimostrazione: Sinoti che la convoluzione va fatta sulle variabili spaziali. La dimostrazione ¢ allora
una semplice verifica. Infatti

A(G* f)(z,t)

DG+ f)=(DG)xf e (Gx[) = Y

=Gex f.
Dunque
Du—u=(DG—-Gy)xf=0,
poiché (DG — G;) = 0 per ipotesi. Inoltre
Gx,0)xf=0xf=Ff.
([l

In questo modo tutta la difficolta e scaricata sulla capacita di trovare la soluzione fondamentale.

Analogamente si puo dare la soluzione nel senso delle distribuzioni del problema ai valori iniziali
per ’equazione iperbolica
0%u
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con le condizioni iniziali

u(z,0) f(x)
{Ut(x,O) =g(x) . (6.34)

Qui D ¢ un operatore ellittico e f e g sono opportune condizioni iniziali.

Definizione 6.4.3 Diremo che G(x,t) é una soluzione fondamentale o di Green di 6.33 se G(x,t)
soddisfa 6.33 e inoltre G(x,0) = 0 e G¢(z,0) = d(x).

Teorema 6.4.2 Il problema 6.33 + 6.3/ ha una soluzione che si puo esprimere conoscendo la
soluzione fondamentale G(x,t).

Dimostrazione: Esporremo ora in dettaglio come si puo ottenere la soluzione nel senso delle distri-
buzioni a partire dalla conoscenza di G(x,t). Consideriamo la distribuzione

u(z,t) = (G * f)(x,t).

E facile riconoscere che u(x,t) soddisfa Pequazione differenziale e che inoltre u(z,0) = 0 e che
ug(x,0) = f(x). Percio, se poniamo v(x,t) = u(x,t) = (G¢ x f)(z,1), si trova che v(z,t) soddisfa
lequazione 6.33 e inoltre v(z,0) = (G¢(x,0)) * f = f(x) e vi(x,0) = (Gy | (t =0)) % f(x,0).

Cerchiamo ora una soluzione w(x,t) tale che w(z,0) = 0 e wi(z,0) = g(x) — v(x,0). Una tale
soluzione ¢ evidentemente fornita da

w(z,t) =G (g—Gyu [ (t=0)* f)(x,t).
Allora
z(x,t) = v(x, t) + w(z, t) (6.35)

¢ la soluzione cercata. Infatti, ’equazione differenziale Dz = % e verificata, grazie alla definizione

della soluzione fondamentale G(z,t). Inoltre si ha

z(x,0) =wv(z,0)+w(z,0)= f(z)+0= f(z), (6.36)

2t(x,0) = v(x,0) + we(x,0) = (G * [)(x,0) + (G * g)(x,0) — (G % f)(x,0) = g(x). (6.37)
]

Applichiamo, per esempio questa tecnica all’equazione delle onde nella sua forma piu semplice, con
una sola coordinata spaziale.

Pu_ ot
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Osserviamo che v(z,t) = H(x — ct) € una soluzione dell’equazione 6.38. Infatti

vi(zt)=H'(x —ct)=8(x —ct) e v, =0x—ct).

rxr

Se (z) € una funzione di classe D(R), si ha ( = Jg H(z —ct)p(z) dx = 0 »(z) dz e dunque

g [T
2 / () dz = —cp(ct).
ct

ossia vi(z,t) = %H(:r —ct) = —cd(x — ct) e vy(x,t) = g—;H(:p —ct) = 2§ (x — ct). In definitiva
Hy(x — ct) — P Hyp(z — ct) = 26 (x — ct) — 26/ (x — ct) =0, (6.39)

e inoltre v(z,0) = H(z) e vj(x,0) = —cd(z). Analogamente si trova che w(z,t) = H(x + ct) risolve
I’equazione differenziale e inoltre w(x,0) = H(x) e wy(x,0) = cdé(x). Allora

L H(x+et) — H(z — b)) (6.40)

G(z,t) = 5

¢ una soluzione fondamentale. Infatti G(z,t) & una soluzione dell’equazione delle onde 6.38 poiché
¢ una combinazione lineare di soluzioni di un’equazione lineare; inoltre

G(x,0) = 216 [H(x) — H(z)] =0
le 1
o (@,0) = o [ed(x) + 3()] = 8(x)
G 1 oy :
s (@,1) = 5[0 + ct) — P4 ()
2
a@tg (z,0)=0.

Dunque, in base alla formula 6.35

2(x,t) = (Gex )2, t) + Gx(g— Gy | (£ =0)* f)(x,t) =

21 [cd(x + ct) + cd(z — ct)] * f—i—%[H(x—i—ct) —H(z—ct)]xg=

;[f(x+ct)+f x — ct)] /Ha:+ct— g(&)df—/RH(x—ct—ﬁ)g(g)dg]:
z+ct x—ct
=Sl s+l [ a@ds— [ ga

e, finalmente, si ottiene

x+ct

Hant) = lf+ )+ fao—eol+ o [ gl)de (6.41)

—ct

che ¢ la nota formula di D’Alembert, interpretata ora nel senso delle distribuzioni. In particolare
si puo assegnare un significato a questa formula anche se f non & di classe C2(R) e g ¢ C'(R).
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Infine, sia data 1’equazione ellittica

Du=f in R". (6.42)

Una soluzione fondamentale di 6.42 ¢ una distribuzione G(x) tale che DG = §(x). Allora u(z) =
(G * f)(z) & soluzione di 6.42. Infatti, come facilmente si verifica,

Du=D(Gx*f)=(DG)xf=d«xf=f.

Abbiamo verificato (si veda 6.18) che

1

——— )y=94(z) inR>.

Allora ’equazione di Poisson
Au=f in R3

ha la soluzione

_1/ f(&n,0)
Am Jro (w =7+ (y =0 + (2 = Q)

u(z,y,z) = = ddnd( .




Capitolo 7

Un’introduzione alle trasformate di
Fourier

7.1 Definizione e prime proprieta

Definizione 7.1.1 Sia f una funzione di L'(R™). Diremo trasformata di Fourier di f(z) il
sequente integrale (che certamente esiste sotto l'ipotesi fatta come qui sotto é spiegato)

f) = [ e @y do = F(DO). (1)
Qui € R ¢ (r,6) = Thy 06

Osservazione 7.1.1 Esistono maniere alternative di definire la trasformata di Fourier di una
funzione f € L*(R™). Almeno le sequenti

S e U8 f(z) da
OO = g [, ¢S e,

che ¢ usata specialmente nelle trattazioni teoriche e che rende particolarmente semplice la formula
di inversione e l'uguaglianza che appare nel Teorema di Plancherel. Inoltre

) = [ e e o) o,

usata in molti testi di teoria dei segnali. Anche in questo caso la formula di inversione é partico-
larmente semplice.

Si osservi che la trasformata di Fourier di f & una funzione f : R®™ — C. A giustificazione della
definizione osserviamo che se f € L'(R"), poiché il fattore e~*#£€ e C®(R") N L®(R™), allora
e~ 4®8 f(z) € L*(R™). Dalla definizione stessa segue la linearita della trasformazione.

'Le note di questo capitolo sono state redatte utilizzando in parte appunti del Prof. Daniele Del Santo.

201
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Diamo le seguenti prime proprieta conseguenze della definizione
Proposizione 7.1.1 [Continuita] La funzione f ¢ continua.

Dimostrazione: Supponiamo che una successione (&, ) converga a {. Dimostriamo che f (&) — f ).
A questo scopo sia

gnlx) = e f(z).

Allora g, (z) — e~ @€ . f(z) qo e inoltre |g,(z)| < |f(z)| per ogni n € N, e naturalmente |f| €
LY(R™). Allora per il Teorema di Lebesgue 4.2.2 si deduce che e~ (*£) . f(x) & integrabile e che

| ow@de— [ 9 @) o,

Rn
cioe che
lim f(&) = f(6). (7.2)
n—oo
O
Proposizione 7.1.2 [Limitatezza| La funzione f e limitata.
Dimostrazione: Infatti si ha, ricordando che ‘e‘i<x75>‘ =1,
fen<|[ @] < [ e @i < [ If@lde = [l
In particolare, si ha che f € L>*(R™) e che
1Fllzee < (£l (7.3)
d

Teorema 7.1.1 [Riemann-Lebesgue] La funzione f ha limite 0 per ||£]] = oo.

Dimostrazione: Daremo ora una dimostrazione valida nel caso f € L'(R); pitl avanti daremo una
dimostrazione valida nel caso generale. Cominciamo a considerare la funzione caratteristica di un
intervallo: x4 (). La sua trasformata di Fourier &

] b ) —ix€ 1 p=p —ia€ _ ,—1b§
/ X[a,b] (z)e ¢ dx = / e dy = [— - ] S —
R a i§ lz=a i§

Poiché |e"¢ — ¢~®¢| < 2, dunque ¢ limitato, si vede facilmente che

lim F(xja)() = 0.

E—o0
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Ma per la definizione di integrale di Lebesgue, sappiamo che una funzione f € L'(R) ¢ limite qo di
una successione di funzioni a scala e che si ha limy,_, o fR |f —ug| = 0. Inoltre la trasformata di una
funzione a scala, essendo combinazione lineare finita di funzioni caratteristiche di un intervallo, ha
trasformata di Fourier che tende a 0 quando ¢ — co. Dunque dato € > 0, esiste k tale che se k > k
si ha

9
[ 1)~ i@l do < 5

ed esiste R > 0 tale che se |¢| > R si ha [ug|(§) < §. Percio, se scegliamo un k > k e un [¢] > R
avremo

F@1 = | [ e @y da] =| [ e (40) = o) + o)) ] <
- ’/Rems(f(m) —uk(x)) dm) + ‘/Re“é(uk(a:))da:’ <

< [ 156 - (@l +i©] < 5+ 5 = .

Dunque, in definitiva

lim f(¢)=0. (7.4)

E—o0

La dimostrazione nel caso f € L'(R) & cosf completa. Pilt avanti daremo la dimostrazione generale
per f € L'(R"). O

In conclusione abbiamo dimostrato il seguente

Teorema 7.1.2 Sia F(f) = [g. e "% f(z)dzx. Allora F : L*(R") — CO(R™) N L®(R") e
lim  F(f)(€) =0.

|I€]]—o0

Inoltre la trasformazione € una trasformazione lineare.

7.2 Altre proprieta della trasformata

Proposizione 7.2.1 [Traslazione] Siano f € L'(R") e a € R™. Sia g(z) = 7.f(z) = f(x —a) la
traslata del vettore a. Allora

(&) = e 8 f(g). (7.5)
Dimostrazione: B sufficiente un semplice calcolo. Infatti
9(§) = / e "8 f(x — a) dz = (seponiamo = — a = y)

_ /R Tt f(y) dy = e 08 / WO f(y) dy = O f(€).

n



204 CAPITOLO 7. UN’INTRODUZIONE ALLE TRASFORMATE DI FOURIER
Proposizione 7.2.2 [Traslazione in frequenza] Sia g(x) = %) f(z) = @9 f(x). Allora

9 =f(E—a). (7.6)

Dimostrazione: Anche in questo caso & sufficiente un semplice calcolo

36 = [ O faydo = [ O fa)da = (e - a).

n

O
Proposizione 7.2.3 [Riscalamento] Sia g(x) = f(Z) con a € R\ {0}. Allora
3(6) = o] f(ag). (7.7)
Dimostrazione: Infatti
(&) = / efi(lq’@f(z) dx = (se poniamo - )
n (6] o
= [ e plary = jal* [ e fg) dy = laf" fag).
([l

Piu in generale, si puo dimostrare che, se A & una matrice n X n invertibile e a coeflicienti reali

Proposizione 7.2.4 [Riscalamento generale] Sia g(x) = f(A™'x) con A € Mg(n,n) edet(A) # 0.
Allora, se At indica la trasposta di A, si ha

9(€) = | det(A)|f(A%). (7.8)

0

Proposizione 7.2.5 [Coniugio] Sia g(z) = f(x) dove (a + ib) = a — ib & l'operazione di coniugio
nel campo complesso C. Allora si ha

9(&) = f(=9). (7.9)

Dimostrazione: Infatti

9= [ e = [ T @ de = [ o9 fla)dn = F-6).
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Proposizione 7.2.6 [Trasformata della derivata] Sia f(x) € L'(R™) e supponiamo che 887’; €
LY(R™). Allora si ha
o
oxy,

(&) = (i&) f(€). (7.10)

Dimostrazione: Ci limiteremo ad esporre la dimostrazione nel caso n = 1, per funzioni di una sola
variabile spaziale. Allora si ha

f’(§) _ /Reixéf’(x) dr = (integrando per parti) =
— ([e—ixff(m)} T=Hoo

) [ e (@) dn) = @9 f©).
oo R
Si noti che limg_, o0 €~ f(2) = 0 e analogamente per  — —oo. Infatti f(x) = f(0) + [ f/(t)dt
e quindi, poiché f’ & integrabile esiste lim,_, o f(z), ma, poiché pure f(z) & integrabile, questo
limite non puo che essere 0. In definitiva si ottiene

7€) =it f(e).

r=-—

0

Proposizione 7.2.7 [Trasformata del prodotto per una variabile] Sia f(z) € L*(R") e supponiamo
che zy - f € LY(R™). Allora si ha

— of
xp - f(§) =i 8f§(;§)

(7.11)

Dimostrazione: Anche in questo caso proveremo la formula per funzioni di una sola variabile.
Supponiamo dunque che f(x) e zf(x) siano funzioni in L'(R). Sia h,, una successione in R tale
che lim,;, o0 by, = 0 e consideriamo

~

£+ ) — 416) J e I e BT

Bom . Bom _Oo Bom

Ora si puod osservare che, dato un arco |a| < 27, la lunghezza della corda |e/* — 1| < |a]. 2 Se
poi ’arco supera in modulo 2, la disuguaglianza vale a maggiore ragione. Dunque si conclude che

e—iwhm _q1 |77/th| o
[T:H § IhT' = |.:U| Dunque

—ixhm

Hehi_l}e—ixff(x)’ <|x- e_i”"ff(x)\ =|z|-|f(z)] VzeR,¥YmeN.

—izhm 1 ) )
Ora xf(z) € L'(R), lim {ehi} e " f(x) = —ize " f(z) e per il Teorema di Lebesgue
m—0o0
sulla convergenza dominata si ha
+o0

lim [e_ia:}iM}eméf(x) = —z'/

m—ro0 —00 — 0

+oo . —
e @ f(z) dox = —ixf(x)(€).

*Se la considerazione geometrica non piace si ricordi che |e'* — 1| = /2 — 2 cos(a) = 2|sin(%)| < |o.



206 CAPITOLO 7. UN’INTRODUZIONE ALLE TRASFORMATE DI FOURIER

Cioe

Vediamo ora alcuni esempi interessanti

Esempio 7.2.1 Sia f(z) = X[—a,q(®), @ > 0. Il caso della funzione caratteristica di un intervallo
e gistato trattato, comunque si trova facilmente

i) = / :° N aq(z) dz = / C; eI — [if]iia - 2Sinéa§)

se £ # 0, mentre f(0) = 2a. Dunque

- sin(af)
X[-a,a] (5) = {;a 3 é_?_é 8 ' (712)

|z]

Esempio 7.2.2 Sia f(z) = (1— ) X[-a,a) (7). Allora

) a ] . ) 0 . 0 ,—ixé
T Ty OuSTREN SRIPE [y e

Tr=—qa € —a

£(
i ing g et :[ g] i [ e} _
[5 ah f/ = ela® | T etelat

1—cos(a&) (2 2
bl e 1 pmiat 4 L 1 2—2cos(al) _ 9 a (s 2) .
£2a £2aq 52 €2a £2a £2a?

78 S IS

Dunque

7©) = a (Si“(af) ) (7.13)
o () |
2

Esempio 7.2.3 Sia f(z) = e . Allora
R +oo 2 [too 2 2 [0 ,
f(&) = / e gy = ¢~ T / Ll / e~ @+ g

—00 —00 —00

Per calcolare questo integrale consideriamo la funzione g(z) = e~ e integriamola lungo un cammi-
no I' del piano complesso dato da un rettangolo di vertici — R, R, R—i—ig e —R+2§, orientato in senso

antiorario (positivo). Poiché g(z) non ha singolarita all’interno di questo cammino, ovviamente

/Fg(z)dz:o.
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In dettaglio si ha
R 2 R+ig )2 -k (€32 -k )2
0=/g(z) dz:/ e " dx+/ e~ (BFw) z'dy—lr/ e~ (@+i3) dx—i—/ e~ B dy
r —R R R —R+i§

I due integrali

Re§ s
/ e~ iy e / e~ (B+)% gy
R —R+i§

tendono a zero quando R — 400, come si puo facilmente riconoscere. Infatti entrambi sono il
prodotto di e R per una quantita che si mantiene limitata. Prendendo il limite per R — 400 e
ricordando chefj;o e dy = /T si trova

VT — / e~ @+ 4r — 0 ossia / e~ (@+i5)? gy — V.

—0o0

Finalmente, si ottiene

A _&
(&) = Ve (7.14)
Piv in generale, ricordando la proprieta di riscalamento 7.2.4, si trova, se a > 0,

o? ag?

Fle o) =+are i .

In particolare, se a = 2, si trova

) =V2me 7. (7.15)

7.3 Convoluzione e approssimazione

Abbiamo gia introdotto la nozione di convoluzione di due funzioni e mostrato, per esempio, che se
f e g sono di classe L', anche la convoluzione f * g lo & (6.3.3). Analogamente se f & di classe L?
o L>® ege L' allora f * g sta nella classe di f. Abbiamo ora il seguente importante

Lemma 7.3.1 Sia p € L'(R") tale che [, p(x) dz =1 e si definisca p, = k"p(kz). Se f € L'(R™),
allora

lim (pg * f)(z) = f(z) nelsensodi L'(R™). (7.16)

k—4o00
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Dimostrazione: Cominciamo a considerare il caso f € C§(R"), cio¢ di una funzione continua e a
supporto compatto. In questo caso si ha
(o * f = [)z) = / pe(x —y)f(y)dy — f(z) = /R f@—y)oe(y) dy — A f(@)pr(y) dy =

= [ U= = @)t dy = | (5= )= 1@)) ple)dz.

n

Nell'ultimo passaggio si e fatta la sostituzione z = ky. Ora f & uniformemente continua (per
il Teorema di Heine) e quindi Ve > 0,36 > 0 tale che se |y| < § allora |f(z +y) — f(x)] < e.
Inoltre Ve > 0,3dR > 0 tale che fR"\B(O,R) p(x)dr < €l|pl|pi(mn). Fissiamo dunque ¢ > 0 e un
R tale che fRn\B(o,R) p(r)dr < ellpl|lpimny. Qui B(0,R) = {z : [|z]| < R}, ¢ la sfera aperta
in R” con la distanza euclidea. Esiste poi k tale che sia ||Z|| < § per z € B(0,R). Percio
Jan | f(@ = %) — f(z)| dz < 2m (supp f) - € per ogni 2z € B(0, R). Osserviamo che

L Ge-ps@)a= [ (- s@)as [ (e - s@) e,
e quindi
Leer=si@des [ [ e - s@] o) dede +
v /(Rn\B(O o 1= D = @ peaza < / o PP el =+
.

/ 2| fllz1lp(2)| dz < 2m (supp f)ellp(2)|[z1 + 2[| fllz2ellp(2)][ 22 =
R7\B(0,R)

= 2e(m (supp f) +[|fl[L2) llp()] L -

Cioe la tesi nel caso f € CO(R™). Ma CJ & denso in L'. Cioe, se f € CJ, per ogni € > 0 esiste
0 0 J 0 & £
g € CJ tale che ||f — gllprmny < 5. Inoltre, per ogni € > 0 esiste k tale che per ogni k > k vale
x* g — g||z1 < £. Dunque per ogni € > 0 esiste k tale che per ogni k > k si ha
P L 3

llow* f—fllpy <llpe*f—pr*g+prxg—g+g— fllz <
<|lpx* f = pr*gllcr + llor x99 =gl + [lg — fllr <e.

O
7.4 Trasfomata di Fourier e convoluzione. Antitrasformata
Proposizione 7.4.1 Siano f,g € L'(R™). Allora
F(f*g)=F(f) Flg)- (7.17)

Dimostrazione: Infatti

F( 9@ = [ g @ydr= [ eitnd ( [ 1= natw) dy) dr =

n
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= // e_i<m’£>f(x —y)g9(y)dyder = (ponendo x—y=2z ossia z=z+y,dr=dz)=
R? xRR"™

:// =28 £(2)em1WE) g(y) dydz = / e 0 f(2) dz - / e g(y) dy = F(f) - Flg) .
Rn™ xRR™ n n

O
Definizione 7.4.1 Se f € L'(R"), si dice antitrasformata di Fourier di f la funzione
: L i)
FIOE) = oy [ €€ @) d. (718)

Si osservi che F gode di tutte le proprieta di F; infatti F(f)(¢) = F(f)(=£).

Il nome dato alla trasformazione integrale F & giustificato dal seguente

Teorema 7.4.1 [Teorema di inversione] Sia f € L'(R™) e si supponga che anche F(f) € L*(R").
Allora

F(F(f)) =f (nelsensodellefunzionidi L'(R™)). (7.19)

Alla dimostrazione di questo teorema facciamo precedere il seguente

Lemma 7.4.1 Siano f,g € L'(R") e sia g una funzione pari e § € L*(R™). Allora

(f *9)(z) = 2m)"F(fg)(x). (7.20)
Dimostrazione: Infatti
(f * g - fRn dy - fRn fR 6 E y>g )dédy =
= fR" fR ™" ¥g(=€) dédy
a causa della parita di g: g(—¢) = g(§). Facendo il seguente cambiamento di variabili { = —¢ e

quindi d¢ = (—1)"d§ e z = x — y e conseguentemente dz = (—1)"dy, si ottiene

[t [ ity =[] p— e g gy -

- / / F(2)e =) g(¢) dedz = / (6 < / ei<<’z>f<z)dz>g<od<=
R7 xR"™ n n

= [ D (09(0 d¢ = (2 F(ig) ).
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Possiamo ora procedere alla dimostrazione del Teorema di inversione 7.4.1.

2 15

ha come trasformata e™ 2~ (si veda I’esempio

.. Siha

1Ll
Vamyn ©
n k=

Dimostrazione: Ricordiamo che p(z) =

(
7.2.2). Poniamo quindi p; (&) = p(%), con
Pr(§) = K" p(k€) = (V2m)" K" p(kE) .

D’altra parte, per il Lemma sulla convoluzione 7.3.1, si ha che

f*pp— (V2r)"f in L'(R").

Infatti in base al lemma citato si ha che se op(x) = k"p(kx) (con p(z) = e~ 2 ), allora

f* o, — f nel senso di L'. Allora si ha
fxpr = 2m)"F(fpi) ().
Ora
(2m)"(for)(€) = (V2m)" f(€)e™ e — (V2m)" (&) qo

se k — 4o0. Inoltre |(27)"(fp o) (§)| < (v2m)"| f(€)|. Allora per il Teorema di Lebesgue 4.2.2 si ha
che (2m)"(fpr) (&) = (V2m)" f(€) in norma L.

Ma, allora
@m)"F(fpr)(x) = F(V2m)" f)(©)

in norma L. In definitiva si ha

(Vam)"f (in L'(R") <= f* o = 2m)"F(fpr) (@) = (V2m)"F(f)(€) (in L™).

Passando eventualmente ad una sottosuccessione si trova

F(f)(@) = f(z) qo. (7.21)

Si noti che se f € L'(R™), la formula di inversione fornisce il seguente risultato

F2(H)(@) = @2m)" f(-2), (7.22)

detta spesso formula di dualita o di reciprocita.

7.5 Lo spazio di Schwartz

Definizione 7.5.1 Indichiamo con S(R™) lo spazio delle funzioni di classe C*° rapidamente de-
crescenti all’infinito. Cioé

SR")={f:(f:R"=C), f € C®(R"),Va, 3 € N"3IC, 3 taleche

xaaﬁf‘ < Cagl. (7.23)
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Qui a e § sono multiindici. Cioe o = (aq,...,a,) ¢ B = (B1,...,0n), con ag, B, € N, |a] =
a; + ...+ ap, || = B+ ...+ By e siintende che 2%g = z7' - - - 2ing, 9By = > olFlg

B1 Bn?
x| -0y,
g : R" — C funzione assegnata. Osserviamo che S(R") C L'(R") e, inoltre si pud osservare che se
f € S(R™) ¢ anche f € L*°. Infatti, preso preso |a| = || = 0, se f € S(R™) ¢ anche f € L™, poiché,
per la definizione 7.23, esiste M > 0 tale che |f(x)| < M Vx € R™. Ma & anche ||z||"*1f € L>(R")

e quindi, per un’opportuna costante M’ > 0 si ha che |f(z)| < Hx]|\|47"/+1 In definitiva |f(z)| < g(x)

con

dove

K 2|l <1
€Tr) =
e lall > 1,

dove K = max{M, M'}, ||z|| = /2% +...22 e quindi g € L}(R"). Lo stesso ragionamento si puo
fare per ogni derivata e per ogni prodotto di un arbitrario polinomio per ogni ordine di derivata
della funzione.

Abbiamo allora il seguente

Teorema 7.5.1 La trasformazione F applica S(RY) in S(RE). Inoltre F ¢ una biiezione fra i due
spazi. (Si puo dimostrare di piu: F & un isomorfismo fra i due spazi se a S si da la struttura di
spazio di Fréchet usando le seminorme Cq 3.)

Dimostrazione: Non dimostreremo 'affermazione in parentesi perché richiederebbe una digressione
di Analisi Funzionali sugli spazi di Fréchet e la nozione di seminorma. Proviamo invece le prime
due affermazioni

(1) Sia f € S(R}) e mostriamo che allora F(f) € S(R}). Innanzi tutto F(f) € C*. Infatti
z®f € L'(R™), come gia abbiamo osservato. Allora, utilizzando la proprieta 7.2.7 si ha che F(f) ¢
derivabile con continuita per ogni «.

Facciamo vedere poi che 558?(]: (f)) e limitato per ogni o e B. Cio discende dal fatto che
08 (F(£)) = F((ix)* f(2))(€) e quindi che €708 (F(f)) = (=)PF (20 (i)" f ())(€)- Ciot €70 (F(f))

e la trasformata di Fourier di (—i)‘m(@f(z’x)o‘f(x)) che & una funzione in S(R?) e percio di L!(R")

e conseguentemente ha trasformata in L°°.

(2) La biiettivita viene dal teorema di inversione.

Siano f1, f2 € S(R}) e supponiamo che F(f1) = F(f2). Ora F(f1) = F(f2) € S(Rf) e quindi si ha
fi = F(F(f1) = F(F(f2)) = fo.

Cioe la trasformazione F ¢ iniettiva.

Se poi g(§) € S(RE), allora g = F(F(g)), con F(g) € S(R?). Cio dimostra la suriettivita di F. O
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Osservazione 7.5.1 Si puo osservare che una dimostrazione alternativa dell formula di inver-
sione puo essere basata sul studio della trasformazione F : S(R}) — S(RZ) e sulla dimostrazio-
ne diretta che la formula di inversione vale per le funzioni g € S(RY). Si dimostra inoltre che
Ft = (2m)* " 1ds(rn) (vedi 7.22).

7.6 1l teorema di Plancherel e la trasformata di Fourier in L*(R")

L’obiettivo & quello di estendere la definizione di F dalle funzioni in L!(R") alle funzioni di L2. A
tale scopo premettiamo il seguente

Lemma 7.6.1 [Lemma di Plancherel] Siano f,g € S(R}). Allora

(f.9)r2 = (2m)"(f,9)12 - (7.24)

Dimostrazione: Ricordiamo che qui L?(R™) & da intendere come spazio delle funzioni a quadrato

sommabile definite in R™ e a valori in C. Dunque <f19>L2 = [gn f(@)g(2x)dz. Siha dunque, se
poniamo h(&) = g(§) e ricordiamo che g(z) = F(h) = F(F(g))

Questi passaggi sono giustificati dal fatto che, poiché (z,¢) + f(x)h(€) € L1 (R? x R ), per Fubini
si puo scambiare ’ordine di integrazione. O

Abbiamo ora il seguente

Teorema 7.6.1 [Teorema di Plancherel] Esiste ed ¢ unica Uapplicazione F : L*(R?) — L2(R?)
che estende la trasformata di Fourier definita in S(R™). Si ha inoltre, per le funzioni f € S(R™)

1

(%)nllf(f)lliz : (7.25)

/1122 =

Dimostrazione: Grazie al risultato del Lemma 7.6.1 otteniamo per f = g € S(R")

1

(fo e = IfI72 = WW(]‘)H%Q-
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Sappiamo per quanto affermato dal Teorema 5.2.2 che C5°(R") = D(R") ¢ denso in L*(R™). Ma
D(R") C S(R™) C L?(R™). Dunque a maggior ragione S(R™) ¢ denso in L?(R™).

Sia f € L?*(R") e sia (gx) una successione di funzioni in S(R™) che converge in norma L? a f.
Questa successione ¢ dunque, in L?, una successione di Cauchy in quanto & convergente. Per il
risultato 7.25 (le norme di g e di F(g) differiscono per una costante) anche la successione (F(gx))
¢ una successione di Cauchy in L? e quindi converge ad una funzione h € L? (]R?) Definiamo

F(HE) = h(&) = lim F(gx) () - (7.26)

Poiché la definizione ¢ data con convergenza in norma L? & chiaro che 1'uguaglianza vale qo. Inoltre
la definizione non dipende dalla particolare successione, come facilmente si puo riconoscere. Inoltre
la trasformazione F cosi definita & 1'unica che estende la trasformata di Fourier definita in S.

Infine & facile riconoscere che se f € L*(R") N L?(R") allora la trasformata di Fourier nel senso di
L? coincide con la trasformata di Fourier nel senso di L.

Infatti, se f € LY*(R™)NL?(R™), si pud provare che esiste una successione (g, ) in D(R™) che converge
af sia in L' che in L2 Allora F(gi) — Fr2(f) in L2 D’altra parte

1F(gr) = Fra(Hllze < llgr = Fllre
e quindi F(gx) — Fri1(f) in L*>. Ne segue che

Fr2(f) = Fra(f) qo.

Infine, nel caso particolare n = 1, cio¢ se f € L?(R) vale

m

Fr2(f) = lim e % f(x) da

m——+00 -m

dove il limite si intende valere nella norma di L?(R¢).

Infatti Ay = [ e ™ f(x) dz & ben definita poiché fo(x) = f(2) - X[—mm(x) € L'([=m,m]) e
inoltre ¢ una funzione di L%*(R¢) poiché f e quindi f,, € L*(R;) e, per il Lemma (7.6.1), vale
[[hml[32 = (2)]] fm||72- La successione (fm) tende a f in L*(R;) e quindi, poiché ||hm — hy||7. =
(2m)|| fm — frl|32, la successione (hp,) & una successione di Cauchy e percio convergente in L*(RR¢).

Infine prendendo il limite per m — oo di ||hp||r2 = V27||fin|| 12 si ha

||Pl|2 = V2| f][ L2 -
Se infine f € L'(R) N L?(R) allora (f,,) converge a f anche in norma L' e quindi h,, converge a h
uniformemente. Ma allora h deve coincidere con f. O

7.7 Una applicazione all’equazione del calore

Si vuole trovare la soluzione del seguente problema ai valori iniziali per 'equazione del calore

{ owu(z,t) = u(z,t) t>0,z€R

u(x,0) = ugp(z) reR , (7.27)
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dove ug(z)e una funzione di classe L?(R). Procederemo per ora in modo formale, supponendo che
tutte le operazioni coinvolte siano giustificate.

Se indichiamo con F, la trasformata di Fourier rispetto alla x, si ottiene
Fo (Bfu(z, 1)) = = Fp(ul,1))(§) = —€*0(&,1) .

Qui v(§,t) = Folu(w,t))(§) = [pe ™ u(z,t) du.

Analogamente

B@mmmo:éem%gﬂmzz’

avendo supposto che 'operatore trasformata di Fourier commuti con la derivata parziale rispetto
at.

Dunque, dall’equazione alle derivate parziali del calore 7.27 si ottiene la seguente equazione diffe-
renziale ordinaria per la trasformata di u(z,t)

o o B
o (1) =0, (7.28)

con la condizione iniziale v(£,0) = Fy(u(z,0))(€) = Fu(uo(z))(€). E facile trovare la soluzione di
quest’ultima equazione: v(¢,t) = (5,0)675%.

La soluzione u(x,t) si trova prendendo 'antitrasformata di v(&,t).
: 1 ize ey 1 ize —ig
F(, ) () = o= [ ev(E,0)e>" == [ e e ug(y)dy | d§ =
2T R 2T R R

1 _ (y—)?

- —i(y—2)€,—E% g dy — 1 /1 : d
2W(/Re e 5)%@)y = [ = umay.
T _(y—=)?

Infatti [ e~ iy=2)6=€*t g¢ & 1a trasformata di Fourier di e =€t calcolata in y — x, ossia \/Ze 1

Dunque la soluzione di 7.27 ¢

u(z,t) = it up(y) dy . (7.29)

1 1
7 o7
7.8 Distribuzioni temperate e loro trasformate

Abbiamo gia introdotto lo spazio S(R™). Introduciamo in questo spazio la nozione di convergenza
di una successione di funzioni.
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Definizione 7.8.1 Siano (vy) una successione e v una funzione in S(R™). Diremo che vy, converge
a v nel senso di S(R™) se per ogni coppia di multiindici o, B la successione k — x*0° (v, —v) tende
uniformemente a 0 su R™. Cioé se

Va, € N", khrf |28 (v, — v)||pe = lim (sup |1220P (v, — v)\) =0. (7.30)
—+oo

k—>+oo rER?

Si noti che se una successione di funzioni in D(R™) converge nel senso di D, a maggiore ragione
converge nel senso di S. Dunque non solo D(R") ¢ sottospazio di S(R™), ma la convergenza nel
senso di D implica la convergenza nel senso di S. Tuttavia, & facile dare un esempio di successione
convergente in § ma non in D. Infatti, se

1
mmz{w%>st<1

0 altrove

allora vg(x) = (béf) non converge a 0 in D(R) poiché i supporti delle funzioni della successione non

sono tutti contenuti nello stesso compatto; si ha infatti supp vy = [—k, k]. Tuttavia converge a 0 in
S(R). Infatti

P D () = S 0()
e quindi
|| D™ g ()| oo () mes[l_llk)’k] 5mn @ (D) = 5 10"l e@) = 0
per k — oo.

Definizione 7.8.2 Si dice distribuzione temperata su R™ ogni funzionale lineare u : S(R") — C
che sia anche continuo nel senso di S, ossia

(vp = v)(in S(R")) = ((u, vg) = (u,v)).

L’insieme delle distribuzioni temperate si indica con S'(R™).

Ogni distribuzione temperata € una distribuzione, ma non vale il viceversa. La distribuzione §(x)
di Dirac ¢ una distribuzione temperata. Infatti se vy, —s v, in particolare, vy —unit v. Inoltre § ha
supporto compatto e quindi (4§, vg) = vg(0) — v(0) = (0, v).

Ci si puo chiedere quando una funzione u € Llloc € una distribuzione temperata. Cio accade se la
funzione non cresce troppo rapidamente all’infinito. Per esempio

Esempio 7.8.1 La funzione e* non é una distribuzione temperata su R.

Dimostrazione: Sia ¢(x) una funzione in D(R) che vale identicamente 1 sull’intervallo [0, 1] e sia

vp(z) = ¢;§) € S(R). Allora

1 * 1

exp,vg) = | e*up(z)dr > — “dr = —(" - 1) > 40
k k
R 2% Jo 2
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quando k — +oo. Dunque, benché vy, —s 0, (exp, vg) /4 0. O

Invece, una classe di funzioni che da luogo a distribuzioni temperate e la classe detta delle funzioni
a crescenza lenta. Sono funzioni del tipo f(x) = p(z)-h(z) dove h € L'(R™). Infatti, se v € S(R™),
anche p(z)v € S(R™) e dunque

() = [ hwpla)ola) do = (hp-o)
¢ ben definito.

Si puo facilmente verificare con calcoli analoghi a quelli fatti per il Lemma 7.6.1 che vale

Lemma 7.8.1 Siano f,g € L'(R"). Allora

f@)gla)de = | f(x)§(z)dz. (7.31)
R7 Rn

Dimostrazione: Infatti

/Rn f(2)g(x)dz = /]R” </n e~ U £ (y) dy) g(x) do =

= [ ([ e gwac) smas= [ it i,

Lo scambio nell’ordine di integrazione & giustificato dal fatto che f,g € L*(R") e che quindi f ,g €
L>(R™). O

Se v € S(R™), anche & € S(R"), e se f € LY(R"), allora (f,v) = (f, 7). Questa osservazione ci
induce a dare la seguente

Definizione 7.8.3 Sia f € S'(R"), cioé sia una distribuzione temperata. Definiamo la trasformata
di Fourier di f grazie alla sequente identita

A

(f,v) == (f,0) YveSR"). (7.32)
Diamo ora alcuni esempi
Esempio 7.8.2 Si calcoli la trasformata di Fourier di 6(x).

Svolgimento: Si ha



7.8. DISTRIBUZIONI TEMPERATE E LORO TRASFORMATE 217

Dunque

(oo
Il
—_

(7.33)
O

Analogamente, dopo avere osservato che la distribuzione 1 ¢ una distribuzione temperata (infatti,

per ogni v € S(R) ¢ definito il valore (1,v) = / v(z) dz) si consideri il seguente
R

Esempio 7.8.3 Si calcoli la trasformata di Fourier della funzione costante 1.

Svolgimento: Si ha

(1,v) = (1,0) :/R@(x)dxzﬁ(()) = (27)v(0).

L’ultimo passaggio si giustifica ricordando la formula di dualita 7.22 e che, ovviamente —0 = 0.
Dunque

1=2n(x) =€R. (7.34)
O

Esercizio 7.8.1 Si verifichi che il prodotto della funzione x per la distribuzione P% e la costante
1 in D'(R).

Dimostrazione: Infatti

(ac‘Pl,w:lim a:-1v(:17)da::/Rv(x)dx:/Rl-v(a:)dm:<1,v>.

T e—0 e<|z| T

Si consideri allora il seguente
Esempio 7.8.4 Si calcoli la trasformata di Fourier della distribuzione P %

Svolgimento: Poiché 2P L = 1 la sua trasformata di Fourier & 276(€). D’altra parte F(zP 1) =
i (F(P l)), (€). Dunque

T
2

(70 D) © = Tate). (7.35)

Abbiamo gia calcolato che se H(z) & la distribuzione di Heaviside su R, allora H'(z) = 6(x). Poiché
sign (z) = H(xz) — H(—x), allora come facilmente si vede (sign (z))’ = 2§(z). Dimostriamo inoltre
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che se una distribuzione su R ha derivata nulla, allora essa & una costante. Poiché consideriamo le
distribuzioni e non le funzioni derivabili, la dimostrazione di questo fatto € un po’ piu laboriosa.
Sia dunque u una distribuzione (anche temperata) tale che u’ = 0, ossia tale che per ogni v € D(R)
sia (u',v) = 0. Ma 0 = (u/,v) = —(u,v’). Ora v’ & ancora una funzione test, cio¢ sta in D(R),
ma ha integrale nullo. Se poi w(z) ¢ un’arbitraria funzione test con integrale nullo, allora v(x) =
ffoo w(t) dt & una funzione test che ¢ la derivata di una funzione test con integrale nullo. Sia ora
vo una funzione test che ha integrale 1, e si ponga k = (u, vg). Sia v(x) € D(R) arbitraria, allora
w(x) = v(x) — cvo(x) ha integrale nullo se e solo se ¢ = [ v(z) dz. Poiché w ha integrale nullo, si

ha (u,w) =0 = (u,v) — c{u,vg) = (u,v) — k:/Rv(x) dx. Cioe

(u,v) = k /R o(@) dz = {u, vo) - /R v(z)dz = costante.

Raccogliendo le osservazioni fatte sopra, riconosciamo che la piti generale distribuzione che ha come
derivata 20(z) ¢ la distribuzione sign (€) +c. Nel caso della distribuzione P L si sa che essa ¢ dispari,

I 2
dunque ¢ = 0. Poiché (]-" (P )> & = s (£), possiamo allora concludere che
x i

Frl) - Zsign (x) (7.36)

T

O

Ricordiamo infine che tutte le proprieta dimostrate per le distribuzioni, valgono anche per le
distribuzioni temperate.

7.9 Interpolazione trigonometrica

Consideriamo polinomi trigonometrici del tipo
Tn(l‘) =c+ Cleiz + 02621':10 + ..+ Cn_lei(nfl)gg '

Si tratta di funzioni periodiche definite su R a valori in C che hanno periodo 2.

Teorema 7.9.1 FEsiste uno ed un solo polinomio trigonometrico T,,(x) che nei punti equidistanti

Ty = % assume valori assegnati yi, con k =0,1,2,...,n— 1.

27k

Dimostrazione: Posto w = w; = e e, in generale, wy = € = ¢e'n |k =0,1,2,...,n—1, il
sistema di n equazioni in n incognite
yr = Tn(zk) = co + crwp, + cowi +...+cn_1w,(€”_1), k=0,1,2,...,n—1, (7.37)
ha una ed una sola soluzione. Infatti il determinante del sistema lineare & quello di Vandermonde
1 w win
i (1)
1 w1 oWy
Vi(wo, wis - Win-1)) = | | : _ b0, (7.38)

) n—1
I wp-1) - (“)En—lg
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Il determinante ¢ non nullo perché si puo dimostrare che

V(WO,Wl,..-W(n_l)) = H (wm —(.dk),

0<k<m<(n—1)

(7.39)

e Wwm # wi sem#k.

. . P PU PR j2m(n—k) _i2zk
Si osservi che, per la periodicita di €, w,_y) =€ » =e'w
le uguaglianze 7.37 si possono scrivere equivalentemente come segue

= w_g. Allora se n =2m+ 1,

(n—1)
Z chwk = Z chwk,

h=—m

se si definisce per periodicita ¢,_p = ¢c_ € Yn_r = yY_i. Usando questa convenzione, potremo
scrivere il polinomio trigonometrico nella forma

m
= Z c;ie’, n=2m+1.

j=—m

Si ricordi che wy, € una radice n-esima dell’unita in C, cioe una soluzione dell’equazione

wh=1.

E pure ovvio che wk = wh, che wk = wk

e che wy, - w_; = wp_i € ancora una radice dell’'unita. Ora
1
—1=(w-1)- gln 0 Jwh e se wg € una radice dell’unita # 1 sara

iw,@zo (k #0) ossia Zwk (k #0)
h=0

n=2m+1. (7.40)
h=—m
In C" introduciamo il prodotto scalare (u,v) = Zgbnz_ol)uhﬁh se u = (Up, Uy, Up_1) € V =
(Uo,Ul, s U(n—1)-
Consideriamo ora i vettori wg = (1, wg, w,%, (n L. ; si ha
(n—1) (n—1) (n—1) 0 k
(wi, wy) Z wf - = Z Wt = 3wk S wl, = s = {0 ETT (ran)
h=0 h=0 -

Infatti se k # r vale ’equazione 7.40, mentre se k = r, poiché wy = 1, si ha 5::01) 1=n.

Ora, la k-esima equazione del sistema 7.37 si scrive

(n=1)

h
Y = Z CpWp -

h=0
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Moltiplicando ogni equazione per w; e sommando su k da 0 a (n — 1) si trova

(n—-1) (n—1) (n—1) (n—1)  (n—1) (n—1)
ykii = Z Chw]?wk_s — Z Ch Z w,li_s = Z Ccpn - 5}1,8 =n-cs.
k=0 k=0 h=0 h=0 k=0 h=0
Dunque
1 (n—1) 1 m

_ = —-s __ —s

Cs = n kzo YWy = om—+ 1 kZ Yrwy, ~ - (7.42)
= =—m

L’equazione 7.42 viene detta talvolta la trasformata discreta di Fourier mentre il problema inverso,
quello di valutare

(n—1)
Yp = Z cpe® k=0,1,...,(n—1) (7.43)
h=0

si dice la sintesi di Fourier discreta. Tale operazione corrisponde alla antitrasformata di Fourier.

7.10 Le “Fast Fourier Transforms” (FFT)

11 calcolo di 7.42 e di 7.43 richiede n moltiplicazioni ed (n — 1) addizioni (se si suppone di conoscere
tutte le potenze di w? con k,h = 0,1,...,(n—1)). Cioe richiede n? operazioni (considerando come
operazione la coppia di una moltiplicazione ed una addizione). Tale compito ¢, in generale, molto
oneroso, anche per i calcolatori piu veloci, se n ¢ molto grande. Daremo di seguito un cenno di un
metodo detto appunto FFT (cioe delle trasformate di Fourier rapide) dovuto in linea di principio
a Cooley e Tukey (1965).3

Teorema 7.10.1 FEsiste un algoritmo (detto FFT) per mezzo del quale le trasformate e antitra-
sformate di Fourier discrete si possono calcolare per mezzo di 2nlogs(n) operazioni.

Dimostrazione: Consideriamo n = 2¢. Poiché dobbiamo valutare somme del tipo

(n—1) (n—1)
1 _j2mks 1 ok 2z
Cs = — E ype L = — E ypw®™ con w=e ",
n n
k=0 k=0

scriveremo s e k in base 2:

3J.W. Cooley and J.W. Tukey: “An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series”, Math.
Comp., 19 (1965), 297 — 301. M.T. Heideman, D.H. Johnson e C.S. Burrus nel loro affascinate articolo (“Gauss and
the history of the fast Fourier transform”, IEEE ASSP Magazine, October (1984), 14 —21) mettono in evidenza che
gia Gauss aveva una forma generale di FFT fin dal 1805; i suoi risultati furono pubblicati postumi nel 1866. I primi
risultati pubblicati si debbono a Francesco Carlini (1828), un astronomo dell’osservatorio di Brera a Milano, nella
sua ricerca sulle variazioni barometriche orarie.
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s=59+51-2+82-22+ ... +s_1-2" 5, €{0,1} e
k=ki_1 +kt72'2—|—k‘t73'22+...—|—k‘0 'Qt_l,/{h € {0,1}.

Allora si ottiene la seguente nuova espressione per ¢

1 1 1 1
gt—1 ot—2
Cs = ? E E E ykkaSZ wk132 wkt—ls
ki_1=0 k1=0 \ ko=0
Ma
wsk’oQt’l _ w(so+s1-2+52~22+...+st_1-2t*1,sh)k‘02t’l _ wsok02t71
wsk12t_2 — w(80+81-2+82-22+...+8t,1-Qt_l,sh)k12t_2 — w80k12t_2+51k12t_1
wsk’tﬂ _ w(50+51‘2+52'22+---+5t71‘2t7175h)kt71 _ wsokt—1+31kt—12+---+5t—1k5t—12t71

Dunque si ha

1 1 1
Co = l o ykkaSOZtil wk1(50+512)2t72 o wk’t_l(80+81-2+32-22+...+5t_12t71) (744)
S 2t
kt_1=0 k1=0 \ ko=0

La valutazione di ¢, richiederebbe ancora n? operazioni, ma la rappresentazione 7.44 ci consente
di organizzare il calcolo in modo da ridurre il numero complessivo di operazioni a 2nt = 2n logy n.
Precisamente, si ponga

S1(s0, k1, ... k1) = Z;ICOZO Yk(ko k1 oose—1) Cwke2 T g e 101}, ky € {0,1),r =1,...,t — 1

SQ(S(), Slyeeny kt—l) = 21191:0 Sl (80, kl, ey kt_l)-w(so+sl2)k12t_2, Sp S {0, 1},p = 0, 1; kr c {0, 1}, r =
2,...,t—1

t—1
St(307 Slyvvy St—l) = Ellgt_lzo St—1(307 klv <oy St—2, kt—l) : w(80+512+m+5t_12 )kt_lv Sp € {07 1}7p =
0,1...,t—1.
Supponendo di disporre gia calcolate tutte le potenze di w?,q =10,1,...,n—1, il calcolo di ciascuna
delle S,,,m = 1,...,t, richiede 2n operazioni e questo si deve ripetere per ¢ volte. In totale servono

2nt = 2nlogy n operazioni. O
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Capitolo 8

La trasformata di Laplace.

8.1 Il dominio del tempo e il dominio della frequenza.

Una tecnica ben nota per risolvere un’equazione differenziale ordinaria lineare omogenea a coeffi-
cienti costanti di ordine n del tipo

y™ +an 1y Y+t ay +ay =0
consiste nel considerare ’equazione caratteristica associata
Mt an 12" Pt aiz+ag=0

e trovare tutti i suoi zeri complessi. Ad ogni radice dell’equazione si fa poi corrispondere una
soluzione dell’equazione differenziale di partenza e questo permette di ottenere una base per lo spazio
delle soluzioni. Dunque un problema differenziale viene tradotto in un problema squisitamente
algebrico e la soluzione ottenuta per via algebrica viene successivamente riconvertita nella soluzione
del problema originario. !

Il passaggio dal problema differenziale a quello algebrico € una trasformazione, cioé un operatore che
trasforma equazioni differenziali in equazioni algebriche, incognite funzionali in incognite numeriche,
operazioni di derivazione e integrazione in operazioni algebriche.

Prendendo a prestito la terminologia usata nello studio delle reti elettriche diremo di trovarci nel
dominio del tempo (dominio ¢) quando abbiamo a che fare con il problema originale; le nostre
funzioni avranno in genere variabile indipendente ¢ e si indicheranno con lettere minuscole del tipo
f(t). Diremo invece di trovarci nel dominio della frequenza (dominio s) quando abbiamo a che
fare con il problema trasformato; le nostre funzioni avranno in genere variabile indipendente s e si
indicheranno con lettere maiuscole del tipo F'(s). L’operatore di trasformazione permette di passare
dal dominio ¢ al dominio s.

'Le note di questo capitolo sono state redatte dal Prof. Franco Obersnel, utilizzando in parte appunti dell’autore.
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Una volta in possesso della soluzione del problema trasformato sara poi necessario ritornare alla
soluzione originaria mediante ’operazione inversa a quella di trasformazione: I'antitrasformazione.
Questa sara un nuovo operatore che permette di passare dal dominio della frequenza al dominio
del tempo.

8.2 Funzioni trasformabili e il dominio della trasformata.

Per evitare complicazioni dovute all’esistenza di funzioni patologiche (quali ad esempio la funzione
di Dirichlet: f(x) = 1 se x € Q e f(x) = 0 altrimenti), tutte le funzioni che prenderemo in
considerazione si supporranno localmente integrabili su R. Gli integrali considerati si intendono
secondo Riemann.

Sia f:R — C una funzione tale che f(t) = 0 per ogni t < 0. Sia s € C. Diremo integrale di Laplace
I'integrale

/Oo e SLf(t)dt = lim ' e Stf(t)dt. (8.1)

0 T—=+00 Jg

Sia A C C I'insieme dei numeri s per i quali I'integrale [~ e™*" f(t)dt converge. Si puo allora definire
una funzione F: A — C ponendo F(s) = [;° e % f(t)dt; tale funzione F si dice la trasformata di
Laplace della funzione f.

La relazione f — F' definisce un operatore £ definito sull’insieme delle funzioni che ammettono
trasformata e a valori in un insieme di funzioni definite su sottoinsiemi di C. Si usa scrivere

L{f}=F.

E semplice verificare che £ & lineare, ciot che L{af + bg} = aL{f} + bL{g}.

Esempio 8.2.1 Consideriamo la funzione

0 se t<O0
f(t) =

et2 se t>0
L’integrale di Laplace di f diverge per ogni s, dunque non esiste la trasformata di tale funzione.

Esempio 8.2.2 Consideriamo ora la funzione

0 se t<0
f(t) =

e se t>0

Siha F(s) = [ e 5edt = —Lse R(s) > a mentre non & definita se R(s) < o
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Esempio 8.2.3 Consideriamo infine la funzione

0 se t<O0
f(t) =

2
e’ se t>0

Siha F(s) = [5° e~ste~t*dt, convergente per ogni s.

Dagli esempi visti si osserva che non tutte le funzioni ammettono la trasformata di Laplace e che
in generale la trasformata, se esiste, puo non essere definita su tutto C. Diremo che una funzione
f e traformabile se ammette la trasformata in almeno un punto s € C.

Esempi importanti di funzioni trasformabili sono le funzioni di ordine esponenziale, cioe funzioni f
tali che esiste una costante 3 € R tale che la funzione |f(t)|e™? sia limitata in R. Infatti, sia f di
ordine esponenziale e sia |f(t)|e”* < M; si ha

| ler@lde= [ et e g jar < [ e Dy
0 0 0

e 'ultimo integrale converge per R(s) > 3. Dunque la funzione =% f() non solo & integrabile su
[0, +00) ma e ivi addirittura assolutamente integrabile.

Si noti pero che esistono anche funzioni trasformabili che non sono di ordine esponenziale. Un
esempio e la funzione ﬁ Questa funzione non € di ordine esponenziale perché e illimitata in 0, la

funzione & pero trasformabile perche I'ordine di infinito nell’origine & % (si veda l’esempio 8.5.4).

Avvertiamo il lettore che alcuni autori considerano di ordine esponenziale le funzioni che verificano

una disuguaglianza del tipo |f(t)|e™#* < M non necessariamente per tutti i ¢ € R*, ma soltanto

per ogni t > ty dove ty € un numero reale fissato. Secondo questa definizione la funzione % risulta

essere di ordine esponenziale, ma risulta esserlo anche la funzione % che non ¢ trasformabile.

Il teorema seguente mostra che se una funzione e trasformabile, il dominio della trasformata ¢ un
semipiano di C.

Teorema 8.2.1 Sia f : R — C, f(t) = 0 per ogni t < 0; supponiamo definita F(sy) =
JoT et f(t)dt per qualche sy € C. Allora, per ogni s € C con R(s) > R(so) la funzione F(s)
e definita.

Dimostrazione. Poniamo s = sg + ¢ con ®(q) > 0.

Sia ¢(t) := [} e=*0" f(u)du. Si ha allora

lim ¢(t) = F(so). (8.2)

t——+o0
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Integrando per parti si ottiene la catena di uguaglianze:

T

/OT eStf(t)dt = /OT e e f(t))dt = [eqt /Ot esouf(u)du} i

0

T

T
- / (—q)eT(t)dt = e T H(T) + g / e (1) dt
0 0

e prendendo il limite per T" — 400

+o0 T
—st — 1 —qT : —qt
/0 e ' f(t)dt TLITOO e " o(T) + TLITOO q/o e To(t)dt.

Il primo addendo del secondo membro & 0 per la 8.2, il secondo addendo converge perché la ¢(t) e
limitata e quindi [e=%¢(t)| < Me R(@! dove M & una limitazione per ¢(t). Si ottiene in definitiva
F(s) = q [;F e (t)dt. O

Poniamo A = {s € C: F(s) ¢ definita }.

Sia A\g = inf{R(s) : s € A}. Per ogni s € C si ha che, se R(s) < Ao allora s ¢ A; se R(s) > A¢ allora
s € A. Nulla si puo dire in generale per gli s € C tali che R(s) = Ag.

Diremo ascissa di convergenza il numero reale Ag.
Diremo semipiano di convergenza l'insieme {s € C : R(s) > Ao}
Diremo infine retta di convergenza la retta R(s) = Ag.

Nell’esempio 8.2.1 ¢ Ag = +00, il semipiano di convergenza e I'insieme vuoto e la retta di convergenza
non e definita.

Nell’esempio 8.2.2 ¢ A\g = «, il semipiano di convergenza ¢ il semipiano {s € C : R(s) > a} e la
retta di convergenza ¢ la retta di equazione R(s) = a.

Nell’esempio 8.2.3 € A\g = —oo, il semipiano di convergenza & tutto il piano C e la retta di
convergenza non e definita.

8.3 Una nota sulla convergenza assoluta.

Alcuni autori richiedono che nell’integrale 8.1 vi sia non solo la convergenza ma anche la convergenza
assoluta. Nella definizione data 'integrale considerato e l'integrale di Riemann, percido possono
esistere funzioni ¢(t) integrabili su [0, +00) non assolutamente integrabili. Un esempio ¢ la funzione

g(t) = %sin t. Se nella definizione di trasformata si utilizza l'integrale di Lebesgue la questione
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invece non si pone, poiché in questo caso una funzione g(t) risulta integrabile su [0, +00) se e solo
se ¢ assolutamente integrabile.

Per questo motivo alcuni autori accettano come trasformabili soltanto funzioni f tali che |f| sia
traformabile. Nella definizione data in questo testo invece distinguiamo tra convergenza e assoluta
convergenza. In particolare si pud definire I'ascissa di convergenza assoluta A3 come A§®5 =
inf{R(s) : F(s) ¢ definita e assolutamente convergente }.

Si ha sempre A\g < A355) pud pero accadere Ao < A§5.

kt

Esempio 8.3.1 Si consideri la funzione f(t) = e sine* con k > 0. Si ha in questo caso A8 =k

mentre Ay = 0.

Studiamo la convergenza assoluta di

+o0
/ e stek sin et dt;
0

poiché

(k—s) (k—s)t

le Lsinef| <e

c’e convergenza assoluta per R(s) > k. D’altra parte se s = k si ottiene
+oo +oo
/ le~ 5t ek sin ekt |dt = / | sin e¥|dt
0 0
e non ¢’¢ convergenza. Questo mostra che \§*° = k.
Studiamo ora la convergenza semplice.

L’integrale

—+o0
/ etk gin eFtdt
0

diventa, mediante la sostituzione u = e*t,

S .
o T 1 [T>®sinu
sinudu = — —du
1 k k 1 uk

e I'ultimo integrale converge se R(3) > 0 ossia per %(s) > 0. Dunque A\g = 0.

Puo addirittura capitare A\g = 0 mentre \§ = +o0.

Esempio 8.3.2 Si consideri la funzione f(t) = 2tet” coset”. Si ha Ao = 0 mentre \{*% = 4oc.
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Tale funzione non ¢ assolutamente trasformabile. Infatti, fissato qualsiasi s € R, per ogni ¢t > s, si

ha
2 2 2
e *2te! | cose’ | > |cosel|

. 2 .. .
e la funzione |cose!’| non ¢ integrabile su [0, +00).

D’altra parte mediante integrazione per parti si puo verificare facilmente che la traformata Lf e
definita per ogni s € C con R(s) > 0. Infatti

T

.
/ e et 2t cose!” dt = [e*“ sin(etQ)} .
0

+8/ e*Stsin(etQ)dt.
0

L’integrale f0+°° e st sin(etQ) dt converge per ogni s tale che R(s) > 0 perché la funzione sin(etz) e
limitata e quindi la trasformata L£f & definita per ogni s € C tale che R(s) > 0. Si osservi che tutte

le funzioni di ordine esponenziale sono assolutamente trasformabili.

8.4 Proprieta delle trasformate.

Sia 2 C C. Sia f : [0,400) x Q — C una funzione localmente integrabile rispetto alla variabile
t € [0,400). Si dice che l'integrale f0+oo f(t,s) dt converge uniformemente rispetto ad s se per ogni

€ > 0 esiste 19 > 0 tale che per ogni 7 > 7y e per ogni s € ) si ha ’f:oo f(t,s) dt| <e.

Siano zp € C e 0 < ¥ < T; diremo dominio angolare un insieme del tipo D(zp,9) = {z € C: R(z) >
R(z0), larg(z — 20)| < 9}

Vale il seguente teorema, di cui non diamo la dimostrazione.

Teorema 8.4.1 Sia [ una funzione trasformabile e sia Ay la sua ascissa di convergenza. Allora
Uintegrale di Laplace f0+o° e Stf(t)dt converge uniformemente in ogni dominio angolare D(sg, V)
con RN(sp) > Ag e 0 <V < 7.

Dimostriamo invece il seguente

Teorema 8.4.2 Sia f una funzione di ordine esponenziale, con M € R, B> 0, |f(t)] < MePt per
ogni t € R*. Allora per ogni n > 0 lintegrale di Laplace f0+°° e Stf(t)dt converge uniformemente
nel semipiano {s € C: R(s) > B+ n}.

Dimostrazione. Sia |f(t)| < MeP per ognit € RY. Sia fy = B+1. Sia s € C tale che R(s) > So.
Allora

/T (1) dt‘ : /T e~ f(t)] dt <

0 0
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< M/T BByt gp = M e )7 =
0 - 0
Mo M
7 7

Prendendo il limite per 7 — 400 si ottiene

+00 M
/ e St f(t) dt’ < ?e_"m.

0

Fissato € > 0 si puo prendere 7y, indipendente da s, tale che %6_7770 < e. O

Come conseguenza del teorema 8.4.1 proviamo il seguente importante

Teorema 8.4.3 Sia f una funzione trasformabile e sia Ao la sua ascissa di convergenza. Sia
A= AUT (dove T ¢ la frontiera di A ) una regione compatta contenuta in un dominio angolare,
come nel precedente Teorema 8.4.1, oppure sia f di ordine esponenziale e A sia contenuto nel
semipiano di convergenza della f. Allora la funzione trasformata F(s) = f0+°° e St f(t)dt ¢ analitica
in tale regione.

Dimostrazione. Una regione come quella delle ipotesi € contenuta in un opportuno dominio angolare
oppure in un semipiano del tipo {s € C : R(s) > Ao+n}. Sappiamo quindi che U'integrale di Laplace
converge uniformemente nella regione.

Osserviamo che per la funzione ¥p(s) := fOT e st f(t)dt valgono le condizioni di monogeneitd di
Cauchy-Riemann
ovr OV
— =—i
ox y
dove s = x + iy. Infatti
ﬁ ’ (—z—iy)t _ r —st
e f(t)dt = te” " f(t)dt
ox 0 0

o T ) T
— / W F () dt = —i / te SLf(t)dt.
9y Jo 0

Inoltre la funzione ha parti reale e immaginaria differenziabili, percio si conclude che W ¢ analitica.
Grazie alla convergenza uniforme in A si ottiene che pure il limite limy— 4o U7 € una funzione
analitica. [J

La funzione trasformata ¢ pertanto derivabile infinite volte. Calcoliamo ora esplicitamente le deriva-
te. Grazie alla convergenza uniforme si puo portare il segno di derivazione all’interno dell’integrale.
Si puo quindi scrivere

“+oo
i —st dt = — —st dt.
e S f(t)dt /0 te” ¥ f(t)dt
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Cioe si ottiene F'(s) = —L{tf(t)}.

+oo st

Grazie alla convergenza uniforme dell'integrale ["™ e t* f(t)dt in modo analogo si ottiene la

0
formula per la derivata di ordine k della F":

dk
T F(s) = (—)FL{tk F(e)}. (8.3)

Si & dunque visto che ogni funzione trasformata e analitica e ogni sua derivata & anch’essa una
trasformata. In particolare si osservi che un’operazione differenziale nel dominio della frequenza
corrisponde ad un’operazione algebrica nel dominio del tempo. Questa € una situazione tipica nelle
trasformate.

Osserviamo di seguito un’ulteriore proprieta delle trasformate.

Teorema 8.4.4 Sia F la trasformata di una funzione f. Allora

lim F(s)=0.
R(s)—+o0

Dimostrazione. Fissiamo arbitrariamente un numero € > 0. La funzione |e™%!f(¢)| & integrabile su
ogni intervallo limitato anche se potrebbe essere non integrabile su [0, +00). Si noti che anche la
funzione | f(t)| & integrabile su ogni intervallo limitato. In particolare & possibile trovare un numero
T; sufficientemente piccolo affinché

Ty
/O F(0)|dt < e (8.4)

Per la definizione di integrale generalizzato si ha inoltre
T

: —st _
TETOO ; e 'f(t)dt = F(s) € C

se R(s) > A\g. Grazie al teorema 8.4.2 sappiamo inoltre che, se f ¢ di tipo esponenziale, la con-
vergenza ¢ uniforme rispetto a s. Quindi e possibile trovare un numero 75 (indipendente da s)
abbastanza grande affinché

\ o e Sf(t)dt| < e. (8.5)
T

Fissati T1 e T5 possiamo trovare un numero « sufficientemente grande affinché

T
¢~oTi / FOldt < e (8.6)

T



8.5. SMORZAMENTO, RITARDO, CAMBIAMENTO DI SCALA. 231

Possiamo scrivere

Ty T oo
F(s)| = | /0 =S F ()t + /T e P (1)t + /T e~ F()dt| <
Ty Ts +oo
< / e=trdtl+| [ estrwyan + [ et
0 T1 Ts

Il terzo addendo ¢ maggiorato da e per la 8.5. Lo stesso accade per il primo e il secondo addendo
grazie alle 8.4 e 8.6 essendo

Ty T
—st
rA ef@ﬁSA F(0)ldt < ¢

To Ty
| fmeSfﬂ/’WMﬁ<e

Ty T

per s sufficientemente grande.
Si conclude che |F(s)| < 3e definitivamente e il teorema ¢ dimostrato.

Diamo una dimostrazione alternativa applicabile nel caso in cui la funzione f sia assolutamente
trasformabile. Sia A > )g. La funzione g(t) := e *|f(t)| & integrabile e per R(s) > A si ha
le=R)£(1)] < g(t). La funzione e~ R() f(¢) & dominata da g uniformemente rispetto ad s e quindi,
per il teorema di convergenza dominata di Lebesgue, si puo portare il limite all’interno del segno
integrale. Si ottiene pertanto

“+oo “+oo
1i St dt:/ li “SE(t) dt = 0.
E)‘E(s)lgl—koo 0 c f( ) 0 %(s)lgl-‘rooe f( )

Si noti in particolare che un polinomio non nullo non ¢ mai una trasformata.

8.5 Smorzamento, ritardo, cambiamento di scala.

In quanto segue supponiamo che f sia una funzione trasformabile con trasformata F' e con ascissa
di convergenza \j.

Sia v € C. Si consideri la funzione “smorzata g;(t) := e’ f(¢). Si ha allora

L{f()}(s) = F(s =) (8.7)
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e lascissa di convergenza \J' della funzione g; & \J' = )\f + R(v).
Infatti si ha +°° e stet f(t)dt 0+°° e~ =NLF()dt = F(s — 7).

Inoltre la F' & definita in s — v se R(s — ) > )\g e non e ivi definita se (s — v) < )\g. Pertanto
AP =M+ R0

Sia ora a € R,a > 0. Consideriamo la funzione traslata g2(t) := f(t — a). Si ricorda che noi
supponiamo sempre che la f sia nulla per ¢t < 0, dunque g2(¢) = 0 se t < a. Si ha allora
LL{f(t —a)}(s) = e F(s) (8.8)

e Dascissa di convergenza della g € uguale all’ascissa di convergenza della f.

Infatti si ha fa+oo e Sf(t —a)dt = +°° e 5Wta) f(y)du = e F(s).

Sia infine w € R,w > 0. Consideriamo la funzione ottenuta dal cambiamento di scala g3(t) := f(wt).
Si ha allora

LU} ) = F() (39)

w
e l'ascissa di convergenza \J* della funzione g & \J® = w)\g .

Infatti mediante la sostituzione u = wt si ottiene f0+ e St f(wt)dt = f0+oo —wul Li(wydu=L1F(2).

L’ascissa di convergenza si determina osservando che 2 > /\g se e solo se s > w)\g .

€ o

Esempio 8.5.1 Sia u(t) la funzione di Heaviside:

0 set<O
u(t)':{l set>0

Si ha L{u}(s) f+°° e~stdt = [—L1e™5!] goo =1lpers>0el=0.

Esempio 8.5.2 Sia f(t) = thu(t), k € N.

Usando la 8.3 e tenendo presente ’esempio 8.5.1 si ottiene

k
Citu)(s) = (()F = R

Esempio 8.5.3 Sia f(t) = e"u(t).
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Usando la 8.7 e tenendo presente ’esempio 8.5.1 si ottiene

1
s—7

L{eu(t)}(s) =

A=R().

In particolare, prendendo v = iw e 7 = —iw, e potendo scrivere cos(wt) = 3 (™! 4 =) si ottiene

PR NS N,
2's —iw  s+iw’  $2+w?

L{cos(wt)u(t)}(s) =

In modo analogo si ottiene
w

s2 4+ w?’

L{sin(wt)u(t)}(s) =
Esempio 8.5.4 Sia oo € C con R(a) > —1. Sia f(t) = tYu(t).

La trasformata di f & F(s) = [;"e~*'t*dt. Ricordando la definizione della funzione I'(a) =

f0+°° u* te"du e supponendo s € R si pud sostituire v = st e si ottiene

oo al 1 [t r 1
F(s) = / e (E) —du = a+1/ u®e “du = %.
0 S S S 0 S

T 1 . . .. . . .. 5N
Ora F e igiﬂ) sono due funzioni analitiche che coincidono sull’asse reale positivo, percido devono
coincidere su tutto il semipiano R(s) > 0. Si ottiene pertanto

£y = oty

per ogni s tale che R(s) > 0 e per ogni « tale che R(«) > —1. In particolare per « € N si riottiene
la formula dell’esempio 8.5.2.

Esempio 8.5.5 Trasformata di una funzione periodica.

Sia f : R = R una funzione nulla per t < 0 e periodica di periodo T" > 0 sul semiasse positivo.

Poniamo
gy ) f(t) set <T
/) {O set >T

Supponiamo nota la trasformata F* := L£{f*}, vogliamo determinare la trasformata di f.

Siha f*(t) = f(t) — f(H)u(t = T) = f(t) — f(t —T) e quindi, grazie alla formula del ritardo 8.8 si
ottiene F*(s) = F(s) — e T5F(s) = (1 — e T%)F(s) e pertanto

1 *
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Esempio 8.5.6 Trasformata di una serie.

Sia assegnata una serie convergente di funzioni f(¢) E an fn(t). Si pud concludere che la serie di

f & la serie delle trasformate, cioé F'(s Z anFn(s) 7 In generale la risposta & negativa. Infatti

la trasformata del limite di una successmne d1 funzioni pud non essere il limite della successione
delle trasformate. Ad esempio possiamo considerare la successione

anlt) =k (ut) ~u(e - ).

Si ha chiaramente lim gi(t) = 0 per ogni ¢ > 0 mentre Gi(s) = Lgi(t)(s) = £ (1 — e_E> , €

k—+oco

indi lim G =1.
quindi lim k()

Un secondo esempio € dato dalla serie

2 = t2n
2 ot
e =2 (1) !
n=0
La serie delle trasformate ¢
1% e 20! 1
s 2T

che non converge.

In alcuni casi particolari, pero, la trasformata di una serie e la serie delle trasformate. Ad esempio
si puo dimostrare che se
+oo
= Z ant”
n=0

¢ una serie convergente per ogni t € R ed esistono due costanti reali positive K e o e un naturale
no tali che per ogni n > ng |a,| < K%T, allora per ogni s € C con R(s) > « si ha

IR o

n=0

8.6 Trasformazione della derivata.

Lemma 8.6.1 Sia f una funzione trasformabile con ascissa di convergenza A\g. Sia po := max{\g,0}.

Allora si ha .
li —sT t)dt =
T—1>I£oo © A f( )

per ogni s € C con R(s) > po.
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima Ay < 0. Allora pg = 0 e U'integrale f0+°° e st f(t)dt converge
per s = 0, cioe f0+°o f(t)dt & convergente e quindi ¢ evidente che limp_, o e =57 fOT f(t)dt = 0.

Supponiamo ora A\g > 0. Allora py = Ag. Sia s € C tale che R(s) > po. Esiste un numero reale
positivo ag tale che pg < ap < R(s). La funzione F' & definita in «ayp.

Poniamo
t
o) = [ e,
0
Integrando per parti si ottiene
T
0

/0 ' ftdt = / e®0te 0t (1) dt =

T T
[€“°t¢(tﬂ§ - 0‘0/ e (t)dt = e*T §(T) — ao/ et p(t)dt.
0 0

La funzione ¢(t) € limitata perché lim;_, 1~ ¢(t) = F(ap). Sia M una sua maggiorazione. Si puo
allora scrivere

T eaot T
\ / ft)dt| < e*TM 4 agM [ } = 2MeT — M < 2Me0T
0 Qo Jo

ed essendo R(s) > ap si ottiene
T
le=sT / F(t)dt| < 2Meleo=RET
0

e poiché oy — R(s) < 0 il secondo membro tende a 0 per T' — +00. O

Teorema 8.6.1 Sia f una funzione tale che f(t) =0 per ogni t < 0. Supponiamo che f'(t) esista
per ogni t > 0 e che la funzione f'(t) sia trasformabile con ascissa di convergenza Ao (la funzione
f potrebbe non essere derivabile in t =0). Allora anche la funzione f é trasformabile e si ottiene

L{f'()}(s) = sL{f(H)}(s) — F(0T)
per ogni s € C tale che R(s) > max{\g,0}, dove f(0) := lim,_,o+ f(¢).

Dimostrazione. Si osservi che f(07) esiste finito. Questo ¢ conseguenza della trasformabilita
della funzione f’. Infatti, ’esistenza dell’integrale f0+oo e~5 f'(t) dt implica ’esistenza dell’integrale

fol e~Stf'(t) dt, che a sua volta implica I’esistenza dell’integrale

1 1
| fwd=tm [ pwa= o) - 100
0 €

e—0t
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Sia A\ l'ascissa di convergenza della funzione f’(t) e si ponga o := max{Ao,0} come nel lemma
precedente. Si ha, grazie al lemma, per R(s) > po

T—400 T—4o00

T
0= lim e*T / f)ydt = _lim e *T [f(T)— f(07)],
0
da cui

. —sT _
TgTw e f(T)=0 (8.10)

Integrando per parti si ottiene

T T
| et o= ety +s [ et sar =
0 0

T
=TT — F0T) + 5 / = (1)L,
0
Prendendo il limite per T" — +o0 si ottiene grazie anche alla 8.10
—+o0 —+o00
/ e S (tydt = —f(0T) +s/ e Stf(t)dt
0 0

da cui la tesi L{f'}(s) = sF' — f(0T). O

Esempio 8.6.1 Si consideri la funzione f(t) =1— et

Si ha f/(t) = e7!. La funzione f’ & trasformabile e la sua ascissa di convergenza ¢ —1. Il teorema
dimostrato ci assicura che anche la funzione f ¢ trasformabile e vale Lf(s) = sLf(s) — f(0T). Cid
¢ vero se R(s) > 0. Per —1 < R(s) < 0 pero la formula non vale. Infatti in tali punti la funzione
Lf non & definita in quanto ’ascissa di convergenza della funzione f & 0.

Corollario 8.6.1 Per ognin € N si ha

L{fMY = s"L{f} = s"Hf(07) = "2 (0F) — L FU(0h).
La formula si verifica facilmente per induzione su n.

Esempio 8.6.2 Si calcoli la trasformata della funzione sinwt supponendo nota la trasformata

L{coswt}(s) =

__Ss _
s2+4w?”

Poiché
21 L coswt}(s) = sicoswt}(s) — 1 ol w?
— wtl(s) =s wtt(s) - 1l=——— —1=——+—
dt s2 + w? 52 + w?
ed essendo sinwt = —%% coswt si ottiene
1 w? w
Ly{sinwt} = ——(— = )
{ } w( s2+w2) 52+ w?
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Esempio 8.6.3 Si consideri la funzione

¢
n=Je se 0<t<1 ‘
J®) { 0 altrimenti

Si ha
f’(t):{et SeO<t<1‘

0 altrimenti

Osserviamo che f = f’ quasi ovunque e quindi dobbiamo avere L{f} = L{f’}. Per la formula della
trasformata della derivata ci aspettiamo di avere L{f'} = sL{f} — f(0T) =sF —1# F.

Il problema in questo esempio ¢ che la funzione f non & derivabile su (0,+00) perché c’¢ una
discontinuita in ¢ = 1; il teorema non vale.

Se una funzione f presenta un salto in un punto ¢y si puo provare che vale la formula
L{f'}(s) = sLLfY(s) — F(07) = [f(ty) — f(tg)]e™"
dove la quantita tra parentesi quadre ¢ il salto della funzione nel punto %.

Questa formula si puo generalizzare per derivate di ordine superiore, ad esempio
L{f"}(s) = $*L{H(s) = s(0T) = f/(0T)+
—s[f(tg) = f(tg)]e™™"™ = [f'(tg) — f'(tg)]e™"".

Riprendendo 'esempio della nostra funzione si ha

1— elfs 1— elfs

L{f'}(s) =s

come previsto.

8.7 Prodotto di convoluzione.

Siano date due funzioni f : RV — C e g : RV — C. Diremo prodotto di convoluzione di f e ¢ la
funzione f * g : RV — C, supposta esistente, cosi definita:

frg(x):= /RN f(W)g(z —y)dy.

Si vede facilmente che il prodotto di convoluzione * gode delle proprieta associativa, commutativa
e distributiva rispetto alla somma.
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Proviamo ad esempio la proprieta commutativa. Mediante la sostituzione u = x — y si ottiene

fro@ = [ fwgta=wir= [ gt ujdu=g flz).

N

Noi siamo interessati a funzioni f e g definite su R e tali che f(t) =0e g(t) = 0se t < 0. In questo
caso si puo scrivere

/R F(r)g(t — 7)dr = /0 f(r)g(t - 7)dr

essendo g(t —7) =0set <T.

La trasformata di Laplace si comporta molto bene riguardo all’operazione di convoluzione. Vale a
proposito il seguente

Teorema 8.7.1 Siano f e g funzioni assolutamente trasformabili. Allora é assolutamente trasfor-
mabile anche il loro prodotto di convoluzione f x g e si ha

L{f*g}=L{f}L{g}.

Dimostrazione. Nelle uguaglianze che seguono facciamo uso dei teoremi di Fubini-Tonelli. Tale uso
¢ giustificato grazie all’assoluta e uniforme convergenza degli integrali.

E{f*g}(s):/o+ooe_5t (/Otf(T)g(t—T)dT> dt://De_Stf(T)g(t—T)det:
+oo

/0+OO (/jw e f(r)g(t —7) dt> dr = /0+OO (/0 =5t £()g(u) du) g —

+o0 +oo
/ e f(r) dr / e*g(u) du = L{f}(s) L{g}(s)
0 0

dove con D si ¢ indicato il dominio di integrazione:

D={(t,7) eR*: 7 < t}.

L’assoluta traformabilita della f * g si vede in modo analogo. g

L’ascissa di convergenza del prodotto f*g € certamente minore o uguale alla maggiore tra le ascisse
di convergenza di f e g. Puo capitare pero che sia strettamente minore di queste.

Esempio 8.7.1 Siano f(t) = e'u(t) e g(t) = (1 — t)u(t).
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CUIS
A\

Siha A} = 1e A = 0. Daltra parte f x g(t) = JeT(1 —t+7)dr = t. Dunque AL
max{)\g,)\g}. Si noti che L{f}(s) = 5 e L{g}(s) = 58_—21; pertanto L{f * g}(s) = L5553

s—1 s
definita per s > 0.

o’

Utilizzeremo la convoluzione per scoprire come si trasforma una primitiva di una funzione.

Teorema 8.7.2 Sia f una funzione trasformabile con trasformata F. Sia ¢(t) := fg f(r)dr. Allora

L{6}s) = F(s).

Dimostrazione. E sufficiente osservare che ¢(t) = f % u(t) e applicare il teorema 2.7.1. O

8.8 L’antitrasformata.

Affrontiamo ora il problema del passaggio dal dominio della frequenza al dominio del tempo. Poiché
non e completamente chiaro quale sia il dominio dell’operatore £ neé quale sia la sua immagine, non
sembra facile la ricerca di un operatore inverso di £ in senso stretto.

E inoltre evidente che 'operatore £ non é iniettivo perché essendo un operatore integrale non puo
distinguere tra funzioni che differiscono soltanto su un insieme di misura nulla.

Spesso viene usato il simbolo £~ come se fosse un operatore, senza precisare dominio e codominio.
La situazione ricorda 'uso del simbolo di integrale indefinito | come operatore inverso dell’operatore
di derivazione. Una scrittura del tipo £L7'{F} = f si deve quindi intendere come “f & una delle
funzioni trasformabili tali che Lf = F”.

Un enunciato del tipo “ L~HG + H} = L7Y{G} + L~Y{H} ¢ da intendere nel modo seguente: se
Lf=FeF =G+ H, allora esistono g e h trasformabili tali che Lg =G, Lh=H eg+h=f.

La dimostrazione dei teoremi seguenti si puo dare utilizzando le trasformate di Fourier. Il proble-

ma della ricerca dell’antitrasformata di Fourier e di piu facile risoluzione che quello della ricerca
dell’antitrasformata di Laplace.

Teorema 8.8.1 Siano f e g due funzioni trasformabili tali che Lf = Lg. Allora f(t) = g(t) per
quasi ogni t € R.

In particolare due funzioni continue hanno la stessa trasformata di Laplace se e soltanto se sono
uguali (dunque 'operatore L ristretto alle funzioni continue € iniettivo).

Esiste anche una formula che ci permette di risalire alla funzione f, nota la sua trasformata F'.
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Teorema 8.8.2 (Formula di Bromwich-Mellin o di Riemann-Fourier). Sia f una funzione tra-
sformabile con trasformata F' e ascissa di convergenza M\y. Detto o un qualsiasi numero reale tale
che a > Ao vale

1 a+if ‘
t)= — i S F(s)d
S0 = g Jim [ e

net punti di continuita della f.
Nei punti di discontinuita bisogna tenere conto del salto e la formula diventa

a+if
%[f(t+)+f(t‘)]— ! lim/ ¢t F(s)ds.

N Tm B——+o0 a—iB

Per utilizzare la formula di Riemann-Fourier & necessario integrare una funzione nel campo com-
plesso lungo la retta verticale di equazione z = « nel piano di Gauss. Tale retta prende il nome di
retta di Bromwich. Si noti che la formula non dipende dal valore di o purche sia a > Ag.

Esempio 8.8.1 Utilizziamo la formula di Riemann-Fourier per ricavare [’antitrasformata della

funzione F(s) = 1.

Dobbiamo calcolare I'integrale

Supponiamo dapprima ¢ < 0.

. st o R . . . . . .

La funzione %~ (nella variabile s) ¢ olomorfa in una regione discosta dall’origine. Per il teorema di
. . st . . . e \

Cauchy I'integrale della funzione - lungo una curva chiusa che non contiene l'origine ¢ nullo.

Consideriamo il circuito rappresentato in figura.

Sia g fissato. Sia R il raggio di un cerchio di centro l'origine e passante per i punti o —if e a4 if3.
Sia I' I’arco di cerchio Re® di estremi i punti o — i3 e a + /3.

L’integrale calcolato lungo la retta di Bromwich sara dunque uguale all’opposto dell’integrale lungo
la curva T.

Se mostriamo che l'integrale della funzione e%t calcolato sulla curva I' € nullo, abbiamo provato che
Oé+7/6 35t d _
f “—ds=0.

a—if3 s
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' Im(z)

iR — 4 a+ip
< a r Re(z)
-iR

Figura 8.1: Retta di Bromwich.

Proveremo che ¢ nullo il contributo dato dai due archi di cerchio Re®? che congiungono i punti
a—if e —iR, eipunti o+ i e iR rispettivamente.

Sara quindi sufficiente dimostrare che & nullo Iintegrale calcolato su tutto il semicerchio Re’? con
I <p<TI.
2 =¥ =73

Cominciamo con l'osservare che la lunghezza [(R) dell’arco che congiunge i punti a+if e iR (uguale
alla lunghezza dell’arco che congiunge i punti o — i3 e —iR) ¢ limitata. Infatti, se indichiamo con
¥ I'angolo compreso tra I’asse immaginario e la retta che congiunge l'origine con il punto a + i/ si
osserva che R = ;%5 e la lunghezza dell’arco ¢ I(R) = RJ = 516:11919' Per R — +o0, cioe per ¥ — 0,
questa lunghezza tende ad « ed e percio limitata.

Se s ¢ un punto dell’arco considerato si ha 0 < R(s) < « ed essendo t < 0 si ottiene tR(s) < 0,
st
e quindi e < 1. Pertanto || < % per ogni s appartenente all’arco che stiamo studiando e il

modulo dell’integrale
st
/ e ds
arco(a+if,Ri) S
I(R)

si puo maggiorare con —5*, che tende a zero per R — +o0.

Calcoliamo ora 'integrale sul semicerchio completo Re®® con -5 <¢<

/

o3

Tale integrale e
Rt(cos p+isin )

Ret¢

Wl

e

Rie“dyp

s
2
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3
/ ethos LPng.

Jus
2

e il suo modulo ¢ maggiorato da

Sostituiamo la variabile ¢ = § — 5. Si ottiene

/7‘(‘ eRtsinﬁdg _ 2/2 eRtSin€d€ < 2/2 eQitEdg _ l(eRt o 1)
0 0 0 Rt

Per R — 400 'integrale tende quindi a zero.

(Si ¢ usata la simmetria della funzione seno rispetto a 7 e la disuguaglianza %f < sin ¢ valida per
ogni £ € [0, 5] che ¢ giustificata dalla concavita della funzione seno nell’intervallo [0, 7]).

Supponiamo ora ¢t > 0. Per il teorema dei residui si ha che 'integrale della funzione esi sSu un

circuito contenente l'origine ¢ pari a 27¢ moltiplicato per il residuo nell’origine, che ¢ uguale a
1. Consideriamo il circuito seguente (si faccia riferimento alla figura precedente). Come nel caso
precedente sceglieremo R in modo che il circolo di raggio R e di centro l'origine passi per i punti
a—1i8 e a+if. Questa volta perd considereremo 'arco del cerchio che si trova alla sinistra della
retta di Bromwich. Indicando come in precedenza con ¥ ’angolo compreso tra ’asse immaginario
e la retta che congiunge l’'origine con il punto « + i3, considereremo ’arco di cerchio Re®, con
T-9<p<3r+0.

Anche in questo caso si vede facilmente che & nullo il contributo dato dai due archi di cerchio Re*?
che congiungono i punti a — i3 a —iR e o + 8 a iR rispettivamente.

Infatti come prima si osserva che la lunghezza [(R) dei due archi ¢ limitata, ed essendo R(s) < ae
t > 0, il modulo dell’integrale
st
/ € ds
arco(a+i3,Ri) S

si maggiora con [ (R)%, che tende a zero per R — +0o0.
Calcoliamo infine 'integrale lungo il semicerchio contenuto nel semipiano (s) < 0.

Il modulo dell’integrale

%71’ eRt(cos p+isin ) )
/ —————— Rie"dy
st

Ret¢
2

si maggiora con
3
5T

ethosgodSO _ /7T e_Rtsinfdg
0

mh

dove si e fatta la sostituzione £ = ¢ —

o3

In modo simile a quanto fatto per il caso t < 0 si osserva che quest’ultimo integrale tende a 0 per
R — +o0.



8.9. CALCOLO DELL’ANTITRASFORMATA 243

Concludiamo dunque che 'unico contributo non nullo all’integrale sul circuito chiuso ¢ quello dato
) st . o e . . .

da ff:f £-ds che pertanto risulta essere uguale a 2mi. Dividendo per 2mi come richiesto dalla

formula si ottiene in definitiva

1 a+if st
£(#) l / Cas={] X150

= — m .
270 B=+00 Joig S set >0
Dunque f(t) = u(t) come previsto. Si noti che per ¢t = 0 la formula fornisce

1 atif 1 [z 1
£(0) = —— lim Sds=— [T id9 =
270 B=+o0 Jo—ig S 2mi —z 2

che & uguale a 3[u(0T) +u(07)].

Come si ¢ visto dall’esempio precedente il calcolo diretto dell’antitrasformata mediante 1'uso della
formula di Bromwich-Mellin Riemann-Fourier non ¢ facile. Fortunatamente in molti casi ¢ possibile
trovare ’antitrasformata di una funzione assegnata utilizzando opportuni artifici e tenendo presente
le formule delle trasformate di uso piu frequente.

8.9 Calcolo dell’antitrasformata mediante artifici. Funzioni ra-
zionali.

1 _—bs
96 .

Esempio 8.9.1 Si trovi una funzione f tale che Lf(s) = 15

Ricordando la formula del ritardo 8.8 e ’esempio 8.5.3 si ottiene

1 1
u(t) — —; e Mu(t) —

1
. S 9; 679(t75)u(t —5) e s

s+9°

Si ponga attenzione al fatto che la funzione trovata & nulla per t < 5. La funzione g(t) = e=?(¢=5)y(t)

non & un’antitrasformata della funzione assegnata, infatti L£g(s) = Le%e % (s) = 6455_’%9.

Esempio 8.9.2 Si trovi una funzione f tale che Lf(s) = ﬁ.

Ricordando la formula per la trasformata del seno sinwt — % e scrivendo F(s) = %ﬁ si
ottiene f(t) = 2(sin3t)u(t).

Esempio 8.9.3 Si trovi una funzione f tale che Lf(s) = iiﬁ
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Scriviamo F'(s) = 3 575 + %ﬁ da cui f(t) = (3cos2t + 1 sin2¢t)u(t).

E possibile calcolare l'antitrasformata di una qualsiasi funzione razionale del tipo F(s) = %,

dove il grado del numeratore N e strettamente inferiore al grado del denominatore D, utilizzando
la decomposizione in frazioni semplici. Siano ai,ao,...q, gli zeri di D e siano ki, ko, ...k, le
rispettive molteplicita. Esistono allora dei coeficienti A}, A2, ... ,A]fl, AL A% AL Al

. Al A2 Akl Al Al kn
tali che F'(s) = (S_}n) + (s_ojl)Q 4+ ...+ (sfoil)kl + (5_22) Tt ey Tt (S_‘iﬁ Il calcolo

dell’antitrasformata della funzione F' si riduce quindi al calcolo dell’antitrasformata dei singoli
addendi.

Ricordando 'esempio 8.5.2 si ha che LtFu(t) = % percio lantitrasformata di ﬁ e

1
(n—1)!

" teu(t).

In definitiva lantitrasformata della funzione F' si potra scrivere come

Al
22 gont

i=1 j=1

Esempio 8.9.4 Si trovi una funzione f tale che Lf(s) = W.
Decomponiamo la funzione F' in frazioni semplici. Avremo

s(s+6)2 s s+6 (s+6)2

(8.11)

Per calcolare i coefficienti si pud procedere in diversi modi. Ad esempio si puo risolvere ’equazione
A(s +6)*+ Bs(s +6)+Cs =1

che si riduce al sistema

A+B=0
{12A+GB+C:O ;
36A=1
. . . _ 1 _ 1 _ 1
da cui si ricava A = 55, B = —55,0 = —¢.

Un altro metodo ¢ quello di moltiplicare la 8.11 per s da cui si ottiene

S S
F(s)=A+B .
sF(s) = A+ B =5+ g

Si avra allora
A = lim sF'(s)

s—0
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cioe A = 3—16. In modo analogo si pud calcolare C. Si moltiplichi la 8.11 per (s + 6)?; si ottiene

(5 4+ 6)2F(s) — A(”f)2

+ B(s+6)+ C.
Si avra allora
C = lim (s +6)*F(s)

s——6

e quindi C = —3. Per ottenere B dobbiamo calcolare la derivata della funzione (s 4+ 6)%F(s). Si
avra allora

i(s +6)’F(s)=(s+6)...| + B

ds
e quindi
. d 2
B = 51—1>H—16 %(s +6)“F(s),
_ 1
nel nostro caso B = —5;.
In generale sia a; una radice di molteplicita k;. Per determinare i coefficienti Afi, Aki=1 - Aki=d
., ARim(ki—1) — Al pigpettivamente relativi alle frazioni (8_01[),%_, (s—a~1)kr1’ ey (s_a-l)krj’ e
ﬁ si possono usare le formule
ki _ 1; _ o 0\ki .
A = Tim (s — ) F(s);
d
k=1 _ o @ ks )
A = Jim (s - a0 F(s):
ki—j _ l ; ﬂ _ )k .
Ai - ]' sligyll dSJ [(S al) F(S)],
1 1 dki—1 k. N
A= G i, ol m e ) 812

Non sempre pero 1'uso di tali formule e agevole e talvolta € piu conveniente ricorrere a metodi
diretti.

Se il polinomio al denominatore ha zeri non reali e la funzione F' € reale i coefficienti relativi alle
coppie di zeri coniugati sono anch’essi tra loro coniugati. Questa osservazione permette spesso di
diminuire i tempi di calcolo.

s—1
CEE

Esempio 8.9.5 Si trovi un’antitrasformata della funzione F(s) =

Si puo scrivere
A B n C . D
s—i (s—i)? s+i  (s+1i)?




246 CAPITOLO 8. TRASFORMATA DI LAPLACE

Usiamo ad esempio la formula 8.12 :

d
ds

. s—1 1 s—1
(8_2)2(s2+1>2 S it

Calcolando il limg_,; si ottiene A = i'.

—1 11—
Calcoliamo ora B = lim 5 = Z.
s—i (s 41)2 4

Non ¢ necessario calcolare C' e D, infatti grazie all’osservazione fatta sappiamo che C' = A = —ﬁ' e
B 1+
D =B ="

Avremo allora
f(t) = (ie“ + ! ;iteit Lt + L+

4 4

. 1 1 1
te_’t> u(t) = (—2 sint + it sint + it cos t) u(t).

Il caso piu semplice ¢ quello in cui ogni zero ha molteplicita 1. In questo caso i coefficienti A} sono

esattamente i residui della funzione F' = % nel punto. Ricordando la formula per il calcolo dei

residui di una funzione razionale in un polo semplice «;, R(F;a;) = D/(((():'))7 si ottiene la seguente
T

formula, nota come formula di Heaviside :

Teorema 8.9.1 (Formula di Heaviside) Sia F(s) = NG una funzione razionale dove il grado del

D(s)
denominatore ¢ maggiore del grado del numeratore, e supponiamo che D abbia soltanto zeri semplici
i, ao,. .., a. Allora un’antitrasformata della F ¢
k
N(Oél) B
t) = ot ) (t).
f(t) (z; Dy

Vale una versione della formula di Heaviside anche nel caso in cui gli zeri abbiano molteplicita
maggiore di uno, ma la sua applicazione non & molto agevole. In questo caso la formula diventa

k
f(t) = <ZR (F(s)e™; az-)> u(t).

Esempio 8.9.6 Si trovi un’antitrasformata della funzione
1

F(s) = st — g3+ 452 —4s’

Gli zeri del denominatore sono tutti semplici: 0, 1,2i, —2i. La derivata del denominatore & 4s% —
3s2 + 8s — 4. Utilizzando la formula di Heaviside si ottiene

oo (L 1y 12t a9 - et 24t
ft)=( 4+ 5¢ + 10 ¢ 40 ¢
1 1 1 1
=(—;+ get + 5 €08 2 — 7o sin 2t)u(t).
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8.10 Applicazioni alle equazioni differenziali ordinarie.

Sia dato un problema di Cauchy relativo ad un’equazione differenziale ordinaria lineare di ordine
n a coefficienti costanti, con punto iniziale in 0. Tale problema si puo scrivere come

(Y™ () + cn1y™ V(@) + ..+ coylt) = f(1)
y(0) =wo
/(0)—@/1

<

Ly 1(0) =y

Applichiamo 'operatore di Laplace all’equazione
Y () + cnay ™I (@) + - coy(t) = f(1).

Otteniamo, grazie al corollario 2.6.1 e usando le condizioni iniziali,

s"Y(s) — Snflyo — S”nyl — . = Yn_1t+
Fen1[s"Y(5) — " 2yg — ... — Yp_o] + ... + Y (s) = F(s).
Poniamo .
R =
2(5) s 1SVl s+
e

Ri(s) = Rg(s)[yg(s”_l +en18" 2y 08"+ c1)+

+y1(s”_2 SR NT s R c2) 4+ ...+ yn—2(s+ cn_1) + Yn—1].

Si ottiene allora

Y (s) = Ri(s) + F(s)Ra(s).

Per ottenere la soluzione del problema possiamo antitrasformare. Poiché R; e Ry sono funzioni
razionali in cui il denominatore ha sempre grado maggiore del numeratore, possiamo calcolare
le antitrasformate r; e ro. Ricordando inoltre il teorema 8.7.1 sulla trasformata del prodotto di
convoluzione si potra scrivere

y(t) = ri(t) +r2 % f(1).

Supponiamo ora che ’equazione sia omogenea, cio¢ che f(t) = 0. In questo caso la soluzione si
riduce a y(t) = r1(t). Tale soluzione si dice la risposta libera del problema.
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Se invece ’equazione ¢ completa ma le condizioni iniziali sono tutte nulle, cioe se yg = y1 = ... =
yn—1 = 0 la soluzione si riduce a y(t) = 7o * f(t). Tale soluzione si dice la risposta forzata del
problema.

La soluzione del problema generale risulta dunque essere somma della risposta libera e della risposta
forzata.

Esempio 8.10.1
2"+ 32 + 2z = €
z(0) =0
2/(0) =1

Trasformando si ottiene

SQX—O—1+3(5X—O)—|—2X:71
8_

(s2+3s+2)(s—1)

e quindi X = . Decomponendo in frazioni semplici si ottiene

1 1 2 1 1 1
X == S + =
6s—1 3s+2 2s+1
e antitrasformando si ha
T = 1et — 26727& + }e*t.

6 3 2

Naturalmente un problema di questo tipo puo essere risolto in modo molto semplice considerando
I’equazione caratteristica associata all’equazione, trovando le soluzioni dell’equazione omogenea e
infine una soluzione particolare dell’equazione completa. Se pero il termine noto f(x) non ¢ una
funzione continua, tali tecniche non sono utilizzabili.

Esempio 8.10.2 Sia
0 set <0 oppuret > 2

fH)=<¢1 setel0,1) :
-1 setell,2]

st risolva il problema
' 4+x=f
z(0) =0
2/(0) =0

La funzione f si puo scrivere utilizzando la funzione di Heaviside come f(t) = u(t) — 2u(t — 1) +
u(t — 2). Calcoliamo Ry(s) = H% La sua antitrasformata & ro(t) = sint. Poiché le condizioni
iniziali sono nulle la soluzione del problema & la risposta forzata x(t) = 7o % f(t) = sint * f(¢).
Otteniamo allora

x(t):/o ft —7)sinTdr =
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_ (/Ot Sin7d7'> u(t) — 2 (/OH sin7‘d7‘> w(t —1) + </OH sin7d7‘> u(t —2) =

= (1 —cost)u(t) —2(1 — cos(t — 1))u(t — 1) + (1 — cos(t — 2))u(t — 2).

In modo simile si possono risolvere anche sistemi lineari del tipo 2/ = Az + f, dove x & un vettore
(colonna) di R™, A ¢ una matrice n x n e f & una funzione vettoriale in n componenti. Un tale
problema puo sempre essere ricondotto ad un problema in un’unica equazione di ordine n, ma puo
anche essere risolto direttamente.

Esempio 8.10.3

' =2y
y =4dx — 2y
z(0) =1
y(0) =0

Trasformando direttamente il sistema, si ottiene

sX —-1=2Y
sY =4X -2Y

e, risolvendo il sistema algebrico,
- s+ 2

0 $2425—8
B 4
2425 —8

da cui a(t) = (G + Se*u(t) e y(t) = (3e* — Fe M)u(t).

Concludiamo con un esempio di applicazione della trasformata di Laplace ad un’equazione integrale.

Esempio 8.10.4 Si risolva ’equazione

y(t) = cost + /0 (t —1)y(r)dr

pert > 0.

L’equazione proposta si puo scrivere come
y(t) = cost +t xy(t).

Trasformando si ha ,
s

+ <Y (s)

Y(s)= —
() 1452 s2
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da cui

e quindi

1/ 1 1 1 1
Y(s) ==
() 4(3—1+8+1+3—i+5+i>

, , 1
(et+et+e' +e ) ut) = §(cosht + cost)u(t).

e in definitiva

.-lk\*—‘

y(t) =

8.11 Applicazioni ai circuiti elettrici

Consideriamo un circuito elettrico nel quale sono inseriti, in serie, una resistenza R, una capacita
C, un’induttanza L, una forza elettromotrice V e un interruttore. Indichiamo con i(t) la corrente
che percorre il circuito e con ¢(t) la carica del condensatore all’istante ¢. Consideriamo come istante
iniziale ty = 0 l'istante in cui viene chiuso l'interruttore e indichiamo con ¢y la carica iniziale del
condensatore. Avremo allora

q(t) = qo +/0 i(7) dr.

L’equazione di equilibrio e

di
L =ov(t) t
dt+Rz+C() v(t) t>0
che si puo anche scrivere
L +R —1—0/ —v(t) t> 0. (8.13)

Supponiamo di voler calcolare la corrente i(¢). Se la tensione v(t) ¢ una funzione differenziabile
I’equazione 8.13 puo essere differenziata a membro a membro e si ottiene un’equazione differenziale
ordinaria del secondo ordine

1
La" + Rx' + 5@' =,

Spesso accade pero che la funzione v non sia neppure continua; in questo caso si puo applicare
direttamente 1'operatore di Laplace all’equazione integrodifferenziale 8.13. Poiché i(07) = 0 e
ricordando il teorema 8.7.2 si ottiene

sLI(s) + RI(s) + EI( s) + %CIO =V{(s),
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da cui
I(S) — V(S) _ q0
sL+R+ 5  sC(sL+R+ %)
La quantitd T(s) = —— dipende soltanto dalle caratterisitiche del circuito RLC e si chiama
sL+R+—-5
sC

ammettenza di trasferimento. Potremo allora scrivere

I(s) = T(s)V (s) — S%T(s). (8.14)

Supponiamo ora di conoscere la corrente e di voler calcolare la tensione. Dalla 8.14 si ottiene

I(s)+@

Vis) = ol

T(s)

La funzione reciproca dell’ammettenza di trasferimento ﬁ =sL+ R+ % si chiama impedenza
di trasferimento.

Esempio 8.11.1 Determinare la corrente che percorre un circuito RLC nel quale R = 2Q, C' =
%F7 L= 1H) qo = 07 U(t) = 6_2t-

Calcoliamo 'ammettenza di trasferimento:

T(s)

1 S
CsL+R+ & s2+2s+17

Si ha I(s) =T(s)V(s) e poiché V(s) = 5 si ottiene, decomponendo in frazioni semplici,

1
s+
A n B N C

s+2 s+1—4i s+1+4i

I(s) =

Calcolando 1 coefficienti si ottiene

1s) = 2 1, 15, 1
T T 17s+2 " 136 s+ 1— 4
15 1 11 11

86 s 1t 4 17s+1—4i T 17Ts+ 1o 4i

e antitrasformando 5 15 5
(—1—76_% + @e_t sin 4t + 1—76_t cos 4t)u(t).

i(t)

Un altro metodo per ottenere lo stesso risultato ¢ quello di utilizzare il teorema sul prodotto di
convoluzione. Si ha infatti

i=L7YT} *w.
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Per calcolare velocemente 'antitrasformata di T si puo scrivere

s s s+1 1 4

T(s) = _ _ _1
) = st 17  F 12316 L1116 4G 12116

e pertanto
1
L7HTY(t) = e ! cosdt — Ee*t sin 4t.

Otteniamo infine .
1
i(t) = / (e7 " cosdT — 16_7— sindr)e 20" dr =
0

2t t 3 t
N — 4t + — 4t)u(t).
( e+ ( Je " sin e " cosdt)u(t)

8.12 Applicazioni alle equazioni alle derivate parziali.

La trasformata di Laplace € uno strumento molto utile anche nello studio delle equazioni alle
derivate parziali. Considereremo funzioni in due variabili del tipo f(z,t), definite su opportuni
sottoinsiemi 2 C R? del tipo = A x R. Le funzioni si supporranno sempre nulle per ogni valore
di z se t < 0. In questo modo sara possibile considerare la trasformazione rispetto alla variabile ¢,
considerando x come un parametro. Si avra dunque L{f(z,t)}(x,s) = f0+°° e Stf(x,t)dt = F(x,s).
Per quanto riguarda le derivate si avra

£y 6) = 5F (@) — 7.0,

mentre

of oo LOf(m,t) o [T 0
L{Z=}(s) = SISt = — f(x,t)dt = —F :
o= [ e a2 [ et ar = PG
Naturalmente si & implicitamente supposto che sia lecito il passaggio del segno di derivata fuori dal
segno integrale.

Vediamo un semplice esempio.

Esempio 8.12.1 Si consideri il problema alle derivate parziali:

Ou _ Ou,
dr ot
u(z,0%) = z; (8.15)
u(0,t) =t.

Si vuole cioe trovare una funzione u(z,t) definita su un opportuno dominio di R?, che soddisfa
ou ou
lequazione — = —, soddisfa la condizione iniziale lim u(x,t) = x per ogni z, e soddisfa la

ox ot t—0+

condizione al contorno u(0,t) = ¢ per ogni t. Applicando 'operatore di Laplace all’equazione si
ottiene I'’equazione trasformata:
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oU
—(z,8) = sU(x,s) —u(z,07).

ox

Questa ¢ un’equazione differenziale ordinaria lineare del primo ordine nella variabile x, nella quale
s appare come parametro; la condizione iniziale impone u(x,0") = z, dunque si ottiene 1’equazione

25 (2 =sU() — =,

che ha per soluzione la famiglia di funzioni
T 1
U(z) = ce®™ + — + —.
(z) ST 2
Il parametro ¢ € costante rispetto a x, ma puo ben dipendere da s. Le funzioni che otteniamo sono
dunque del tipo
T 1
U(z,s) =c(s)e”™ + — + —.
(2,5) = els)e*” + = +
La condizione u(0,t) = t, trasformata, diventa U(0,s) = %, da cui si ottiene U(z,s) = £ + & e
antitrasformando u(z,t) = x +¢.

Vediamo ora un esempio di applicazione delle traformate di Laplace all’equazione della corda
vibrante.

Esempio 8.12.2 Si consideri il problema alle derivate parziali:

g?;:agy z>0,t>0
y(a,0") =0
Z(x,oﬂ = 0; (8.16)
y(0,t) = f(t) (f(0)=0);
A Y@ =0

L’equazione rappresenta il moto lungo l'asse y y(z,t) di un punto di una corda di posizione x al
tempo t, corda inizialmente ferma lungo ’asse = nella quale viene mosso I’estremo sinistro secondo

Pandamento f(t). Il parametro reale positivo a rappresenta la radice quadrata del rapporto tra la

tensione della corda e la densita lineare della massa a = \/§ .

L’equazione trasformata, imponendo le condizioni iniziali, si riduce ad un’equazione ordinaria

lineare del secondo ordine: )
d°yY
Y = a2—2
dx
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La soluzione generale di tale equazione &
Y(x,8) = cre”a® 4 cy(s)ea”.

Imponendo le condizioni al contorno si ottiene la soluzione

T

Y(z,s) = F(s)ea®.

Antitrasformando, tenendo presente la formula della funzione traslata 8.8, si ottiene

o= 10 2)u(e- ).

La soluzione ci dice che la corda resta ferma nel tempo = per un tempo pari a 7, dopodiché esibisce
nel punto lo stesso moto che viene impresso nell’estremo sinistro della corda.

Il seguente esempio considera ’equazione del calore su un filo infinito.

Esempio 8.12.3 Si consideri il problema alle derivate parziali:

ot Ox?
u(z,0) =0 (8.17)
u(0,) = (1)

lim w(z,t) =0.

T—r+00

=0 per0 <z <4ocoet>0

L’equazione rappresenta il flusso di calore in un filo infinito. La funzione u(x,t) rappresenta la
temperatura nel punto x al tempo ¢. La temperatura iniziale ¢ nulla su tutto il filo. La temperatura
nell’estremo sinistro viene modificata nel tempo secondo la legge ¢(t).

Trasformando parzialmente secondo la variabile ¢ si ottiene

0?U(x, s)

sU(z,s) — R 0
U(0,s) = ®(s)

lim U(x,s) =0

T—+00

Le soluzioni dell’equazione ordinaria lineare

sy(z) —y"(z) =0

sono del tipo
y(z) = aeVs® + be~ V5T,
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cioe U(z,s) = aeV®® + be~V*®. Applicando la condizione iniziale U(0, s) = ®(s) si ottiene a + b =
®(s). D’altra parte, essendo limy, 4o U(z,s) = 0 necessariamente ¢ a = 0 e quindi b = ®(s) e
Ul(z,s) = ®(s)e”V*®. La nostra soluzione sara percio

u(z,t) = @ x L7 e V().

Non ci resta che calcolare I'antitrasformata della funzione F(s) = e~V**. Ricordando la formula di

Riemann-Fourier si ha ‘
1 k+l)\
f(t) = =— lim / ete™ Vo ds.
21 A——+o00 k—i\

Supporremo ¢ > 0 (nel caso opposto il calcolo & semplice).

Si noti che la funzione e~V5* ¢ polidroma avendo un punto di diramazione in 0. Effettuiamo percio
un “taglio nel semiasse reale negativo. Avremo allora /s = \/ﬁe% se s = pe”. Consideriamo un
circuito che comprende il segmento [k — iR, k + ¢R], Parchetto di raccordo S1, 'arco di cerchio nel
secondo quadrante Cr, = {Re™ : 7 <9 < m}, il segmento lungo il taglio nel secondo quadrante

I'1 = [-R,—¢], il circoletto di raggio € C. = {ee® : 7 > ¥ > —7}, il segmento lungo il taglio nel
terzo quadrante [—e, —R], I’arco di cerchio nel terzo quadrante Cp, = {Re” : —1 < 9 < -5

I’archetto di raccordo Ss.

' Im(z)

Cei Sy

—

k+iR

LI ice , Re(z)

Figura 8.2: Calcolo dell’inversa.

Lungo gli archetti S; e Ss il contributo & infinitesimo per R — +o0o. Infatti, se s € S; 0 s € S? si
_=zp

ha R(s) < a e R(y/s) > p?. Pertanto il modulo di ¢*~*V* si maggiora con e¢*'~ v2, una quantita
infinitesima per p — +oo. L’integrale calcolato nel circoletto C¢ & invece infinitesimo per € — 0T
essendo

s
. Wy i,
lim e Ve i g — ),
e—=0t Jo



256 CAPITOLO 8. TRASFORMATA DI LAPLACE

Lungo gli archi Cg, e Cg, il contributo & pure infinitesimo per R — +00. Vediamo ad esempio il
caso t > 0 sull’arco Cg,. Il modulo della funzione integranda sul cerchio Cg, si puo scrivere nella

9 . PN

forma ePteos?—vpreos 3. o 5 <9 <7 Ora, se %ﬂ' <9 <7 sihacost < —% e cos(g) > 0, percio
_ @ —ptL . .

epteost—y/preos 5 < o 7P'U5  Se invece 5 <9< % si ha cos¥ < 0 ma cos(g) > cos(%“) > @ Dunque

. . . . _ 9 -/ -2 s
si conclude che uniformemente rispetto a 9 si ha et S?=VPTcos 3 < maxfe VP eV }. Percio il
modulo ¢ infinitesimo per p — +o00. In modo simile si ragiona nell’altro caso.

Valutiamo i contributi lungo i segmenti I'; e I's.

Lungo il segmento I'y 'argomento di s ¢ 7, dunque s = —p, /s = /pi avendo posto p := |s|. Si
ottiene allora

“+oo
/ e Ple= WP gy,
0

Lungo il segmento I'y 'argomento di s ¢ —m, dunque s = —p, /s = —,/pi. Si ottiene allora

“+oo
— / e PeVPE .
0

Dunque

1 k+i 1 +o00 ) +o0 )
—— lim eSte Vords = ——— / e Ple™ de—/ e PleVPrdp| =
271 A—=+o0 k—i) 211 0 0

1 [t 1/ , 1 [t
= / e_pt? (ez pr _ e_’\/fm) dp = / e Pt sin(y/px)dp =
0 ¢ 0

s s

e mediante la sostituzione p = u?

2 [,
= — / ue” " sin(ux)du.
0

s

Per calcolare 'ultimo integrale si puo procedere nel modo seguente:

—u2t . oo
e " sin(ux) +

0

“+oo 2t 1
I(z,t) = ue sin(uz)du = ~5
0

+oo

X ot

2t Jy

2t i

+oo 5
+ cos(uz)du = 2t/ e~ cos(ux)du.
0

Derivando rispetto a z la funzione 21 (x, t) si ottiene

d 2t oo
— <I(a;,t)> = —/ uefuztsin(u:z)du = —I(x,t);
dx 0

T
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cio¢ dl 2t 2t
R
dr x 22
da cui
1dl 1 T
Ide =« 2t

e integrando

22

I(x,t) = A(t)ze 4t.
Per determinare A(t) osserviamo che

dI . z2 xr z2
dr

e quindi %(O,t) = A(t). D’altra parte

dl +oo
— = / uZe vt cos(ux)du
dx 0

eperx =0
dl +oo
d—(O,t) = / uZe "ty =
€L 0

- [_Ee’“ﬂm + / UL g, - VT
0

Si ottiene allora ,
) = ——e

2,/mts

e la soluzione del problema &
x z?

3 €
2/mt2

U(.’L’,t) = *

8.13 Il comportamento asintotico della trasformata.

In molti casi e difficile o addirittura impossibile calcolare esplicitamente la trasformata o ’anti-
trasformata di una funzione assegnata. Risulta quindi molto utile poter studiare alcune proprieta
della funzione trasformata F' utilizzando la conoscenza della funzione f o, viceversa, poter studiare
alcune proprieta della funzione f utilizzando proprieta note della funzione trasformata F', senza
ricorrere al calcolo esplicito delle funzioni che interessano. Un teorema che ci da informazioni sulla
funzione trasformata F', assumendo note le proprieta della funzione f si dice teorema abeliano.

Un teorema che ci da informazioni sulla funzione f, assumendo note le proprieta della funzione
trasformata F' si dice teorema tauberiano.



258 CAPITOLO 8. TRASFORMATA DI LAPLACE

Un primo esempio di teorema abeliano puo essere considerato il teorema 8.4.4.

Un altro teorema abeliano & il seguente:

Teorema 8.13.1 Sia f una funzione trasformabile e supponiamo che esista tlim f(t); allora esiste
— 00

anche il lim+ sF(s) (supponiamo per comodita s € R) e vale
5—0

lim sF(s) = lim f(¢).

54)04' t——+o00

Se esiste lim f(t) allora esiste anche il lim sF(s) e vale (con s € R)
t—0t s—+00

lim sF(s)= lim f(t).

§—+00 t—0t+

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema nell’ipotesi aggiuntiva in cui la funzione f sia derivabile
su ]0,+o00[ e la funzione f’ sia assolutamente trasformabile. Supponiamo che esista tlim f(t) e
—00

proviamo che esiste pure lim sF'(s).
s—0t

Si ha per il Teorema 8.6.1 Lf" = sF(s) — f(0T), da cui

lim L£f'(s) = lim sF(s) — f(07).

s—0t s—0t

Usando la definizione di trasformata si ottiene anche

+oo
lim L£f'(s) = lim e SF(t) dt =

s—07t s—0t Jo

—+o00
_ : —st p! _ : +3.
- /0 Tim e (0t = lim [(6) ~ F(0%);
da cui la tesi, purché si possa giustificare il passaggio del limite sotto il segno integrale. Per fare
cio ricorreremo al teorema della convergenza dominata di Lebesgue. Sia Ay l'ascissa di assoluta
convergenza della f’. Sia A > Ag e si ponga g(t) = e |f'(t)|. Poiche la funzione f’ & assoluta-
mente trasformabile la funzione g(t) & integrabile su [\, +00] e domina la funzione e~ f’(¢) (cioe
le™stf'(t)| < g(t) se s > \). Per il teorema di convergenza dominata di Lebesgue si pud portare il
segno di limite all’interno del segno integrale.

Supponiamo ora che esista lim+ f(t). Sempre nell’ipotesi semplificata si avra
t—0

lim sF(s) = lim Lf(t)(s) + f(07) = f(07);

S——+00

tenendo conto del Teorema 8.4.4 applicato alla funzione f’. O
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Il teorema 8.13.1 ci permette tra ’altro di calcolare lim f(¢) e lim f(¢) utilizzando le trasformate
t—+o0 t—0+

se € noto che tali limiti esistono. Questo puo essere molto importante se ad esempio la funzione f
¢ la soluzione di un’ equazione differenziale. Si noti pero che la conoscenza a priori dell’esistenza
del limite ¢ essenziale. Ad esempio si consideri la funzione f(t) = sent. La trasformata di f ¢

1 TR _ . .
F(s) = &7 e quindi sl_l}I(I)lJr sF(s) = 0, mentre non esiste tlgrnoo f(t).

Esempio 8.13.1 Sia F(s) = St(iglﬁ) Si trovino f(0) e f'(0), supposti esistentsi.

Poiché supponiamo esistenti f(07) e f/(0%) si puo applicare il Teorema 8.13.1. Si ha allora

. . . tanh s
Jm (0 =t sF(s) = Mmooty =0
Inoltre Lf' = sF — f(0) = (t;n}:f’), pertanto
: f s ;.. Stanhs
tgr(I)l-F £t = SEI-"I}OO sLf = SEI'EIOO (52 +1) =0

Dunque f(0) = f'(0) = 0.

8.14 Esercizi

Esercizio 8.14.1 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione

flt)=t"2.

N |=

(Sol. \/Z.)

Esercizio 8.14.2 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione

ft)=n sen—1<t<n pernecN.

(Sol. F(s)=1-"1+.)

Esercizio 8.14.3 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione

£ = (-1t

dove [t] = min{n € N: ¢t > n} ¢é la parte intera di t (onda quadra).

Esercizio 8.14.4 Si calcoli la trasformata di Laplace della funzione f(t) rappresentata in figura
(onda triangolare):
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2a 4a

Figura 8.3: Onda triangolare.

(Sol. F(s) = 8% tanh 3).

Esercizio 8.14.5 Si calcoli l’antitrasformata della funzione

1
F(s) = ——
(5) s3 +a3

(Sol. f(t) = 7 (e—at — 5" cos(2/3t) + \/ge%tsin(%\/gt)) u(t).)

con a € R.

Esercizio 8.14.6 Si calcoli l’antitrasformata della funzione
F(s)=—— cona€R.
s

(Sol. f(t)=(t —a)u(t —a).)

Esercizio 8.14.7 Si calcoli l’antitrasformata della funzione
s2+3

(82 +2s+2)%

(Sol. f(t) = et (t(—3 cost —sint) + 5 sint) u(t).)

F(s) =

Esercizio 8.14.8 Si calcoli l’antitrasformata della funzione

F(s) = arctan(é).

(Sol. f(t) = Snty(t).)
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Esercizio 8.14.9 Si calcoli l’antitrasformata della funzione

241

F(s) :lnm.

(Sol. f(t) = 2(e% + e 2t — 2cost)u(t).)

Esercizio 8.14.10 Si calcoli l’antitrasformata della funzione

1

PO = v

(Sol. f(t) =2 /" e~ du).

Esercizio 8.14.11 Si calcolino le antitrasformate delle funzioni

S e 38
Fle) =
s 6735
G(s) = e )

A= )+
(Sol. g()|(kk+3) = cosmt per k € N) .

Esercizio 8.14.12 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema

2" + 42’ + 13z = te
x(0) = 0;
z'(0) = 2.

(Sol. z(t) = &((5t — 1)e~" + e~ (cos 3t + 32sin 3t))u(t).)

Esercizio 8.14.13 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema
z® 4+ 82" + 162 = 0;
z(0) = 2/(0) = 2”(0) = 0;
2"(0) = 1.

(Sol. z(t) = L (sin2t — 2t cos 2t)u(t).)

Esercizio 8.14.14 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema

{x/// + 22" + 2 = f(t);
z(0) = 2/(0) = 2”(0) = 0.

dove f(t) € una funzione assegnata. (Sol. z(t) = fg[l — (14t —u)e W f(u)du.)

261
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Esercizio 8.14.15 Risolvere con la trasformata di Laplace il problema

" +tx' + x = 0;
z(0) = 1;
2'(0) = 0.

2

(Sol. z(t) = ez u(t).)

Esercizio 8.14.16 Risolvere con la tmsformata di Laplace il problema

(Sol. z(t) = (—3e 3t + Lte™3 + Leu(t); y(t) = (—16_3t tte 3+ Te7u(t).)

Negli esercizi che seguono si chiede di risolvere un circuito di equazione

dt

{ L% 4 Rit Salt) = (1)
i(0) =0

con ¢(0) = 0.

Esercizio 8.14.17 L =1,R=0,C = 107%;

e(t) = 100 se0<t<2m
10 set> 2w

(Sol. i(t) = (1 — u(t — 2m))(sin 100¢)u(t)).

Esercizio 8.14.18 L =1,R =100,C =4 10~%;
50t se0<t<l1;
0-{ <t<l,
e( ) 0 set>1

(Sol. i(t) = &[(1 — e=50)2 — y(t — 1)(1 + 98e=50=1) — 99e=100(t=1)]yy(¢). )

Esercizio 8.14.19 Una massa di peso unitario € attaccata ad una molla leggera che viene tesa di
1 metro da una forza di 4 kg. La massa é inizialmente a riposo nella sua posizione di equilibrio.
All’istante t = 0 una forza esterna f(t) = cos(2t) viene applicata alla massa, ma al tempo t = 27
la forza viene spenta istantaneamente. Si trovi la funzione posizione z(t) della massa. (Il problema
si traduce nell’equazione x” + 4z = f(t); x(0) = 2/(0) = 0).

(Sol. z(t) = t(sin2t)u(t) set < 2w e z(t) = Zsin2t se t > 2r.)



Capitolo 9

Alcuni esercizi del tipo dato agli esami

9.1 Uso dei residui

Esercizio 9.1.1 Usando il metodo dei residui, si calcoli

/+°° cos(z) dx
o xt+5x244°

SOLUZIONE
Troviamo le radici del polinomio z* + 522 +4: se 22 =t,siha t2 +5t+4 =0 per t = =5y 25-16 V225_16 =
=5£3 = —4,—1. Percio vale 24+ 522 +4 = (2% +4)(22+1). Le radici del polinomio considerato sono

percio: 421, +4. Le radici che stanno nel semipiano superiore sono dunque 2i e 7. Consideriamo

e'? _ e
. (2244)(224+1) — 2%+5224+4°
Cr={z= Re .0 <9< 7}, cioe il segmento che va da —R a + R seguito dalla semicirconferenza
che sta nel semipiano superiore di raggio E. Se R > 2 il cammino racchiude i due poli semplici

in z =1 e z = 2¢. Inoltre, in base al lemma di Jordan, limpg_, fCR f(z)dz = 0. Dunque, per il

iz

ora la funzione f(z) = Si consideri il cammino I'p = [-R, R] U Cg dove

teorema dei residui

g f(2)dz = 2mi{Res(f,i) + Res(f,2i)}.

Ora in un polo semplice zp, si ha Res(f,z9) = ﬁ Percio Res(f,i) = m e Res(f,2i) =
% Abbiamo dunque
-1 -2 -1 -2
e e e
2)dz = 2mi{— + A =27{— — —
1(z) { 16 —122} { 6 12
. . . . . ’Lil) 3 ’ Q. d

Prendendo il limite per R — 0o, si ha limp_,so fFR f(z)dz = +;° x4+5jf+4 f+°° %ﬂw =
2 f xfj’fg; ‘jﬁ ;- Infattisi ¢ tenuto conto che, per ragioni di simmetria, I'integrale j;o % =0

263
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+00  coszdxr __ +00  coszdx : N : : . 4 2
e [T ety = 2/, sireesry. Infatti sena & funzione dispari, cosz e % + 52 +4 sono

funzioni pari. Il risultato ¢ quello sopra riportato. NB. NON si puo considerare la funzione
_ cos z : : _ eF4e : e _ : :
flz)= ey infatti cos z = “—F—. Mentre limp 0 fCR 75,251 = 0 per il lemma di Jordan,
. N . e—iz
cio NON e vero per limpg_,o fCR Pl O

Esercizio 9.1.2 Utilizzando il metodo dei residui si calcoli

* xsen (mx)
———d
[ et oo

Esercizio 9.1.3 Si calcoli usando il metodo dei residui [’integrale
/+°° x? cosx
oo X516
Esercizio 9.1.4 Usando il metodo dei residui, si calcoli
+oo ,.—1/3
/ z dx .
0 1 + a
Esercizio 9.1.5 Usando il metodo dei residui, si calcoli
/*Oo z2 cos x
——dx
oo 12t
Esercizio 9.1.6 Usando il metodo dei residui, si calcoli
/27r dd
o sen(¥)+2°

Esercizio 9.1.7 Usando il metodo dei residui, si calcoli

/+°° x - sen () de
0

14 24

Esercizio 9.1.8 Facendo uso del metodo dei residui, si calcolino gli integrali

/+°O cos(2x) dr o /‘H’O sen(2z) e

oo T2 =21 42 oo T2 =22 +2

Esercizio 9.1.9 Si sviluppi in fratti semplici la funzione

32 + 22— 1
(x+1)%2(x—2)

f(z) =
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Esercizio 9.1.10 5% sviluppi in fratti semplici la funzione

22 +1
(x—1)(x+1)(x+2)

flx) =
Esercizio 9.1.11 Usando il metodo dei residui, si calcoli
/+oo dx
o Ti+a?+17
9.2 serie di Fourier

Esercizio 9.2.1 E data la funzione f(x) = 5 — |z|, per —m <z < w. (i) Se ne determini lo
sviluppo in serie di Fourier.

(ii) Si dica se la convergenza é puntuale o uniforme.

o
1
(#i1) Utilizzando lidentita di Parseval, si calcoli il valore della serie numerica Z —_—.
= (2n+ 1)4
Esercizio 9.2.2 E data la funzione f(z) = |z|(7 — |z|) sull’intervallo [—m, ).
(i) Se ne determini lo sviluppo in serie di Fourier.
(ii) Si dica, giustificando l'affermazione, se la convergenza é puntuale o uniforme.
= (1!
(i) Si valuti la serie in x = T e se ne deduca la somma della serie numerica Z —.
n=1 "
Esercizio 9.2.3 Si sviluppi in serie di Fourier la funzione f(x) =0 per 0 <z <7 e f(x) = —x

per —m <z < 0.
Esercizio 9.2.4 Si sviluppi in serie di Fourier la funzione f(x) = |z| definita su [—m, 7).

Esercizio 9.2.5 F data la funzione f(z) =1 se -7 <2 <0, f(z) =1— Zge0 <z <.
(1) Se ne determini lo sviluppo in serie di Fourier.

(i) Si dica se la convergenza ¢ puntuale o uniforme.
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(e o]

(7i1) Considerato il valore di f(0), si calcoli la serie numerica Z
n=0

o
(2n+1)2°

Esercizio 9.2.6 E data la funzione f(z) =2 per —t <2 <0 e f(z) =0 per 0 < z < 7.
(i) Se ne determini lo sviluppo in serie di Fourier.

(i) Si dica se la convergenza é puntuale o uniforme.

oo
1
(4i1) Si valuti f(0) e, di consequenza, si calcoli il valore della serie numerica nZ::l o1

9.3 Trasformate di Fourier

Esercizio 9.3.1 Si calcoli la trasformata di Fourier di f(x) = x%e”*u(z), (dove u(x) ¢ la funzione

gradino). Si valutino di conseguenza le trasformate di f'(x) e di f(5).

1
Esercizio 9.3.2 Si calcoli la trasformata di Fourier di f(x) = o St valutino di consequenza
x
le trasformate di f"(x) e di e "% f(x).
1
Esercizio 9.3.3 Si calcoli la trasformata di Fourier di f(x) = Zra St valutino di consequenza
x
le trasformate di f(2x) e di ™ f(x).
1
Esercizio 9.3.4 Si calcoli la trasformata di Fourier di f(x) = PR St valutino di conse-
2+
guenza le trasformate di f'(x) e di f(x — a).
1
Esercizio 9.3.5 Si calcoli la trasformata di Fourier di f(x) = ——————. Si valutino di conse-
x2+2x+5
guenza le trasformate di f'(x) e di f(3z).
Esercizio 9.3.6 Si calcoli la trasformata di Fourier di f(x) = sign () - e ™. Si valutino di

consequenza le trasformate di e f(z) e di f(z +1). (sign(z) ¢ la funzione segno: vale 1 se x > 0
e-1sex<0).

Esercizio 9.3.7 Si calcoli la trasformata di Fourier della sequente funzione

f@) =x_1 1](% —|z|).



9.4. TRASFORMATE DI LAPLACE E EQUAZIONI LINEARI ORDINARIE 267

Usando il precedente risultato si calcolino poi le trasformate di [cos(x) f(x)] e di f(5).

9.4 Trasformate di Laplace e equazioni lineari ordinarie

Esercizio 9.4.1 E data Uequazione differenziale lineare y" + 4y’ + 4y = f(t). Si determini

(i) la risposta impulsiva h(t), cioé relativa a f(t) = §(t) (dove 6(t) é la delta di Dirac),

(ii) la risposta forzata con condizioni iniziali nulle relativa a f(t) = sen (2t)u(t) (dove u(t) é la
funzione gradino di Heaviside).

Esercizio 9.4.2 E data lequazione differenziale lineare y" + 2y’ + 4y = f(t). Si determini

(i) la risposta impulsiva h(t), cioé relativa a f(t) = 6(t),

(ii) la risposta forzata con condizioni iniziali nulle relativa a f(t) = cos(3t)u(t).

Esercizio 9.4.3 E data Uequazione differenziale lineare y" + 5y’ + 6y = f(t). Si determini
(i) la risposta impulsiva h(t), cioé relativa a f(t) = 6(t),

(ii) la risposta forzata con condizioni iniziali nulle relativa a f(t) = cos(2t)u(t).

Esercizio 9.4.4 E data Uequazione differenziale lineare 2y” + 5y’ + 2y = f(t). Si determini

(i) la risposta impulsiva h(t), cioé relativa a f(t) = 6(t),

(ii) la risposta forzata con condizioni iniziali nulle relativa a f(t) = sen (t)u(t).

Esercizio 9.4.5 E data l'equazione differenziale lineare v’ +9y = f(t). Si determini (i) la risposta

impulsiva h(t), cioé relativa a f(t) = 0(t) e (ii) la risposta forzata con condizioni iniziali nulle
relativa a f(t) = cos(t)u(t).

Esercizio 9.4.6 E data lequazione differenziale

Y +y -2y = f(t).

Usando la trasformata di Laplace, la si risolva nei casi f(t) = 6(t) e f(t) = e tu(t), con condizioni
iniziali nulle.
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Esercizio 9.4.7 E data Uequazione differenziale lineare y” + 4y = f(t). Si determini
(i) la risposta impulsiva h(t), cioé relativa a f(t) = 0(t),

(ii) la risposta forzata con condizioni iniziali nulle relativa a f(t) = cos(2t)u(t).
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