Capitolo Diciasettesimo
RICHIAMI DI GEOMETRIA ANALITICA

81L. EQUAZIONI DI RETTE E PIANI

Riferiremo sempre |o spazio ad un sistema ortogonale e monometrico di coordinate.

Ricordiamo che, dati i due punti P1(X1, Y1, z1) € P2(Xo, Y2, 22), Si indicacon Pq - P» il vetto-
re(Xy-Xo, Y1-VYo2, 21-2)T. SeeP; - P, =y, s scrive anche P; = P, + u. Si dicein tal caso
cheil vettore u € applicato in P». In particolare, assegnare il punto P(X, y, z) equivale ad asse-
gnare il vettore P - O := (x, y, 2)T. Ricordiamo inoltre che, dati i due vettori di R3 u; :=
(X1, Y1, Z1)T e Uy := (X, Yo, 22)T, si chiamaloro prodotto scalare il numero reale definito da

<Up, Up> 1= X1Xo + Y1¥2 + 212,

mentre & detta norma del vettoreu := (X, y, )T il numero reale non negativo

llull = d(u, 0) = V3@ + y2 + 22 =7/ <u, w.

Dati i due vettori non nulli Uy := (X1, y1, z1)T e Uy := (X2, Y2, 22)T, applicati in un punto A, si
pongaB:=A+u; eC:=A+Up. S hasubitoC- B = u, - U;. Seu; e Uy non sono paraleli, re-

staindividuato il triangolo A(BAC). Detto poi a il corrispondente angolo in A, sara detto

angolo formato dai due vettori. Se u; e U, sono paraleli, si assume come a |'angolo nullo, se
i due vettori hanno lo stesso verso, I'angolo piatto se hanno verso opposto.

TEOREMA 1. Sano dati i due vettori u; := (X1, Y1, 22)T, Up 1= (X2, Y2, 22)T esia a I'an-
goloda formato.

1) S ha <U1, Up> = llugll-lluoll cosa.
2) S ha up LUy = <ug, up> =0.

DIM. Applichiamo i vettori u; e u, ad un punto A; poniamoB := A+ u;, C:=A+ U, ein-

dichiamo con a I'angolo formato dai due vettori. Se i due vettori sono paraleli, la (1) segue
subito dalla Proposizione 23,6' del Capitolo 11. In caso contrario, applicando il Teorema del

coseno al triangolo A(BAC), s ottiene
Us - upll2 = llupllZ + llugll2 - 2 1lusll-llvy ]l cosar.
D'altra parte, dallo sviluppo di llu, - U112 si ha
IUs - Upll2 = llupllZ + 1lugll2 - 2 <uq, Up>.

Sostituendo e semplificando, si ricavaimmediatamente la (1).
La(2) seguedala (1) eda fatto ches hau; 1 u, seesoloseécosa =0. 0

Possiamo ora ricavare facilmente le equazioni di una retta nel piano, di un piano nello
spazio e di unaretta nello spazio, nonché le condizioni di parallelismo e ortogonalita.
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Laretta nel piano

Siano r unaretta del piano ed A un punto non appartenente ar. Diciamo Pg(Xo, Yo) il piede
della perpendicolare ad r passante per A. Siapoi a := A - Pg = (a, b)T. Un punto P(x, y) del
piano appartiene ad r se e solo se il vettore P - Py & ortogonale a vettore a. Si ottiene cosi
I'equazione vettoriale dellarette r:

<a, P-Py> =0.

Esplicitando, s ottiene I'equazione cartesiana dellarettar:

la(x - o) + b(y - yo) =0,

Dunque, I'equazione di una retta del piano € del tipo ax + by + ¢ = 0, con (a, b) # (0, 0).
Viceversa, un'equazione del tipo ax + by + ¢ =0, con (a, b) # (0, 0) [per esempio conb # 0], &
I'equazione di unaretta, dato che pud essere scritta nellaformaa(x - 0) + b(y - (-c/b)) = 0.

Vatenuto ben presente che, data larettar di equazioneax + by + ¢ =0, con (a, b) # (0, 0),
il vettore (a, b)T & ortogonale ar. Ricordando poi che I'angolo (acuto o retto) formato da due
rette € uguale a quello formato dalle due perpendicolari, si ottiene che:

TEOREMA 2. Dateleretter er' di equazioni rispettiveax+ by+c=0eax+by+ ¢
=0, il coseno dell'angolo (acuto o retto) a da esse formato € dato da

aa' + bb'
VaZ + bVaZ + b2

cosa =

Leretter er' sono ortogonali see solo ses ha aa' +bb' =0.
Leretter er' sono parallele se e solo se sono paralleli i vettori (a, b)T, (a', b)T, ossia

seesolo seesisteun numerorealenonnullop taleche a =pa, b =pb. O

Dataunarettar e su di essadue punti P1(x1, Y1) € P2(X2, Y2), un punto P(x, y) appartiene ar
se e solo se sono paraleli i vettori P, - P e P - Py, 0ssiaseesolo ses ha

X=X + (X2 - X7)t -X1 _Y-Y1
=yt (y2-ynt’ Oevent”a'mentex X1 Ya-y1’

che € del tipo precedente.

Notiamo che, se e X, = Xy, Ci S riduce all'equazione x = x;; analogamente nel caso y, = y;.
Si ottengono cosi |e equazioni parametriche dellarettar passante per Po(Xg, Yo) € direzione
(orientata) v := (a, b)T:

X =Xo+ at
A=yo+bt

ESEMPI. 1) Laretta passante per i punti A(1, 2) e B(-3, 5) ha equazione % = 3 2
2) Le equazioni parametriche della retta passante per il punto A(1, 2) e parallela a vettore

X=1-t
a=(-13)T sonoEy 543t

3) Leduerette di equazione4x - 3y + 1 =0ex +y + 2 = 0 formano un angolo acuto a per
4-3 _ 1

JI6+9VTI+1 5V2

Cui e cosa =
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[l piano nello spazio

Siano Ttun piano ed A un punto non appartenente a 1. Diciamo Py(Xo, Yo, 20) il piede della
perpendicolare a 11 passante per A. Siapoi v := A- Py =(a, b, ¢)T. Un punto P(x, y, 2) dello
spazio appartiene a Tt se e solo se il vettore P - Py e ortogonale a vettore v. Si ottiene cosi
I'equazione vettoriale del piano Tt

<a, P-Pg>=0.

Esplicitando, s ottiene I'equazione cartesiana del piano Tt

a(x - Xo) + b(y - o) + ¢z - 20) = 0.

Dunque, I' equa2|one di un piano e del tipo ax + by + cz+ d =0, con (a, b, ¢) # (0, 0, 0).
Viceversa, un‘equazione del tipo ax + by + cz+d =0, con (&, b, c) # (0, 0, 0) [per esempio
con ¢ # 0], el'equazione di un piano, dato che puo essere scritta nellaforma a(x 0) + b(y - 0)
+c(z- (-d/c)) =0.

Vatenuto ben presente che, dato il piano Ttdi equazione ax + by + cz+ d =0, con (a, b, c)
# (0, 0, 0), il vettore (a, b, c)T & ortogonale a 1. Ricordando poi che I'angolo (acuto o retto)
formato da due piani € uguale a quello formato da due rette ad rispettivamente ortogonali
efraloroincidenti, s ottiene:

TEOREMA 3. Dati i piani 1t e 1t di equazioni rispettive ax +by +cz+d=0e
ax+by+cz+d =0, il coseno dell'angolo (acuto o retto) a da essi formato e dato da

aa +bb' +cc
Va2 + b2+ cad/a’2 + b2+ ¢'2

cosa =

| piani Tte 1t sono ortogonali see solo sesi ha aa' +bb' +cc =0.
| piani Tt e 1T sono paralleli se e solo se sono parall€li i vettori (a, b, ¢)T e (a, b', ¢')T,

ossia se e solo se esiste un numero reale non nullo p taleche a =pa, b'=pb, ¢ =pc. O
Dato un piano Tt e su di esso tre punti P1(X1, Y1, 1), P2(X2, Y2, 22),e P3(Xs, Y3, Z3) non ali-

neati, un punto P(X, y, 2) appartiene a Tt se e solo se il vettore P - Py &€ combinazione lineare
dei vettori P, - P; e P3 - P1. Si ottengono cosi |e equazioni parametriche del piano:

=X + (X2 - XU + (X3 - X))V

g Y1+ (Y2-y)u+(y3-y)v.
2+ (2-z7)u+ (z3- )V

OX-X1 Y-Y1 Z-7Z1 [
Cio equivale a: Exz X1 Yo-Y1 -7y B: 0,
k-x1 y3-y1 Zzg-zz O

ossia
X1 Y1 V4] 1 y z 1
B<-X1 y-y1 z-n O : Htl yi zz 1 H:o
az -X1 Yo-Y1 Z-7n O H ' Bﬁz Yo 2o 1 H '
3-X1 Y3-Y1 Z3-z1 O 3 Y3 zz3 1
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ESEMPIO. 4) Il piano per i punti A(1, 2, 1), B(2, 1, 0) e C(0, 1, 2) é rappresentato da:

) z ; + uu-vv %

=1-u+v

Larettanello spazio

Siano r una retta dello spazio e Py(Xo, Yo, Z0), P1(X1, Y1, z1) due suoi punti. Un punto
P(X, Y, ) dello spazio appartiene ar se e solo se sono paralleli i vettori P - Pg e P, - Pg. Si ot-
tengono cosi le equazioni parametriche dellarettar passante per Py e direzione (orientata) v =
(a, b, )T :=P;-Pg:

=X + at
=Yyo+ bt.
=75+t

Si ricavano anche, con prudenza, le equazioni cartesiane di unaretta per due punti:

X-Xo _Y-Yo _2-%
X1-X Y1-Yo Z1-2

Naturalmente, un altro modo per rappresentare unaretta dello spazio € quello di esprimerla
come intersezione di due piani non paralleli:

rax+by+cz+d=0

Chrx + by+cz+d=0" con(a, b, c)T #p(@, b, c)T.

Siano dati il piano Tted un suo punto Pg(Xo, Yo, Zo). L'equazione di 1t € dunque del tipo
a(X - Xg) + b(y - yo) + ¢(z - zg) = 0. Sappiamo che il vettore v := (a, b, T & ortogonale a T,
dato che € ortogonale a tutte le rette di 11 passanti per Pg.

ESEMPI. 5) Laretta ortogonale a piano di equazione x - 2y + 3z+ 1 = 0 e passante per il
punto Pg(2, O, -1) erappresentatadalle equazioni: x=2+t; y=-2t; z=-1+3t.

6) Larettaper P1(2, 0, -1) e P»(2, 1, 3) haequazioni: (x=2) O (dy=z+1).

Siano dati un piano Tte unarettar ad esso incidente in un punto A. L'angolo [3 complemen-
tare dell'angolo a (acuto o retto) che r forma con la normale s a 1t passante per A si chiama

angolo frar et Si dimostrache 3 €il piu piccolo angolo che r forma con lerette di Tt uscenti
dal punto A.

TEOREMA 4. Date due rette incidenti r e r' di direzioni rispettivev := (a, b, 9T e
v :=(a, b, T, il coseno dell'angolo (acuto o retto) a da esse formato e il seno dell'an-
golo 3 cher forma con un piano Ttortogonale ar' sono dati da

aa' +bb' +cc'
Va2 + b2+ ca/az+ b2+ c2

cosa =sinf =

Leretter er' sono ortogonali see solo ses ha aa' +bb' +cc'=0.0
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ESEM 0. ) Cerchiamo laretta s per I'origine, incidente e ortogonale alarettar di equa-
2 y—s =z+ 1.1l piano Tt per I'origina e ortogonale ar haequazione 2x - 3y + z= 0.

Il piededi r sutteil punto A di coordinate=- 12 fj 194 Laretta s e dunque espressa ale

equa2| oni

7. 14
12X 13y

822 TRASFORMAZIONI DI COORDINATE

Indichiamo con gy, €», e3 i tre versori fondamentali del nostro sistema di riferimento carte-
siano (ortogonale e monometrico) di origine O. Siano ora €'y, €5, €3 tre versori a due a due
ortogonali applicati in un punto O' e assumiamoli come nuovo sistema di riferimento.
Vogliamo stabilire le formule di trasformazione che esprimono il passaggio dall'uno al'altro
dei sistemi di riferimento.

Per passare dal sistema di partenza a quello che s ottiene applicando in O' i versori g, ba-
sta effettuare un'opportunatraslazione. Sia dunque O'(a, b, c). Seil punto P aveva coordinate
(X, ¥, 2) nel vecchio sistema di riferimento, le coordinate (X', y', Z) nel nuovo sistema sono
espresse da

X -
y-
VA

g

et

1
O oo

Infatti, postov:=0O'-0O=(a, b, ¢)T, s ha
X=P-0=(P-0)+(0-0)=x-Vv

Passiamo al caso in cui i vettori g e €'j sono applicati ad un medesimo punto O. Siadunque
€ = (a11, a2, 13)7, €2 := (A1, A2, az3)', €3:= (ag1, a3, A33)T. Nel nuovo sistema di rife-
rimento, questi vettori devono costituire la base canonica. Per esprimere e vecchie coordinate
in funzione delle nuove, cerchiamo I'applicazione lineare che portag; := (1,0, 0)T in€4, &
=(0,1,0)Tin€y, e3:=(0,0, 1T in €3. Sappiamo che questa trasformazione & data da

ﬂ< 0 Dall a1 Az Dd(
Y F a2 @2 832 ¥ O [X=Ax"].
(20 [azapazgs Uz O

In conclusione, latrasformazione di coordinate € espressa dallaformula

*) X=AX +V|.
ESEMPIO. 1) Si consideri come nuovo sistema di riferimento quello formato dai tre ver-
1 1 1 1 1 1
sori (a2a2ortogonai) €1:=C o, = =T, €= ,OT, €3:=( -
( gonall) €1:= (59573 " €2 ?/2 7208 =0g g ve appl

cati nel punto O'(,1, 2, 3). Lalegge che esprime le vecchie coordinate in funzione delle nuove
e datada
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x, (W3 W2 W6 g
YE[Fe vz 1 %}(

U ldrs o 216 5 5O

Le colonne della matrice A che compare nella (*) sono formate dalle coordinate dei versori

€'j che, per ipotesi, sono a2 a 2 ortogonali. E dunque <€, €j> = §j, dove 9j e lafunzione (di
Dirac) chevaelseei=jevaeOseei #j.

DEFINIZIONE. Una matrice quadrata (aj)i j = 1,2
matrice identica).

n € detta ortogonale se € AAT = | (=

1) AAT =|.
2) ATA=I.
2) Il prodotto scalare <rj, rj > dei vettori riga e uguale a gjj.
3) Il prodotto scalare <cj, ¢j > dei vettori colonna e uguale a gjj.
DIM. Avendosi ATA = (AAT)T, st haATA =1| se e solo se € AAT =|. Cio prova l'equiva
lenza frale prime due affermazioni.
L'equivalenza delle prime due affermazioni con ciascuna delle altre due si ottiene imme-

diatamente osservando cheil prodotto righe per colonne delle matrici A e AT [delle matrici AT
e A] e uguale al prodotto righe per righe [colonne per colonne] della matrice A. O

Da questo fatto, si ottiene che L'inversa di una matrice ortogonale € data dalla sua traspo-

sta. Ne viene che: 1l determinante di una matrice ortogonale é ugualealoa-1.
L'inversadella (*) (espressa dax' = A-1(x - v) assume la pitl comoda espressione

)

ESEMPIO. 2) Lalegge di trasformazione inversadi quelladell'Esempio 1 e data da

ENS V3 1~3 Dj(-l

0
EfEFgfvz N2 0 -20
ZU [ye 196 -2/v6 -3U

83.LE CONICHE COME LUOGHI GEOMETRICI

Penseremo sempre il piano riferito ad un sistema di coordinate cartesiane ortogonali mo-
nometriche Oxy.

Circonferenza

DEFINIZIONE. Dati un punto A e un numero reale positivo r, si chiama circonferenza di

centro A eraggio r il luogo geometrico dei punti P del piano per i quali &€ costantemente
uguale ar ladistanzad(A, P).
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Se e A(a, B) ese P(x, y) € un punto della circonferenza di centro A eraggio r, deve essere
d(A, P) =r; ossia, elevando al quadrato (d(A, P))2 = r2. Sviluppando, si ottiene che I'equa-
zione della circonferenza di centro A eraggio r € data da

(x- )2+ (y-B)2 =2

0 anche X2+y2-20x-2By+y=0, y=oa2+B2-r2.

Viceversa, datal'equazione
X2 +y2-20x-2By+y=0,
guesta rappresenta una circonferenza se e solo se &
a2+ [B2-y>0.

Intal caso, il centro A eil raggio r della circonferenza sono dati da

A(G!B)’ r=;0(2+|32-y.

Ellisse

DEFINIZIONE. Dati due punti F1, F» e un numero reale positivo a, con 2a > d(Fy, F»), s
chiama ellisse di fuochi F1, F, e semiasse maggiore a il luogo geometrico dei punti P del
piano per i quali € costantemente uguale a 2a lasomma delle distanze di P daF; edaF-.

La retta che unisce i punti F; e F» e detta asse focale; il punto medio del segmento che
unisce i due fuochi e detto il centro; la normale all'asse focale passante per il centro € detta
asse trasverso.

Come caso limite, si pud accettare che una circonferenza é un'ellisse in cui i fuochi coinci-
dono con il centro.
Mettiamoci in una situazione di comodo, supponendo che sia F1(-c, 0) e F»(c, 0). Se
P(X, y) € un punto dell'éllisse, deve essere d(F4, P) + d(F», P) = 2a, ossia
d(Fl, P) =2a- d(Fg, P).

Dovendo chiaramente aversi 2a = d(F», P), possiamo elevare al quadrato senza introdurre
nuove soluzioni. Si ricava cosi che I'equazione dell'dllisse studiata € data da

(X+C)2+y2=4a2 + (x-c)2+y2-4aV(x-c)2 +y2,
dacui, sviluppando e semplificando, ai ottiene
aVv(x-c)2+y2=a2-cx.

Dovendo essere x < aec < a, € anche cx < a2; possiamo elevare ancoraal quadrato, ottenendo
I'equazione

(a2 - CZ)XZ + a2y2 = aZ(aZ - CZ).

Essendo a2 - ¢2 > 0, esiste un b > 0 per cui € b2 = a2 - ¢2. L'ultima equazione pud dunque es-
sere scritta nellaforma canonica:
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X2 Y2
g'*'ﬁ—l.

I numero positivo b prende il nome di semiasse minore dell'ellisse.
Sei fuochi stanno sull'asse delle ordinate, si trova un'analoga equazione, macon a < b.
Seinvece, pur mantenendo |'asse focale parallelo all'asse
delle ascisse, spostiamo il centro dell'ellisse nel punto

O'(a, B), I'equazione diventa

17 N 02 B2

-2 b4 4, &

ESEMPIO. 1) In figura e rappresentata |'ellisse di

)Y - 1)2
equazione (x 92) +(y 41) =1

Iperbole

DEFINIZIONE. Dati due punti F;, F» e un numero reale positivo a, con 2a < d(Fy, F»),
si chiamaiperbole di fuochi F;, F» e costante 2a il luogo geometrico del punti P del piano
per i quali e costantemente uguale a 2a il valore assoluto della differenza delle distanze di P
daF;edaF,.

La retta che unisce i punti F; e F, € detta asse focale,; il punto medio del segmento che
unisce i due fuochi e detto il centro; la normale all'asse focale passante per il centro € detta
asse trasverso.

Mettiamoci ancora in una situazione di comodo, supponendo che sia F;(-c, 0) e F»(c, 0).
Se P(x, y) € un punto dell'iperbole, deve essere |d(F1, P) - d(F,, P)| = 2a. Dato un punto
P(x,y), esso appartiene al'iperbole se e solo se vi appartiene il punto P'(-x, y); si hainoltre
d(F1, P) = d(F», P) se e solo se e d(F1, P") < d(F», P"). Supposto, intanto, che siad(F4, P) =
d(F», P), s ottiene

d(F1, P) = 2a+ d(F», P).

Trattandos di quantita positive, possiamo elevare al quadrato. Si ottiene:
(X+C)2 +y2=4a2 + (x- ¢)2+ y2 + 4aV/ (X - C)2 + y2,
dacui, sviluppando e semplificando, ai ricava

aV(x-c)2+y2=cx-a2.

Supposto |x| = a ed essendo a < ¢, possiamo elevare ancora a quadrato; si ottiene I'equa-
zione (c2? - a2)x2 - a2y2 = x2(c2 - a2), ossia
2 y2
a2 c2-a2”

*) 1.

Partendo dall'ipotesi d(F1, P) < d(F», P) e supponendo sempre [X| = a, si ottiene ancorala
(*). Osservato che la (*) non puo essere soddisfatta da alcun punto di ascissa x con x| < a, si
conclude che, in entrambi i casl, il secondo elevamento a quadrato non ha introdotto nuove
soluzioni.

Essendo c2 - a2 > 0, esiste un b > 0 per cui € b2 = ¢2 - a2. L'ultima equazione pud dunque
essere scritta nella forma canonica:
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X2 y2 _

az'bz—l.

Lerette di equazioney = gx ey= —gx sono dette gli asintoti dell'iperbole.

Seéa=h, l'iperbole é detta equilatera.
Sei fuochi stanno sull'asse delle ordinate, si trova un'analoga equazione del tipo

X2 y2

.a2'b2—'.

Se invece, pur mantenendo I'asse focale parallelo all'asse delle ascisse, spostiamo il centro
dell'iperbole nel punto O'(a, (), I'equazione diventa

(x-ay_(y-BY_
a2 b2

ESEMPIO. 2) In figura é rappresentata
I'iperbole di equazione X2 - 2y2 = 1. Gli asin-
2t toti hanno equazioni

_1 _ 1
y—éx e y——éx.

L'equazione di un'iperbole equilatera puo
essere espressa nellaforma

X2 - y2 = a2,

Siccome in questo caso gli asintoti sono fra loro ortogonali, possono essere assunti come
nuovo sistema di riferimento OXY. Effettuiamo una rotazione di ass di 45° utilizzando la

legge

0t L 0
V2 V2
deg’s 7 o
092 v2 O

2
Si ottiene I'equazione XY = %. Se avessimo ruotato nel verso opposto, avremmo trovato

2
I'equazione XY = —%. In conclusione, si ha che I'equazione di un'iperbole equilatera riferita

agli asintoti ha la forma

xy = k.

Piuin generale, seil sistemadi assi e parallelo agli asintoti con centro in O'(a,f3), I'equa-
zione diventa

Xy - Bx-ay=h.

ESEMPIO. 3) Riferendo I'iperbole equilatera di equazione x2 -y2 = 6 agli asintoti, si ot-
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104 tiene, per es., I'equazione xy = 3.
Riferendola invece al sistema di
ass paraleli agli asintoti e con cen-
tro in O'(2, 1), come in figura, si

— : , , ottiene I'equazione
=10 10 20 30
Xy-X-2y=1.
S0 Parabola

DEFINIZIONE. Siano dati una
retta d e un punto F 0 d. Si chiama parabola di fuoco F edirettriced il luogo geometrico dei
punti P del piano che hanno uguale distanzadaF e dad.

Laretta per F e ortogonale a d e detta asse della parabola; sia A il punto d'incontro del-
I'asse con la direttrice; il punto medio V del segmento AF é detto il vertice della parabola.

Mettiamoci nel caso particolare che sia F(0, u), con u # O, e laretta d abbia equazione y =
-U, (dacui V = O). Dato un punto P(x,y), esso appartiene ala parabola se e solo sesi ha

VX2 + (y-u)2=]y+ul.
Trattandosi di quantita positive, possiamo elevare al quadrato. Si ottiene

X2 +y2-2uy + U2 =y2+ 2uy + U2,
da cui, semplificando, si ricava x2 = 4uy. Posto a::4—1u, s ottiene, in fine, I'equazione
y = ax2.

Traslando la parabolain modo che il vertice si trovi nel punto O'(a, ) (mentre direttrice e
asse della parabola restano paralleli, rispettivamente, all'asse delle ascisse e a quello delle or-

dinate), si ottiene I'equazioney - B = a(x - a)2. Si ricava cioé un'equazione del tipo

ly=ax+bx+c,

con b:=-2a0 ec:=aa2 + 3.

Viceversa, un‘equazione del tipo y = ax2 + bx + ¢ (con a # 0) rappresenta sempre una para-
bola con asse parallelo al'asse delle ordinate e vertice

-b  b?-4a
Vioa— za

o
P LR
——+—

come s ricava immediatamente dalle po-
sizioni precedenti.

Analogamente per |e parabole con asse
parallelo aquello delle ascisse.

ESEMPIO. 4) In figura é rappresen-
tatala parabola di equazione

y = (1/4)x2 + 2x - 1.
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8§4. FORME Q D ATICHE, MATRICI SIMMETRICHE

Sia A unamatrice quadrata di ordine n:

a1 412 ... An
A= (@21 @22 ... &2n[]

DEFINIZIONE. Data una matrice quadrata A di ordine n, si dice forma quadratica asso-
ciataad Alafunzione Q: RN - R definitada

n n
Q(u) = <Au, u> = igljglaijuiuj .

Dunque, se Q(u) non eil polinomio nullo, € un polinomio omogeneo di secondo grado.

Il coefficiente del monomio ujy; € a;j + gji. Il valore Q(u) non cambia se a posto di a;j e di
gji S sodtituisce laloro media aritmeti ca E dunque lecito supporre che nella matrice A saa| i

= gjj.

DEFINIZIONE UnamatrlcequadrataA (@jij=1.2
coni,j=1,2,.

n € detta simmetrica se é a;j = ajj,

Assegnare una forma quadratica equivale ad assegnare la matrice dei suoi coefficienti. Per
guanto appena detto, e lecito supporre che questa matrice sia simmetrica.

ESEMPIO. 1) Unaformaquadraticadi k", conn=1, 2, 3, &dungue cosi espressa:
n=1; Qu) = au?;
n=2; Quy, Up) = allLﬁ +2aoUpUp + azzté;
n=3; Q(ug, Uz, Uz) = all'vﬁ + azzug"‘ a33U§+ 2a1oUiUp + 2a13U1U3 + 283UnU3.

Ricordiamo che;

DEFINIZIONE. Datala matrice quadrata A = (&j)ij = 1,2,...,n, Sl Chiama suo autovettore

ogni vettore u # 0 per cui € Au = AU per un opportuno numero complesso A. |l numero A pren-
de il nome di autovalore corrispondente al'autovettore u.

Se A é un autovalore dellamatrice A, I'equazione Au - Au = 0, ossia (A - Al)u = 0, ammette

soluzioni non nulle. Cio accade se e solo selamatrice quadrata A - Al ha caratteristica minore
di n, ossiase e solo seil suo determinante & nullo.

1 -1
0
ESEMPIO. 2) SaA :g 2 -1 [yPer determinarei suoi autovalori, bisognarisolvere
i1 -1 1 O
-A 1 -1 E
I'equazione 2-\ -1 = 0. Sviluppando, si troval'equazione A3 - 472 + 2\ =0
1 -1 1-A %

chehacomeradici i valori A\y=2-V2,A\2 =2+v2,A3=0.
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L'algebralineare insegna che:

TEOREMA 6. Una matrice smmetrica A di ordine n ammette n autovalori reali, A1,

A2, ..., Ap, (non necessariamente distinti) ed esiste una base ortonormale di RN formata
da autovettori. 0

Sia data una forma quadratica Q(u) = <Au , u> individuata dalla matrice simmetrica A di
autovalori Ay, Ao, ..., Ap eriferiamo lo spazio K" ad un sistema ortonormal e formato da auto-

vettori. La Q assume laforma Q(x) = )\1>§ + )\2>§ +...+ )\,«pﬁ, lacui corrispondente matrice &
lamatrice diagonale

M O ... 0[]
D=0 A ... 0[]

Ho o a0
ESEMPIO. 3) Siano A la matrice dell'Esempio 2 e Q(u) = <Au, u> la corrispondente

forma quadratica. Riferito o spazio ad un sistema ortonormale di autovettori, la Q assume, a
meno di permutazioni degli assi, laforma

Q(x) =<Dx, x> = (2-V2)x2 + (2 +V2)y2.

85. CLASSIFICAZIONE DELLE CONICHE

Esponiamo qui in modo schematico la classificazione delle coniche.

DEFINIZIONE. Sono dette coniche le curve piane individuate in forma implicita da
un'equazione del tipo

f(xy) = ay1x? + apy?+ 2a1oxy + 2ay3X + 283y + azz =0,
dovei coefficienti aj (con ajj = & i,j =1, 2, 3) sono numeri reali fissati.
Consideriamo la forma quadratica
Q(XY) = a11X? + agoy?+ 2aroxy.
Cercando gli autovalori della corrispondente matrice smmetrica A, si ottiene I'equazione

Odaj1-A & O
D11 12

0=0,
U an 3.22-)\ U

dacui

1) A2 - (@11 + ag)\ + andge - &, = 0.

Risolvendo, si ha
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2 2
. an1 + app + \/ (au1 + a0)? - dania + 4a, _aptapt ;} (a1 - ag2)? + 4,

Si e cosi verificato, nel caso n = 2, che una matrice ssimmetrica ha autovalori reali A1 e Ao
(non necessariamente distinti). Sappiamo inoltre (Teorema 6) che esiste una base ortonormale

di R2formata da autovettori. Rispetto a questo nuovo sistema di riferimento, |'equazione
della conica assume la piu semplice forma

2 A1X2 + Ay2+ 2U5X + 245y + ag3 = 0.

Dalla (1) si vedeanchechee Ay + Ay = aj1 + agp € A1Ap = ajqamm - %2 Ne segue, in parti-
colare, chele matrici A e D hanno |o stesso determinante.

N.B. Latrasformazione di coordinate usata per passare dal vecchio a nuovo sistemadi ri-
ferimento é un'isometria e, pertanto, conserva distanze e angoli. Ne consegue che la "forma,
della conica non viene modificata.

det A = ajqap - aiz =AA2>0

| coefficienti a;; e ax» devono avere lo stesso segno. Non é restrittivo supporre a;; > 0, in
guanto basta, eventualmente, cambiare tutti i segni dell'equazione della conica. Si ottiene che
frai coefficienti della (1) ci sono due variazioni. Gli autovalori sono dunque entrambi posi -
tivi.

Completiamo i quadrati nella (2) aggiungendo e togliendo il numero

2 2
_H

H .
A A2

Si ottiene I'equazione
A1(X+H1)2 + Ax(y + H2)2 - H + agz =0.
Con unatraslazione di assi c¢i s riduce quindi all'equazione:
)\]_X2 + )\2y2: K(=H-as3).

A questo punto, se é K # 0, dividiamo ambo i membri per |K|.

detA >0,dacui A;>0, A;>0)

1) SeéK >0, s ottiene I'equazione canonica

X LY
e =t

che individua una curva detta ellisse.
E lecito supporre a, b, positivi. Seéa =b (=r), s ottiene una circonferenza.
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2) SeéK =0, g ottiene I'equazione canonica

X LY
@t =0

che individua I'insieme formato alla sola origine ({ 0} ).

3) SeeK <0, s ottiene I'equazione canonica

X2 y2
@t =

che individua I'insieme vuoto.

det A = ajqap - aiz =AA2<0

Seédet A<O, frai coefficienti della (1) ci sono una permanenza e una variazione (non
necessariamente in quest'ordine). Gli autovalori sono dunque uno positivo e uno negativo.

Non e restrittivo supporre A, > 0. Si procede poi come nel caso precedente.

det A <0,dacui A;>0, A\r<O

1) SeéK > 0, s ottiene |I'equazione canonica

X2 Y2 _

a2 p2 b
che individua una curva detta iperbole.
2) SeéK =0, g ottiene I'equazione canonica

X2 _Yr
a2 =0

che individua una curva formata da due rette incidenti (iperboleriducibile).
3) SeeK <0, s ottiene I'equazione canonica

X2 y2 _

a2 b

che individua ancora un'iperbole.

det A= ajqago - afz = )\1)\2 =0

Se e det A=0, ameno uno dei due coefficienti a;; 0 axy deve essere diverso da zero
(altrimenti, dovendo essere nullo anche a1, Q sarebbe laforma quadratica nulla, caso che non
ci interessa). Dalla(1) s ha

AM=ajpt+taxpe i, =0.
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Non e restrittivo supporre A1 > 0. Procediamo come nei casi precedenti:

2
s

= e K:=H - az3;
AL 33

ci s riduce (eventualmente con unatraslazione) ad una delle seguenti equazioni:

)\1x2+p;y=0, seeyy #0,
oppure
)\1X2:K, seéugzo.

detA=0, 12 £0,A1>0, A,=0

S ottiene |'equazione canonica
X2 _
2 2cy =0,

che individua una curva detta parabola.

detA=0, i2=0,A1>0, A=0.

1) SeeéK =0, s ottiene I'equazione canonica

che individua una curva formata da due rette parallele (parabola riducibile).
Lerette sono distinte se € K > 0, mentre sono coincidenti seé K = 0.

2) SeéK <0, s ottiene I'equazione canonica

che individua l'insieme vuoto.

86. CLASSIFICAZIONE DELLE QUADRICHE
Passiamo ora ad un'esposi zione quanto mai schematica delle superfici dette quadriche.

DEFINIZIONE. Sono dette quadriche le superfici individuate in forma implicita da
un'equazione del tipo

f(X,y,2) = a11X2 + agy? + agzz2 + 2a1oxy + 2a13Xz+ 2a3yz +
+ 2a14X + 2804y + 28347 + ag =0,

dovei coefficienti ajj (con ajj = gji i,j =1, 2, 3, 4) sono numeri reali fissati.
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Consideriamo laforma quadratica
Q(xY,2) = a11%? + agy?+ agaz?+ 2a1oXy + 2a13X2 + 2a3yZ

e la corrispondente matrice sSimmetrica

Dall a2 a13
A= Ha21 ax» axs
az) az az3

Sappiamo che: La matrice ssimmetrica A ammette 3 autovalori reali, A1, A2, Az (non neces-

sariamente distinti) ed esiste una base ortonormale formata da autovettori rispetto alla quale
I'equazione f(x,y,z) = 0 assume la forma

A1X2 + Agy2+ A3z2+ 21X + 2U0y + 23z + agg = 0.
N.B. Latrasformazione di coordinate usata per passare dal vecchio a nuovo sistemadi ri-

ferimento e un'isometria e, pertanto, conserva distanze e angoli. Ne consegue che la "forma,
della superficie non viene modificata.

Se B e lamatrice della trasformazione dalle vecchie alle nuove coordinate, s ha D = BABT.

Si ottiene det A = det D = A1AoA3. Ne viene che, in questo caso, gli autovalori sono tutti di-
versi da0. Completiamo i quadrati aggiungendo e togliendo il numero

2 2 2
L I

H .
A A> As

Si ottiene I'equazione
A1(X+H1)2 + Ay + U2)? + A3(z+ Ug)? - H + ags =0.
Con unatraslazione di assi c¢i s riduce quindi all'equazione:
A X2+ Noy2+ A\3z2= K (:=H - agy).

E lecito supporre A1 e A, positivi. (Basta, eventualmente, cambiare il nome delle variabili
0, se eil caso, moltiplicare ambo i membri dell'equazione per -1.)

det A 20, Ay >0, A2>0,A3>0

1) SeéK > 0, s ottiene |I'equazione canonica

che individua una superficie detta ellissoide.

E lecito supporre a, b, ¢, positivi. Seéa=b=—c
(=), s ottiene una sfera. Ellissoide
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2) SeéK =0, s ottiene I'equazione canonica

2 2 22
X2 Y2 72 _

2 pete=0
che individua I'insieme formato alla sola origine ({ 0} ).

3) SeeK <0, s ottiene I'equazione canonica

a2 b2 27
che individua I'insieme vuoto.

Nel primo e nel terzo caso, s divide per |K|.
Latecnicasarapoi similein tutti gli atri casi.

det AZ0,A1 >0, A\,>0,A3<0

1) SeeK >0, s ottiene I'equazione canonica

che individua una superficie detta iperboloide ad una
falda.

2) SeeéK =0, s ottiene I'equazione canonica

2 2 2
X,y _z_
a2 b2 ¢z 7

che individua una superficie detta cono.

3) SeeK <0, s ottiene I'equazione canonica

che individua una superficie detta iperboloide a due
falde.

| perboloide a due falde
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|det A =0, con un autovalorenullo |

Sia AMA2 Z0eA3=0. Posto

2 2
H ::ﬁ+ﬁ e K:=H -au,
A1 A2

ci s riduce (eventualmente con unatraslazione) ad una delle seguenti equazioni:
A1X2 + Aoy2+ u;z=0, seéuz £0,
A1X2 + Ay2= K, seepuz =0.

E inoltre lecito pensare A1 > 0.

det A=0, U3z 0,A1>0, A2Z0,A3=0

1) Seé A, >0, s ottiene I'equazione canonica

X2 Y2 _
?‘FE-ZCZ—O,

che individua una superficie detta paraboloide ellittico.

2) Seé A, <0, s ottiene I'equazione canonica

2 2
%-é -2cz=0,

che individua una superficie detta paraboloide iperbolico.

Paroboloide dllittico Paraboloide iperbolico
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detA=0, u3=0,A1>0, A2<0,A3=0

1) SeeK £0, s ottienel' equazione canonica

X2 y2
a2 p-tL

che individua una superficie detta cilindro iperbolico.
2) SeeéK =0, s ottiene I'equazione canonica

X2y _
a2 b2~

che individua una superficie costituita da una coppia di piani (incidenti).

detA=0, p3=0,A1>0, Ao>0,A3=0

1) SeéK > 0, s ottiene |'equazione canonica

X2 y2
@2t =t

che individua una superficie detta cilindro ellittico.

2) SeéK =0, s ottiene I'equazione canonica

LS
@i =0

cheindividua I'asse delle z.

1) SeéK <0, s ottiene |'equazione canonica

XY
@@t =t
che individua |'insieme vuoto.
\det A =0, con dueautovalori nulli |
SiaA1 20, A, = A3=0. Posto
2
H ::ﬁ e K:=H -ay,
A1

ci si riduce (eventualmente con una rotazione o una traslazione) ad una delle seguenti equa-
zioni:

A1x2 + 2y = 0, see |uz| +|ug #0,
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Ax2 =K, see|uz| +|us =0.

E inoltre lecito pensare A1 > 0.

det A=0, |po| +|us| 20,A1>0, A2=0,A3=0

S ottiene |'equazione canonica
X2 _
a2 = 2Cy - 0,

che individua una superficie detta cilindro parabolico.

det A=0, || +[usl =0,A1>0, A,=0,A3=0

1) SeeK >0, s ottiene |'equazione canonica

che individua una superficie costituita da una coppia di piani (paralleli).
2) SeeK =0, s ottiene I'equazione canonica

X2 _

a2~ 0

cheindividua un piano (o, se si preferisce, una coppia di piani coincidenti).
3) SeeK <0, s ottiene I'equazione canonica

X2

a2 =k

che individua I'insieme vuoto.

§7. ESERCI ZI

1) Si dimostri che, quali chesiano i vettori uey, s ha

a) llu + vIIZ2 = 1ullZ2 + IvII2 + 2 <u, v>;
b) ulve llu+wvl=Ilu-wl.

2) Sono dati nel piano cartesiano larettar di equazione 2x - 3y - 1 = 0 e i punti A(1, 2),
B(2, 1).

a) Scrivere le equazioni delle rette s e t passanti per A e, rispettivamente, parallelaad r e
ortogonalear.
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b) Scrivere le equazioni delle rette passanti per B e formanti con r un angolo di 174. Lo
stesso per un angolo di 1v3.

[O. b) Primo caso. Si cercano rette di equazione a(x - 2) + b(y - 1) = 0 per cui &

[2a-3p] _ 1
VidvaZ+ b2 V2

Dato che i coefficienti a e b sono definiti a meno di un fattore di proporzionalita e dato che
I'ipotesi b = 0 condurrebbe a un assurdo, € lecito porreb = 1. Si ottiene I'equazioney/ 2 |2a - 3|

= V13 Va2 + 1. Elevando a quadrato e risolvendo, si trovano per a i valori -5 e 1/5, in
accordo col fatto che le due rette cercate sono fraloro ortogonali.]

3) Sono dati nello spazio cartesiano il piano Tt di equazione2x - 3y +z-1=0ei punti
A(1,2,1),B(2,1,0) C(0, 1, 2).

a) Scrivere I'equazione del piano passante per A e B e ortogonale a Tt

b) Scrivere le equazioni dellarettar per A e ortogonalearTt

c) Scrivere le equazioni dellaretta s passante per A e per il punto medio del segmento BC.

d) Trovareil coseno dell'angolo acuto formato dalle retter ed s.

4) a) Siano dati in un piano cartesiano larettar di equazione ax + by + ¢ = 0 ed il punto
Po(Xo, Yo)- Si chiama distanza di Py dar laminimadistanza hdi Py dai punti di r. Si dimostri
che questa distanza e data da

h= 2%+ byo + ¢|
Va2 + b2
b) Analogamente, dati dello spazio il piano Ttdi equazione ax + by + cz+ d = 0 e il punto

Po(Xo, Yo, Zo), S chiamadistanza di Py da 1tla minimadistanza h di Pg dai punti di 1t Si di-
mostri che questa distanza e data da

_ laxo + byo + ¢z + d|

VaZ + b2 +c2

[.a) SeePq O, laformula da correttamente h = 0. Siaora Py O r e supponiamo a # 0.
Siano s la retta perpendicolare a r condotta da Pg e H il punto d'intersezione trar e s.
Sappiamo che s e parallela al vettorev = (a, b)T. Posto A(—c/a, 0) O r, il numero h il valore
assoluto della componente lungo s del vettore A — Pg. Si ha dunque

h

J@+b2 V@ +b2

5) Scrivere le equazioni della generica retta passante per il punto A(1, 1, 1) e appartenente
al piano tdi equazionex -y +2z- 2=0.

v c a, b)T +byg+c
h:|<A—Po,m>|:|<(_a_x0,_yO)T’( )T, = laxo+byo+cf

[0. Una retta per A ha equazioni™ | 1. yrhl = Z;] L Inoltre, le rette cercate devono essere

parallele a 1t deve dunque essere |l - m+ 2n = 0. Essendo I, m, n definiti a meno di un fattore
di proporzionalita, si puo assumeren=1e, quindi,| =m- 2, oppuren=0em=1.]

6) Siano date nel piano leretter e sdi equazioni rispettivex + 2y =0e2x +y = 0. Scrivere
le equazioni delle rette bisettrici digli angoli da esse formati.

[O. Un punto P(x, y) appartiene ad una delle due bisettrici se e solo se haugual distanza da
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r edas Siottiene |[x + 2y| = [2x + y|. Le equazioni cercate sono 3x+ 3y =0ex-y=0]

§<— 2t —t
7) Stesso problema per lerette r e sdello spazio di equazioni 2t eg
O

[O. Le rette cercate passano per I'origine che € il punto comune ar es. Larettar passa per
Il punto A(2, 2, 1) elas passa per B(1, 0, 0). Le due rette sono dunque rispettivamente paral-

lele ai versori u = (%, % %)T ev=(1,0,0)T. Due vettori paralleli alerette cercate sonou +v e
u-v (perché?). Essendou + v = (g, % %)T eu-v ( 33 3)T le rette cercate hanno dunque

equazioni 5 = 32/ = Z e, rispettivamente, — X z]

8) a) Scrivere I'equazione della circonferenza di centro C(1,1) e tangente alla retta r di
equazione3x+4y-1=0
b) Scrivere I'equazione della sfera di centro nel punto D(1, 1, 1) e tangente a piano 1t di
equazione2x +2y+z-1=0.
[O. Il raggio € dato dalla distanza del centro dallarettar (dal piano 1).]
9) Riconoscere e rappresentare nel piano cartesiano le seguenti coniche:
X2+y2=5  x2+2y2=4; 2x2-y2=1, -22+y2=1; x2+y2-x-y=§;
Xy-x-y=1, 3x2+2y2-6x+4y=1;, 2xy-Xx=3;
X2-y2=0; x2-3x+2=0; x2-2xy+y2+x-y=0.
10) Riconoscere e rappresentare le seguenti quadriche:
X2+y2+722=1; X2+2y2+32=1; 2@+y2-722=1, x2-y2+72=1; x2-z=0;
X2-y2-722=1; x2+y2-22=0; x2-y2-2=0; x2-X=0; x2+2y2=1;4x2+ 4y2 - 722 =0.
11) Riconoscere che le seguenti superfici sono di rotazione e rappresentarle:

XP+y2+722=1; X2+y2-722=1;, x2-y2-72=2; x2+y2-z=1;, 4x2-y2-72=0.



