Capitolo Sedicessmo
CENNO SULLE SUPERFICI

81L. LA NOZIONE DI SUPERFICIE

In tutto il Capitolo, chiameremo dominio un sottoinsieme K di R2 che siala chiusura di un
aperto connesso.

Sono tali, per esempio, i domini ammissibili del Capitolo 13 sugli integrali di Riemann e
domini regolari del Capitolo 15 sulle curve.

DEFINIZIONE. Data un'applicazione ¢ di un dominioK in E3, si ponga < = ¢(K). La
coppia(¢,2) prendeil nome di superficie. L'applicazione ¢ si chiama rappresentazione pa-
rametrica della superficie, mentre l'insieme X é detto il suo sostegno.

=X(u,v)

Si ha d(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,V))T, ossia [y = y(u,v)
[z =2z(u,V)

e > ={(x(u,v),y(u,v),z(u,v))T: (u,v) O K}.

Per assegnare una superficie € sufficiente assegnare |'applicazione ¢; per questo motivo, ci
permetteremo espressioni del tipo: "Data una superficie ¢ ...", in luogo di "Data una superfi-
cie(¢,2) ...".

DEFINIZIONE. Una superficie (¢,2) € detta semplice se da us, U, O K, u; # U, e dmeno
uno del dueinterno aK segue ¢(u1) # §(Uy).

DEFINIZIONE. Una superficie (¢,X) é dettaregolare se I'applicazione ¢ soddisfa alle
seguenti condizioni:

1) edi classe C1 sul dominio K (cfr. Cap. 12, 81);

2) per ogni uinterno akK, e uguale a2 il rango (o la caratteristica) della matrice Jacobiana

DXu(u) Xy(U) ]

JOW) =P wu ]
Lz zw U

ESEMPI. 1) Si consideri la superficie (¢,%), con ¢: R2 - R 3 definita da ¢(u,v) =
(au + byv + ¢, au + bov + ¢, agu + bsv + ¢3)T, a;,bj,¢ O R. fissati. Si trattadi un superficie
regolare sempliceil cui sostegno X & un piano passante per il punto x0 = (¢1,cp,c3,)T.

2) Si consideri la superficie (¢,%), cond: K — R3, K =[0, 1] x [-11, ] e ¢ definita da
¢(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu)T, RO R* fissato. Si tratta di una superficie rego-
lare sempliceil cui sostegno X e la superficie sfericadi centro nell'origine e raggio R.
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3) Si consideri la superficie (¢, %), cond: K - R3, K =[0, 1] x [0, 1] e ¢ definita da
¢(u,v) = (Rv cosu, Rvsinu, cRV)T, RcO R*. S tratta di una superficie regolare semplice il
CUi sostegno Z € una porzione di cono.

4) Si consideri lasuperficie (¢,%), con ¢: K - R3, K=[0, 3] x R e ¢ definitadad(u,v) =
(Rcosu, Rsinu, V)T, RO R*. Si tratta di una superficie regolare, ma non semplice il cui so-
stegno Z € un cilindro.

5) Si consideri lasuperficie (¢,%), cond: R2 — R3, e¢ definitadad(u,v) = (u, |ul, V)T. Si
tratta di una superficie semplice manon regolare, il cui sostegno = e ancora un cilindro.

82. LINEE COORDINATE, VERSORE NORMALE E
PIANO TANGENTE

RDI
GEN

Sia data una superficie regolare semplice (¢,%), con ¢: K — R3 definitadad(u) = ¢(u,v)
= (x(u,v),y(u,v),z(u,V))T.

DEFINIZIONE. Fissato u® = (ug,vo)T 0 int K, le curve ¢(u,vg) € ¢(up,v) prendono il nome
di linee coordinate su X (passanti) per x0 = ¢ (up,Vvo)-

L e rappresentazioni parametriche delle linee coordinate per x° sono dunque
¢ (u,vo) = (X(U,vo),y(U,V0),Z(U,Vo)) T € §(Uo,V) = (X(Uo,V),y(Uo,V),Z(Uo,V)) T

| vettori tangenti alle linee coordinate per x0 sono, rispettivamente,

u(Yo,Vo) v(Uo, vo)
du(Uo,vo) = u(Uo VO)E dv(Uo,Vo) = @V(Uo Vo) H
u(Uo,Vo) v(Uo,Vo)

La condizione (2) della definizione di superficie regolare ci dice che i vettori ¢y(ug,vo) €
dv(Uo,vo) sono linearmente indipendenti, ossia sono non nulli e non paralleli. Cio si puo
esprimere con la condizione

du(Uo,vo) O dv(Uo,vo) # 0.

Poiché il vettore ¢(u®) O ¢(u°) & ortogonale sia a ¢(u®) siaa ¢ (), si pud dare la se-
guente

DEFINIZIONE. Il versore
du(u®) Ody(uO)
g y(uC) O oyuO)I

v(wo) :=

& detto versore normale a > in x0 = ¢(u0).

I vettore ¢ y(u0) O ¢\ (uO) si ottiene sviluppando secondo la primarigail determinante for-
male
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Exu%luo) YU_ZO) ZU(_ZO) o) W) b - 0Xu(W) zu(W) b, + XU Yu(u) %,

Jxl) W) 2w § WD) 240 07 Oxd) 200) B7 7 DX wid)

| vettori ¢,(uO) e ¢\(uO) applicati in x0 = ¢(u®), non essendo paralleli, individuano un piano
ortogonale a v(u0) e passante per x0.

DEFINIZIONE. Il piano oxg(A,1) (passante per X0 = ¢(u%)) generato dai vettori ¢(u°) e
$v(u0) prende il nomedi piano tangentea z in xO.

Il piano oxo(A,1) tangente aZ in x0 = ¢(u®) ha dunque la seguente rappresentazione para-
metrica:

X= X0+ Apy(W0) + upy(U?), AW 0 R2

Un punto x # x0 appartiene al piano oyg(A 1) se e solo seil vettore x - X0 & ortogonale al
versorev e quindi a vettore ¢(Ug,vo) 0 dv(Lp,Vo), Cioe Se e solo se e

<X - X0,0u(Uo,Vo) LI dy(Uo,v0)> = 0.
Si ottiene cosi I'equazione cartesiana del piano tangente oxo(U):

W) 2,00 D) () X)) _
Oyu®) z(w) %X'XO) "OxWw0) 2,(u0) %V'YO) * ) W) E{z- ) =0.

ESEMPI. 1) Si consideri ancorala superficie sferica (¢,2) dell'Esempio1del 81: ¢: K -

R3,K =10, ] x [-m, 1], $(u,v) = (R sinu cosv, R sinu sinv, Rcosu)T, RO R*. Seé w0 O
intK, s ha

& (=) & [
$u(u®) O dy(ud) = ORcosug cosvyg Rcosug sinvg -Rsinug (1=
U-Rsinug sinvg Rsinug cosvg 0 H

= R2sin2uqg cosVgp €1 + R2sin?ug sinvp & + R2cosug Sinug €3,

dacui

lldy(uO) O dy(UOI = R&V'sindug cos?vg + Sinfug SN2V + cos2Ug Sin2Ug =

= R&/sinfug + cos?Ug Sinfug = R2|sinug| = R2sinug,
essendo u 0 ]0, 10. Si ottiene:
v(u0) = sinug cosVp €; + SinUg SiNVg & + COSUg €3.
L'equazione del piano tangentea X in x0 = ¢(u®) & dunque

R2sinZug cosvg (X - Xg) + R2sin2ug sinvg (Y - Yo) + R2cosug Sinug (z- zg) =0
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e dunque, essendo sinug # 0,
Sinug CoSVg (X - Xp) + SinUg SinVp (Y - Yo) + CoSUg (Z - zg) = 0.

2) Si consideri ancorala superficie (¢,) dell'Esempio2del 81, ¢: K - R3, K =0, ] x
[0, 1], ¢(u,v) = (Rvcosu, Rvsinu, cRV)T,RcO R+. Seew nint K, si ha:
o & € € 0
du(u0) Jdywd) = J-Rvgsinug Rvgcosug 0 =
U Rcosug Rsinug cRO

= cR2vy cosug €1 + cR2vy sinug & - R2vges;

lpy(u0) Oy (Ol = R2vp V2 cosPug + c2sinug + 1 = R2vp V1 + c2.

Si ottiene; _
ccosup , . CSiNup _ 1

€ € €3.
Vi+cz  Ji+c2  VJi+e?

V(o) =

Essendo V1 + c2 £ 0, I'equazione del piano tangentea = in x0 = ¢(u®) & dunque

CCoSUp (X-Xg) +csinug (Y-Yo) - (z-29) =0.

Superfici regolari in forma cartesiana. Data una funzione f: K(0O R2) - R di classe C!
sul dominio K, restaindividuatala superficie ¢: K — R di rappresentazione parametrica

=u
y=Vv :
[z =1(u,v)

E chiaro cheil sostegno Z di tale superficie @il grafico dellaf. Poiché la matrice Jacobiana &

ol 0 g
Jowy=2 o 1 4
Htuw fuw H
seewWnintK, s ha
0 & & [
L) Do) =51 O W) g=-fy (W) &1 - fy (W) & + &5;
00 1 fwo) O

9o (W) O byl = VL + ITF(WO)II2.

Notiamo che &

GO Doe>_ 1
lpy(u0) O (o)l 1+ 10f(Wo)NI2

>0.

<v(w),es> =
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Essendo 7z = f(Xo,Yo), I'equazione del piano tangente e (cfr. Capitolo 12, § 1):
z=f(x0.y0) + fx(Xa,Y0)(X - X0) + fy(XoYo) (¥ - Yo).

ESEMPI. 3) Dato il piano di equazione z= ax + by + ¢, il vettore normale ¢, O ¢ € co-
stante e si ha

byW) Ody(W0) =-aeg -ber+e3  NdpyU) Doy =1+ a2+ b2

4) Dato il paraboloide di equazione z=x2 + y2, si ha

du(L?) DOV) = -2up €1 - Vo & + €3; Ipu(U) DW=/ 1+ 4ug + 4,
L'equazione del piano tangente &
Z=2y+ 2Ug (X - Xo) + 2vo (Y - Yo)-

Superfici regolari in forma implicita. Siag: A -~ R unafunzione di classe C1 su un
aperto Adi R3esiaZ ={(xy,2T:g(x,y,2) = 0}. Si pud dimostrare che, per ogni x° 0 %, con
Og(x9) # 0, esistono un intorno U di x0 e una funzione z = f(x,y) [0 unafunzione y = k(x,2) o
una funzione x = h(y,2)] di classe C! tali che Z n U = G(f) (= grafico di f) [o, rispettivamente,
> n U=G(K), ZnU=G(h)]. S dice chelafunzionef [lafunzione k o, rispettivamente, la
funzione h] e definitaimplicitamente dall'equazione g(x) = 0.

ESEMPI. 5) Siano

gxy, 2 =x2+y2+2722-1, (xy, 2T OA=R3, Z={(xy,)": XX +y2+ 2 =1}.

Seéx0=(0,0,1)T, s pud porre U ={(xy,2T: z> 0} ef(xy) =V1-x2 -y
seéx0=(-1,0,0)T, si pud porre U ={ (x,y,2)T: x< 0} eh(y,2 =-V1-y2- 22

seex’ =%/§3, g L;%T si puod porreU ={(xy,2T: x>0,y >0, z> 0}, f(xy) = V1-x2-y2

k(x,2) =V1-x2-22eh(y2=V1-y2-22.

6) Siano g(x,y,2) = x2+y2- 22 (xy,2T 0O A=R3. Z={(xy,2T: X2 + y2 - 22 = 0}. Nel punto
0 lafunzione g non eregolare. Se e x? = (0,1,1)7, si puo prendere come U il semispazio delle
z positive e f(x,y) = Vx2 + y2; se & x0= (1,0,-1)T, si pud prendere come U il semispazio dellez
negative e f(x,y) = - Vx2 + y2.

§3. AR I UNA
RE E

EA D
GOLAR

N.B. Da guesto punto in poi, supporremo sempre che il dominio K sia misurabile. Cio
implica, in particolare, che K e limitato e quindi, essendo chiuso, compatto.

PREMESSA. Se due vettori linearmente indipendenti a e b sono applicati ad un mede-
simo punto X0 = (Xq, Yo)T € se a & la misura assoluta dell'angolo convesso da essi formato,
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questi individuano un paralelogramma Z di area A(Z) = llall-libll sin a = lla [1bll. D'altra parte,
s &il sostegno di una superficie regolare semplice (¢,%) con ¢: K — R3,K=[0,1] x[0,1] e
¢ definitada¢(u,v) =x0+ua+vb . Essendo ¢y, =aedy=hb, s ha

A(Z) = lla 0 bll = lla O blim(K),
dacui

A(Z) = {(j lla O blldudbv.

Quest'ultima formula si estende a caso generale, ma la sua giustificazione richiede ragio-
namenti non del tutto elementari.

DEFINIZIONE. Sia ¢: K (0 R2) - R3, unasuperficie regolare semplice con K dominio
misurabile; si definisce area del suo sostegno 2 il numero reale

A(Z) = nglcbu(g) O d(u)lidudv.

ESEMPI. 1) (Area della superficie sferica.) Si consideri la superficie (¢,%), con ¢: K —
R3,K=[0, ] x [-Tt, 1] e definitadad(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu)T, R0 R+
fissato. Sappiamo che e llp y(u) O ¢y(U)ll = R2sinu (cfr. 81, Esempio 1), da cui

Tt Tt

A(Z) = {(fsti nu dudv = R2 _jndvg sinu du = 4mR2,

2) Si consideri la superficie (¢,%), cond: K — R3, K=[0, 1] x[0, 2] e ¢ definitadad(u,v)
= (u2v2y2u)'. S ha

du) O dy(u) = -2V 2v2e; - ZV2u2e, + duves;

o) Oyl = V8UA + 8v4 + 16uv2= 2V 2(U2 + V2).

Si ottiene
2 1
A(Z) = 2V 2 [[(u? + v2)dudv = 2v2 J(’)dv{) (U2 +V2) du =
K

2 2
— 1 u=1 _ 1 _ 2 2 20
=2v2fdv[zu+w, s = V2] [3+vdv=gi2[v vy = 3V2

Area di una superficiein forma cartesiana. Siano: f: K — R di classe Ct, ¢: K — RS3,
definitada ¢(u,v) = (u, v, f(u,v))T, Z = G(f). Sappiamo che &

llpy(u) Doyl = ;7 1+ 10Of(u)l2.
Si ottiene

A(Z) = ng 1 + IIO0f(u)lI2dudv.



Cenno Qulle Superfici - 157

ESEMPIO. 3) (Area della calotta parabolica.) Siano: f: K - R, f(u,v) = u2 + v2,
K={(uwT: u2+v2<1}.Si ha

A(Z) = {57 1 + II0f(u)lI2dudv = {(I\_/ 1+ 4 u? + 4v2dudv =

s 1 5
21— m2 -~ T
= _J'ndB{);71+4p2pdp=§J;\/tdt=Z§[\/t3]i=g(5?/5-1).

Area di una superficie cilindrica. Siano: (y,I") una curva pianaregolare semplice, con y. |
=[a,b] -~ R2di classe C! definitada y(u) = (x(u), y(w)T, f,g: E(0 R2) -~ R continue, con
f(x) < g(x) per ogni x 0 E el 0O E. Si vede facilmente chel'insieme

Z={(xyT: (xy)T 0T, f(xy) < z< g(xy)}

& il sostegno della superficie regolare semplice di rappresentazione parametrica ¢: K — R3,
con

K={(uv)T:a<u< b, f(x(u,v),y(uv)) <v<gxu,v),yuv)}
e G(uv) = (x(u), y(u), YT

Una superficie (¢,%) cosi definita € detta cilindrica. Fissato (x,y)T O I, la retta parallela
all'asse z passante per (x,y,0)T si dice retta generatrice; mentre il sostegno della curvay si
dice direttrice della superficie cilindrica.

Si ha

du(U) OodvU) = (y'(u), -x(u), O,
llpy(U) Dyl = Vy2(U) + X 4(u) = liy ()l

b g(x(u)y(u)
A(Z) = [y (u)lidudv = [du
(@)=l 1 oy

b
= £ Iy ()il (90x(u),y(W)) - F(x(u),y(u)))du = {(Q(X(U),y(u)) - f(x(u),y(u))ds.

Iy (u)lldv =

2
ESEMPIO. 4) Siano: v: | =[0,1] - R2 definitada y(u) = (u,%)T, f.g: R2 - R definite
daf(x,y) =0, g(x,y) =x. Sl ha

2
K={(u,v)T:Osusl,Osvsu},Z:{(x,y,z)T:Osxsl,y:%,Oszsx},
1 wu 1 12 1
A(Z) = [[V1+ ududv = [du[ VI+uidv=[uVIi+wdu=5[Vtdt=3(8-1).
K 0O O 0 1

Areadi una superficiedi rotazione. Sia(y,I") una curva pianaregolare semplice, cony. |
= [a,b] - R2 di classe C! definitada y(u) = (x(u), z(u))T, con x(u) > O per ogni u O Ja,b[.
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Facendo ruotare I' di un angolo a 0O ]0, 2m attorno al'asse z, si ottiene il sostegno = di una
superficie regolare semplice di rappresentazione parametrica¢: K — R3, con

K=[ab] x[0,a] e &(u,v)=(x(u) cosv, x(u) sinv, z(u))T.
Unasuperficie (¢, 2) cosi definita e dettadi rotazione.
Siha du(U) Do) = (-x(u)Z(u) cosv, -x(W)Z(u) sinu, X(U)X (W),

Ipu(U) DouUll = x(U) VZ2(U) + X 2(u) = x(W) Iy (),

b
*) A(Z) = ng(u) Iy (u)lldudv = a [x(u) lly'(u)lidu = afx ds.
a y
Ricordiamo che il numero
Jxds
=Y
1(Y)

fornisce |'ascissa del baricentro geometrico di I". Dalla (*) s ricavaimmediatamente il

TEOREMA 1. (Primo Teorema di Pappo - Guldino) - L'area di una superficie di rota-
zione ottenuta ruotando di un angolo a 0 ]0,2m] attorno all'asse z una curva regolare
semplice (y,I"), con I' contenuto nel semipiano di ascissa x = 0, & data da

A(Z)=a [xds=xal(y),
Y

essendo x |'ascissa del baricentro geometricodi I'. O

ESEMPI. 5) Areadellasuperficie laterale di un "tronco di cono”. Siano: v | =[1,2] - R2
definitada y(u) = (u, 2u)T, K=[1,2] x[0,2r]; si ha:

2
A®Z) = gx(u) lly (u)lldudv = 2t {T/Su du = T&5 [u?]? = 3rW/5.

6) Areadella superficie del toro. Si parte dallacurva(y,I"), cony: [-r,r] — R2 definitada

y(u) = (R+r cosu, r sinu)T, che élacirconferenzadi centro (R, 0)T del pianoxz eraggior (<
R), e s ruota di 2m attorno all'asse z. Applichiamo il Primo Teorema di Pappo - Guldino. Il
baricentro di I & ovviamente, il punto (R,0)T. Si ha dunque:

A(X) = x al(y) = R(2m)(2mr) = 412Rr.

Volumede solidi di rotazione

Sia K un dominio del piano xz, con x = 0 per ogni (x,2)T O K. Facendo ruotare K di un
angolo a 0 ]0,2m attorno all'asse delle z, si ottiene un solido di rotazione E del quale
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vogliamo determinare il volume. Siano D = K x [0,a], ®: D - E definita da ®(u,v,w) =

(ucosw, usinw, V)T. La® édi classe Cl in D, hiiettivafraint D eint E e si ha [det (JD)(u,v)|
=u>0inogni puntodi int D. S ottiene:

a
*) m(E) = _[gl dxdydz = _[g;_[u dudvdw = {)dw gu dudv=a [xdm.
K
Ricordiamo che il numero
[xdm
m(K)

fornisce I'ascissa del baricentro geometrico del dominio piano K. Dalla (*) s ricavaimmedia-
tamente il

TEOREMA 2. (Secondo Teorema di Pappo - Guldino) - Il volume di un solido di

rotazione E ottenuto ruotando di un angolo a 0 ]0,2m] attorno all'asse z un dominio K,
contenuto nel piano xz e con x = 0, é data da

m(E) = afx dm="x a m(K),
K

essendo x |'ascissa del baricentro geometrico di K. O
ESEMPIO. 7) Ricalcoliamo il volume del toro. Si parte dal cerchio K di centro (R, 0) del

piano (x,2) e raggio r (£ R), e si ruota di 21t attorno all'asse z. Applichiamo il Secondo
Teoremadi Pappo - Guldino. Il baricentro di K €il punto (R,0). Si ha dunque:

m(E) = x a m(K) = R (2m)(1rr2) = 212Rr2,

84 INTEGRALI SUPERFICIALI

Siano: (¢,%), con ¢: K(O R2) - R3, una superficie regolare sempliceef: E(0 R3) - R
un campo scalare continuo, con Z 0 E.

DEFINIZIONE. Si definisce integrale superficialedi f su Z il numero

[t do := [[f(d (u,v)) llpy(u,y) O dy(u,v)lidudy.

2 K

OSSERVAZIONE. Sef elafunzione costante 1, s ha

jzj 1do :{J ldy(u) O dyU)idudv = A(Z).

ESEMPI. 1) Determinare il baricentro della superficie conica (¢,2), conZ ={(x,y,2)T: z=
VX2 +y2 z< 1}. Si pud assumere ¢: K(0O R2) - R3,¢(u,v) = (u, v, VU2 +T, K = {(u)T:
u2 +v2<1}; s ha ligy(uy) Doy(uvii=v2.
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I| baricentro cercato €il punto di coordinate (0, 0, 2)T, con

J]’z do _[N_Z + V2 llpy(u) O ¢V(_)Ildudv _[| Vu2 + v2dudv j a9 tEpzdp )

gldo B [J16u(w) 0 pvuicuay B [J1cuav B _J;[dﬁttpdp =3

2) Calcolareg(x2 +y2)do,conZ={(xy,2T: x2+y2-z=-1,1<z<3}. S puod assumere

o:KIOR2 - R3,¢uv)=(,v,1+u2+v)T K={(uVv)T: u2+v2<2}.S ha
J’g(x2 +y2) do = [J(u2 + v2)V1 + 4(12 + v2) dudv =
K

n V2
=Jas [ p3V1+4p2dp = 2m g p3V 1+4p2dp = n{p4 Pdp,
-Tt

avendo posto 1 + 4p2 = p2. Si ottiene:

3 242 2
ffoe+y?) do=g R ps- T 242

8§5. ESERCI1 ZI

1) Siricalcoli I'area della superficie sferica utilizzando il 1° Teoremadi Pappo - Guldino.
2) Si calcoli I'area della superficie che delimitail solido

E={(xy,2T: 2 +y2+22<1, x2+y2<x}.
3) Si calcoli I'area della superficie di sostegno = = {(x,y,2T: X2 +y2-z2=1,0<z< 1}.

4) Si calcolino baricentro e momento rispetto all'asse z di una massa di densita u(x,y,2) =
x2 + y2 distribuita sulla superficie di equazione z= V1 - x2 - y2.
5) Si calcoli I'area della parte del piano z = x +y + 1 interna a cilindro di equazione
2
362 <1
2
6) Si calcoli [[xdo, essendo X la parte del cilindro z= % internaal cilindrox2 +y2< 1.
b2

7) Si calcoli I'area della superficie cilindricax2 + z2 = a2 interna d cilindro y2 + 22 < b2,
conO<b<a.

8) Si calcali il momento d'inerzia rispetto all'asse z della superficie < = {(x,y,2)T: X2 + y2
=1, |7 < 1}, sapendo che la sua densita superficiale e p(x,y,z) = 2.

9) Calcolarefzf(x2 +y2)do,conZ ={(xy,2T: @ +y2-72=-1,1<z<75}.



