Capitolo Quindicesimo
CURVEIN R" (n=2,3)

81L.LA NOZIONE DI CURVA

In tutto il Capitolo, | indichera un intervallo non degenere aperto o no, limitato o no.

DEFINIZIONE. Dataun'applicazioney. | - RN (conn=20on=3),s pongal =y(I).La
coppia(y,I) prendeil nomedi curva di RN. L'applicazioney si chiama rappresentazione pa-

rametrica della curva, mentre I'insieme I' € detto il suo sostegno. Se l'intervallo | € chiuso e
limitato, si parlaanche di arco di curva.

Per n=2, s hay(t) = (x(t),y(®)T, ossia @38 e M ={(xOyM)T:tol}.

= x(t
Per n=3, s hay(t) = (x(t),y(t),«(1))T, ossia a{= 3)%{)% e T ={(x().y®),zu):tol}.
=7

Per assegnare una curva e sufficiente assegnare |'applicazione y; per questo motivo, ci per-
metteremo espressioni del tipo: "Dataunacurvay ...", in luogo di "Dataunacurva(y,l) ...".

ESEMPI. 1) Retta. Dati un punto x! = (X1,y1,21)7T € un versore x2 = (Xo,y2,22)7 di R3, la
retta per x! e direzione x2 € rappresentata da
X=xy+ Xot

y=yi1t+tyst , toR.
(z=7 + zt

2) Ledue curve (y1,IM1) e(y2,2), con

yi: 11 =[0, 2] — R2,yi(t) = (cost, sint)T
e yo: 1o =10, 31 — R2,ys(t) = (cost, sint)T

sono diverse; infatti, pur essendo I'; = ', (circonferenza unitaria di centro l'origine), éy1 # Yo.
v:1=[-1,2] - R3,y(t)=(t, t2,t3)T (arco di parabola cubica).
Ay l=R - R3,y(t) = (cost, sint, t)T (elica).
DEFINIZIONE. Unacurva (y, I") & detta continua [di classe CK] se étale lafunzioney:

DEFINIZIONE. Unacurva (y,I') e dettaregolare se lafunzioney e di classe C1 e si ha
V() = (X(1),y(t),Z(t)T#£0perognitOint . Dato t 01, i vettori y'(t) := (X'(t),y'(1),Z (1) T et(t)

Iy ()l
y().

Le curve degli esempi precedenti sono regolari. Diamo un esempio di curva non regolare.

sono detti, rispettivamente, vettore tangente e ver sore tangente alla curva nel punto
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ESEMPIO. 5) Lacurva(y,l),cony:1 =R - R2, y(t) = (t2, t3)T, non & regolare, essendo
Oointl ey'(0)=0.

DEFINIZIONE. Unacurva(y,I), cony: | =[ab] - RN edettachiusa seeya) = y(b).

DEFINIZIONE. Unacurva(y,l), cony:l — RN édettasemplicesedaty, to 01, t1 Zt, €
con almeno uno dei due punti interno ad |, segue y(t1) # y(t2).

L'unica curva chiusa che compare negli esempi precedenti € lay; dell'Esempio 2. L'unica
curva non semplice fra quelle sopra definite e la y, dell'Esempio 2.

ESEMPIO. 6) Lacurvay:| =[0, 2r] — R3, y(t) = (cost, sint, sin2t)T & chiusa, semplice
eregolare.

DEFINIZIONE. Sia(y,IN) unacurvaregolare semplice. Setg O int I, laretta di equazione
r(s) = y(to) + y'(to)s, sO R, e dettaretta tangente alla curva nel punto y(to).

DEFINIZIONE. Unacurva(y,I'), cony:1 — RN continuas dice regolare a tratti se esi-
stono n punti t; < t, < ... <ty di | che dividono I'intervallo in sottointervalli chiusi (tranne,

eventualmente, il primo e |'ultimo) in ciascuno dei quali ye regolare.

Ogni curva regolare € ovviamente regolare atratti. La curva (non regolare) dell'esempio 5
eregolare atratti. Le poligonali definite nel 82 del Capitolo 3 sono esempi di curve regolari a
tratti.

Curvein forma cartesiana. Dataunafunzionef: | - R eposto, per ognit O I,
X=t
g )
iy = f()

s ottiene unacurvay, di cui I'equazioney = f(x) e dettala rappresentazione cartesiana eil cui
sostegno I" e dato dal grafico G(f) dellafunzionef. La curvayéin ogni caso semplice.

Curvein formaimplicita. Siag: A(0 R2) —» R unafunzione di classe C! su un insieme
aperto Aesiall ={(xy)T: g(x,y) = 0}. Si puo dimostrare che, per ogni Py = (Xo,yo)T O T tae
che 0g(xo,Yo) # 0, esistono un intorno U di Py e una funzione y = h(x) [0 una funzione x =

k(y)] di classe Cltali che ' n U = G(h) (= grafico di h) [rispettivamente, [ n U = G(K)]. Si
dice chelafunzione h [lafunzione k] & definitaimplicitamente dall'equazione g(x,y) = 0.

ESEMPI. 7) Siag(x,y) =x2+y2 -1, (xy)T 0 A= R2. SeéPg=(0,1)T, si pud prendere
come U il semipiano delley positive e h(x) =V1 - x2; se & Py = (-1,0)T, si pud prendere come
U il semipiano delle x negative e k(y) = -V1-y2 seéPp = %/2—2 %g S puo prendere come
U il primo quadrante del piano cartesiano, h(x) = V1 - x2 e k(y) = V1 - y2.

8) Siag(x,y) =x>+y5-xy-1, (xy)! 0 A= R2 Sivedesubitocheef(1,1)=0eOf(1,1) #
0. Si pud dunque applicare il risultato precedente, anche se non sappiamo scrivere esplicita-
mente |'espressione della funzione h o dellafunzione k.



Curvein gn- 135

Curvein forma polare. Si consideri unafunzionep=pd): I - K. Se,perognid O1l,s
hap®) =0, alloralafunzioney: | » R2 definitada (p(8) cosd, p(8) sin3)T & larappresen-

tazione parametrica di una curva pianadi cui lafunzione p = p(3) costituisce la rappresenta-
zione polare.

ESEMPI. 9) Siano p(8) =r; | =[0,2r. Si hay(p,8) = (r cosd, r sind)T il cui sostegno &
unacirconferenza.

10) Siano p(8) =ad; a# 0; | =[0,+[. Si hay(p,d) = (ad cosd, ad sind)T il cui sostegno
eunaspirae.

11) Siano p(¥) =1+ cosd; | =[0,2r]. Si hay(p,9) = ((1 + cosd)cosy, (1 + cosd)sind)T il
Cui sostegno é detto cardioide.

Curve equivalenti

DEFINIZIONE. Due curve (y1,I1) e (y2,2), con vi: 11 - RNevy: 1, - RNs dicono
equivalenti seesisteuna¢: 1, — I, taleche:

1) ¢ ebiiettiva;

2) ¢ edi classe Cl ed € ¢'(s) # 0 per ogni s O I; (quindi anche l'inversa ¢ -1 édi classe CY);

3) V1o ¢ =2 (ossiayi(§(s)) = va(s) per ogni ST I2).

Ne viene che I'applicazione ¢ € strettamente monotona. Se, in particolare, si hal; = [a,b] e
I, =[c,d], la¢ deveportarecinaedinb o viceversa

ESEMPI. 12) Data una curva (y;,;) con yi: 11 = [a,b] - RN, siano |, = [-b,-a] e
yo: lo - RN, con () = vi(-9) per ogni sO I,. Le due curve sono equivalenti; basta prendere
come ¢: I, — I lafunzione ¢(s) =-s.

13) Lecurve (yi,T1) e (y2,2), con vyi: 11 =[0,2r] — R2, y1(t) = (cost, sint)T ey,: I, =
[-, 1] - R2, yx(1) = (cosT, sint)T non sono equivalenti. Infatti, per ogni ¢: I, — 14, per cui
ed(m =00 ¢(1) = 2rs hay(m) # yi($(m).

Ci sara utile il seguente risultato del quale omettiamo la dimostrazione:

TEOREMA 1. 1) Larelazione sopra definita e di equivalenza.

2) Due curve equivalenti hanno il medesimo sostegno.

3) Se due curve semplici non chiuse hanno il medesimo sostegno, allora sono equiva-
lenti. O

L'Esempio 13 mostra che due curve semplici e chiuse aventi il medesimo sostegno posso-
no risultare non equivalenti.

Orientazione di una curva

Le curve (y1,I1) e (y2,l2), conyy: 1 =[0,2n1 - RZ2e vy, | =[0,2] -~ R2, definite da
y1(t) = (cost, sint)T, y»(1) = (cosT, -sinT)T sono equivalenti; basta prendere ¢: I, — 14, con
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¢(1) =2m-1; édunquel; = ', = I". Osserviamo pero che, set variada 0 a 2, il sostegno I
viene percorso da yi(t) in senso antiorario mentre, a variare di T da 0 a 2, il sostegno I' e
percorso da y»(T) in senso orario.

DEFINIZIONE. Si dice che due curve equivaenti (y1,I1) € (y2,T2), con y; o ¢ =y,
hanno |o stesso orientamento se € ¢'(s) > 0, (s O I, mentre si dice che le due curve hanno
orientamento opposto see ¢'(s) <0, Os O I».

TEOREMA 2. Sano (y1,M1) e(y2,2),conyi: 11 - RMyoilo — RN, yp0 ¢ =vyo, due
curve regolari equivalenti esiano Ti(t), t O int Iy, 12(S), sOint Iy, irelativi versori tan-
genti. Allora, per ogni s int I, st ha t11($(S)) = 12(S) se le curve hanno lo stesso orienta-
mento, mentre e T1(¢(s)) = -T2(S) se le curve hanno orientamento opposto.

a9 _ Viee)9'(s) _ 99 Vi(d(s) = sign(6") T1(6(s). O

DIM. Si ha: 15(s) = ()l - Vi@’ 19'(9)] yi (eI

8§22 CURVE RETTIFICABILI

Siano (y,IN), cony: 1 =[a,b] - RMunacurvacontinua e d una decomposizione di | indivi-

duatadai punti {tp=a<t; <ty <... <ty =b}. Consideriamo la poligonale 11(d) ottenuta dagli
n segmenti

(1 - 1-)y(tl - 1) + Ty(ti)! o [0!1] .

Si definisce lunghezza di T(d) il numero

n
() = Z,I¥(6) - VG - )l

DEFINIZIONE. Si dice che una curva continua (y,I"), cony: | =[a,b] - RN erettifica-
bile se éasDu{AJ(l)l(n(é)) < + oo, dove A(l) indica l'insieme di tutte le decomposizioni di I. Il

numero
) := s 1(T(3)
prende il nome di lunghezza della curva.
N.B. Non tutte le curve sono rettificabili.

ESEMPIO. 1) Si consideri la poligonale I' (data da "infiniti segmenti”) che si ottiene
unendo, nell'ordine, i punti (del piano) di coordinate

LY, 10, G2 GO 53 GO. G2 GO,

11 2 1 1 1
o Gk @O G gD GO
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e aggiungiamo, in fondo, il punto (0,0). Diciamo J il segmento che unisce I'n - imo di tali
punti con il successivo. Siaoralp l'intervalo 5 1

1 _ L .
T 5] conn=1,2,3,... Efacile convin-

cersi che é possibile definire un'applicazione continuay di | =[0,1] in " che porta0in (0,0) e
Inin Jn. Posto I =1(Jp), € evidente che dovremmo avere:

1.1 1 1 1 1 1 1
I(y) > i+ 12+ 13+ ... +lon+ 1> 145+5+3+3+ 4 4%+ %1

che e laridottadi una serie divergente.

TEOREMA 3. Sel'applicazioney: | =[ab] -» RMedi classe Cl, allorala curva (y,I")
erettificabilee s ha

b
I(y) = J Iy (t)lidt. O
a

TEOREMA 4. Sele due curve regolari (y1,1) e (y2,2), conyy: I, =[ab] - RN,
yo: Io =[c,d] -» RN, sono equivalenti, allora s hal(y1) = I(y).

DIM. Per ipotesi, esiste un'applicazione ¢: [c,d] - [a,b] talechey, -  =Vy». Si ha

b d d d
|(y1) =J; lly1(B)lidt = { Iy1(¢(0)II-[¢*(T)|dt = { Iy1(¢ (1)) '(Dlidt =.£ y2(T)lldt = I(y2). O

Se un sottoinsieme I di RN el sostegno di una curva regolare semplicey: 1 - RN, il nu-
mero I(y) puo dunque essere assunto anche come lunghezzadi I'.

ESEMPI. 2) Si consideri il segmento (y,[') cony. | =[ab] - RN dato dayt) =wvt, v#0.
S ha
b b
I(y) = J Iy (®)lidt = [ livildt = Iivli(b - @) = Iiv(b - a)ll = lly(b) - y(a)ll.
a a

3) Si consideri lacurva(y,I) cony: | =[0,4n] - R3, y(t) = (Rcost, Rsint, ct)T, R,c> 0.
Si hay'(t) = (-Rsint, Rcost, 0T, lly'()Il = VRZ + ¢2; & dunque:
4 41t

I(y) = J(')Ily'(t)lldt = J(; R2 + c2dt = 4/ R2 + c2.

4) Si consideri lacurva(y,I') cony: 1 =[0,2] - R2,y(t) =(acost,bsint)T,0<b<a. S

hay'(t) = (-a sint, b cost)T, Ily' (Il =Va2sin2t + b2cos?t. Seéa=b, s hally'(t)ll= a, dacui s
ricavasubito I(y) = 2ma. Seeb < a, g ottiene:

2n 21 21 21
I(y) = _([)Ily'(t)lldt = _(I;Vazsi nt + b2cos2tt = J(')Va2 + (b2 - a?)cos?t dt = aJ(')V 1 - €2cos?t dit.
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Ci s imbatte cosi in un integrale ellittico che non si calcola elementarmente.

2
(Ricordiamo cheil numero e = ; ; 1- % e detto eccentricita dell'elisse.)

5) Calcolare lalunghezza della seguente curva data dall'intersezione di due superfici:

D(2+y2+22:1 2:22
He+222=1 §2+222:1'

Per la ssmmetria della curva, possiamo calcolare la lunghezza dell'arco che si ottiene pren-
dendo x,y,z = 0 e moltiplicareil risultato per 8. Con queste limitazioni, si ottiene la curva

k=V1-22 1
g =7 , 20 [O,?]
=z v
Essendo v'(2) = ( 2z 1)T, s ottienelly'(2)ll = V2 g dunque;
1-222 1-222

V12 V2 _ V2 _
=8 [ Iy@idz=8 [ a2z _ g I _ V2dz
V1-222 V1-( W 22)?

6) Siaf: | =[a,b] - R unafunzionedi classe C! (curvain formacartesiana). Si ha

= 8arcsin 1=4m

b b

I(y) = [Ily'lldx = [V1 + F2(x) dx .

Se, per esempio, e f(x) =x2, conx 0[0,2], si ha

2 2 4
I(y) = J(;Ily'(x)lldx = 0| V1+4x2dx = % 0| V1+ u2du=
= 7 [log(u+VI+ W) +uVT+w2]4 = 7 [log(4 +717) + 4717).

[Per integrare la funzioneV1 + u2, si effettua la sostituzione u = Sht e si ricorda che &
arcsinhu = log(u + V1 + 12).]

Si consideri unafunzionep = p(d): 1 =[a,b] - R diclasseC, conp(®)=0,038 OI.
Questa € larappresentazione polare di unacurva(y,I') cony: /| — R2, definitada

v@) = (p(®) cosd, p(®) sinI)T.
S ha
V@) =(P'(®) cosd -p(@) sind, p'(F) sind + p(®) cosI)T,

ly' (d)Il = \/(p'(ﬁ) cosd - p(®) sind)2+ (p'(®) sind + p(d) cosI)2 = ;7 P2(9) + p2(9),

b b
da cui: Iy) = [y @)Idd = [ p2(8) + p2(9)d9.
a a
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ESEMPI.7) Siap =p@©)=ad,d 00, 4r], a# 0, (arco di spirale archimedea). Si ha:
an 4n 4mn
I(y) = _[;7 p'2(3) + p2(H)dd = ﬁ/ a2+ a8y = a_[§71+82d»9 =
0 0 0
= S[log(® + VL1+92) +9V1+92]7.
8) Siap=p@®)=1+cosd,d 0[-1 1] (cardioide). Si ha
Tt Tt TU
I(y) = [Vp'2(8) + p2(8)d9 = [V2+2c0s9d9 = V2 /1 +cos9ds.
-TT -Tt 0
9 ..
Posto ¢ =5, S ottiene:

2 w2
I(y) = 4?/2£§7l + cos2 - sin2¢ dop = zr\/zgﬁoszq; d = 8.

83. INTEGRALI CURVILINEI DI CAMPI SCALARI

DEFINIZIONE. Siano (y,IN), y: | =[a,b] - RN unacurvaregolareef: EO k") - R

unafunzione continua, con I' 0 E. Si definisce integrale curvilineo di f lungo y (o suy) il nu-
mero

b
[fds = [f(y®))lly' (tiat.
y a
Osserviamo che se éf(x) = 1, s ha[fds = I(y).
Y

ESEMPI. 1) Si vuol calcolare [zds, essendoy: [0,2m] — R3, y(t) = (cost, sint, t)T. Si ha:
Y

21 2n

Jzds = [tVsin?t+cosft+1dt=V2 [tdt=2r2y2.
Y 0 0
2) Si vuol calcolare [(2Vx +y2 + Z2)ds, cony. [0,1] - R3, y(t) = (t2, elcost, elsint)T. Si ha
Y
1 13 X
J(2Vx +y2 + 22)ds = [(2t + e2)V A2 + 2e2t dit :ZJ'(St + 4e2)\ 412 + 2e2t dit :Z_[?/ udu,
y 0 0 2
essendo u = 4t2 + 2e2t ec = 4 + 2€2. Si ottiene:

[(Nz+y2+ 2)ds :?/?2 [V(2+e2)3-1].
Y
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TEOREMA 5. Sano dati: unacurva (y,I"),y: 1 =[ab] - RNregolareatrattien+1
puntiag =a<a; <...<an=bdil tali per cui siano regolari lerestrizioni y; della y agli
intervalli [a; - 1, &]. Sef: E(0 R") -~ R eunafunzione continua, con” O E, S ha

Jfds = [fds + [fds +...+ [fds.DO
Y v Y2 ¥n

ESEMPIO. 3) Si vuol calcolare [(x + y2)ds, essendo y: [-1,1] — R2, y(t) = (|t], ). Si ha
Y

0 1
J(x+y?)ds=[(x+y?) ds + [(x+y2) ds =V2 [ (-t +t2)dt + V2 [(t + t2)dlt = %’/2.
Y Y1 Y2 -1 0

TEOREMA 6. Se le due curve regolari (y1,1) e (Y2, 2), conys: I = [ab] - RN,
y2: 2 =[c,d] - RN, sono equivalenti, allora, per ogni funzione continua f: E(0 k") - R,
conf1=T,=T0OE, s ha

[fds = [fds.
v1 ¥2

DIM. Per ipotesi, esiste un'applicazione ¢: [c,d] - [a,b] talechey; - ¢ =y». Si ha
b d d
Jlf ds =£ flyr@)yi(Hlidt = {f(vl(cb(T)))llvi(cb(T)))II-I¢'(T)IdT =£f(Vz(T)Ilvé(T)IIdT = JZ fds. [

Cio comporta che, se (y, ') € una curva regolare e semplice, si pud pensare l'integrale
curvilineo dellaf come definito sul sostegno I anziché sul .

84 INTEGRALI CURVILINEI DI CAMPI VETTORIALI

DEFINIZIONE. Siano (y,I"), cony: | =[a,b] -~ RN, unacurvaregolareeg: E(0 k") -
RN un campo vettoriale continuo, con I O E. Si definisce integrale curvilineo di g lungo y (o

suy) il numero
b

{ <gT>ds = {1 <g(y(r)).y'(t)>dt,

dove t(t) ::IIV'S;H eil versore tangente alla curva nel punto y(t).
Y
OSSERVAZIONE. S ha
; ; ®
[ <gT>ds=[<giy®) Y ®>dt = [<gy®), V., 2~ >ly@ict.
% a a Iy (o)l

Dunque l'integrale curvilineo del campo vettoriale g lungo y puo pensarsi come l'integrale

curvilineo su y del campo scalare continuo <g, T >. Ne viene che anche per gli integrali curvi-
linei dei campi vettoriali sussiste un risultato analogo a quello del Teorema 5.
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OSSERVAZIONE. Dati il campo vettoridle g: E(C R2) - R2, con

g(x.y) = (X(Y), Yay))T = X(x.y)er + Y(xy)e,

elacurvay: 1 =[ab] - R2 cony(t) = (x(t),y(t))T, si ha

b
{ <gT>ds :J; [XO(O).y(0)x () + Y(x(1),y(D)y (D]dt.

Dati il campo vettoriale g: E(0 R3) — R3, con

9(xy.2) = (X(xy.2),Y(xy.2).Z(xy:2)T = X(xy.2)€1 + Y(Xy. D)€ + Z(xy.,2)€s,

elacurvay: 1 =[ab] - R3, cony(t) = (x(t),y(t),z(t))T, s ha

b
{/ <g,T >ds =£ [X(X(®),y(0,2(0)X (1) + YX(),y(0).2(0)y (1) + Z(x(1).y(1).Z(1))Z (D] dt.

Interpretazione fisica. Se la funzione g(x) esprime un campo di forze stazionario (ossia
costante nel tempo), allora, data unacurva (y,I"), cony. | =[ab] — RN, I'integrale [<g,T >ds

esprime il lavoro compiuto dal campo sulla particella di massa unitaria che s muove lungo la
traiettoria data dal sostegno I' della curva.

ESEMPI. 1) Dati il campo vettoridle g: R2 - R2, con g(x,y) = (O,y)T elacurvay: | =
[0,1] - R2, cony(t) =(t,2)T, s vuol calcolare [<g,T >ds. Si ha
Y

1 1
1
<g,T >ds= [t2(2t)dt = 2[t3dt = 5.
[ <gr>ds= [y =2fct =

2) Dati il campo vettorialeg: R3 - R3, con g(x,y,2) = (zy,X)T elacurvay;: | =[0,2r] -
R3, con yi(t) = (cost, sint, t)T, si vuol calcolare [ <g,T >ds. Si ha
Y1

2n
in2
[ <g,t>ds= [[-tsint + sint cost + cost]dt = [t cost - sint + %H sint]20"22n.
Y1 0

3) Calcolare [ <g,T >ds, dove il campo g & quello dell'esempio precedente e y,: | = [0,2]
Y2

- R3édataday(t) =(1,t,e)T. Si ha

2
[<g,t>ds= [[t+€]dt=1+¢€
\ 0

TEOREMA 7. Seleduecurve (y1,I'1) e (y2,I2), conys: I =[ab] - RNy 1y =
[c,d] - RN, sono equivalenti, allora, per ogni campo vettoriale continuo g: E(0 RN) -
Rn(confy=T>,=T0OE) s ha
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[<g,1>ds =[<g1>ds, seleduecurvehanno lo stesso orientamento
Y1 Y2

e [<g,1>ds =-[<g1>ds, seledue curvehanno orientamento opposto.
V1 Y2
DIM. Si ha

d d
Jz <g,T>ds = { <g(Y2(9)), Yo(s)>ds = { <g(y2(99), a9 (9) $'(9)> ds =

o(d) b
= ¢{C)<9(V1(t)), ya(t)>dt = sign(¢’) £ <g(yr (), vat) >dt = sign(¢’) \{1 <g, T >dt.

(S tenga presente chesi ha¢(c) =aed(d)=bseéd'(s) >0, mentreseé dp'(s) <0s ha

d(c)=bedp(d)=a.) O

85 CAMPI CONSERVATIVI

PROBLEMA. Sotto quali condizioni un integrale curvilineo [ <g,t >ds, cony: 1 =[a,b] -
Y
RN, dipende solo dal punto iniziale y(a) e dal punto finale y(b), manon dalla curvay?

DEFINIZIONE. Un campo vettoriale g: A(C RN) - kN, A aperto, si dice conservativo se
esiste un campo scalaref: A(D RN) - R differenziabile tale che

Of(x) =g(x), OxOA.

Lafunzione f & detta un potenziale di g.

Naturalmente, se f(x) € un potenziale del campo vettoriale g(x), € tale anche ogni funzione
del tipo f(x) + c,conc O R.

TEOREMA 8. S g: A RM - RN, A aperto, € un campo vettoriale continuo e con-
servativo, allora, per ogni curvaregolare (y,l),y:1=[ab] - RN, T OA, s ha

{/ <g,T >ds = f(y(b)) - f(v(a)),

conf: A - R funzione potenziale di g. (dunque: | <g,T>ds non dipende da y, ma solo dai
Y
punti y(b) e y(a)).

DIM. Siag: A R") - RN, g=(X(x), Y(X), Z(x))T un campo vettoriale continuo e conser-
vativo. Esiste dunque un campo scalare f: A — R differenziabile tale che Uf(x) = g(x), 0 x O
A. Per ogni curva(y,ln),y:1=[ab] - RN, T OA, s ha
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b
\I/ <gT>ds =£ [XO(0),y(),Z0)X (1) + Yx(0),y(),Z0)y (1) + Z(x(t),y(1),2(0)Z ()] dt =

b b
= £ [Ex(Y(D)x (1) + fy(V(D)y' (1) + FAW(1))Z(O)]dt = ! % f((t))dt = f(v(b)) - f(«(a)), U
DEFINIZIONE. Sia A un sottoinsieme aperto e connesso di k. Per ogni coppia di punti
(x, ¥) O A, poniamo

Faxy) :={y:1=[ab] - RN, yregolare atratti, y(I) O A, y(a) =X, y(b) = y}.

Si puo dimostrare che, se A € aperto e connesso, I'insieme I o(x,y) nhon e vuoto, quali che
sianoi punti x,y 0 A.

TEOREMA 9. Sano: Aun apertoeconnessodi R"eg: A » RN, un campo vettoriale
continuo. Allora g e conservativo se e solo se, per ogni coppia di punti x, ydi As ha

[<g,t1>ds = [<g,>ds,
Y1 Y2

guali chesiano le curve yy, yo O T a(X,Y).

DIM. |Pern =2|. La necessita & provata dal Teorema 8; dimostriamo la sufficienza.
Fissato in A un punto x9, poniamo, per ogni x 0 A, f(x) = [<g,T >ds, essendo y 0 " A(X0,x).

Y
Dato che, per ipotesi, questo integrale non dipende dalla particolare curva scelta, s ha che la
definizione € coerente e si ottiene effettivamente una funzione f: A — R. Proviamo che la
funzione f e di classe C! e che si ha [If = g, Sia dunque g(x,y) = X(x,y)e1 + Y(X,y)e> € mo-

striamo che égf (x,y) = X(x,y). Si pongax = (x+hy)T, d:[0,1] - R2, con d(t) = (x + th, y)T;
X

si ha

f()_(')r; f()_() — f(X + h,)l? - f(ny) = % [‘\I;<g’-[ >ds +£<g’-[ >ds _‘\I;<g"[ >ds] =

1 1
= % _([)[X(x +th,y)h + Y(x + thy) Oldt = éX(x +th,y) dt= X(x + &€h,y) (1 - 0),

con 0 < & < 1. Dunque % tende a X(x,y) a tendere di h a O, data la continuita della

funzione X(x). In modo analogo si prova che é gf (x,y) = Y(x,y). Datali uguaglianze segue
y

poi anche la continuita delle derivate parziai dellafunzionef. [

COROLLARIO 10. Un campo vettoriale continuo. g: A([C k") — RN, con A aperto e
coNnNesso, € conservativo se e solo se, & a circuitazione nulla, ossia se e solo se s ha

J<g,1>ds =0
y

suogni curvay. | =[a,b] - RN chiusaeregolareatratti, con sostegno I' contenuto in A.
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DIM. Se g é conservativo, &il gradiente di un campo scalaref: A — R es ha [<g,1>ds =
Y
f(y(b)) - f(y(a)) = 0, essendo y(b) = y(a). Supponiamo, inversamente, che il campo g siaacir-

cuitazione nulla. Fissiamo ad arbitrio due punti x, y O A e due curveys, Y2 O '(X,y); non e re-
strittivo supporreys: [-1,0] - RNevy,: [0,1] - RN. Siaoray: [-1,1] —» RN definitada

.  seto[-10]
Y(t)_%z(l-t) seto[01]

Lacurvay e chiusaeregolare atratti; il suo sostegno " edatodal; O IM,. Si ottiene

0=[<g,1>ds = [ <g,T >ds - [ <g,T >ds,
Y v ¥2

dacui lates, datal'arbitrarieta dei punti x, y edelle curveys, yo. O

OSSERVAZIONE. (Significato del termine "conservativo": Teorema di conservazione
dell'energia totale.) Siag: A(0 kM) — RN un campo di forze conservativo; esiste dunque un
campo scalare f: A([@ R") - R tale che Of = g. Se\(t) élalegge del moto di una particella di
massa m soggetta al campo di forze g, allora y(t) soddisfa al'equazione differenziale m y"'(t) =
g(y(t)). Moltiplicando scalarmente i due membri per y'(t) e integrando, si ottiene

b b
m £ <y"(t),y'(t)>dt = £ <g(y(t)),y'(t)>t,

dacui Sy I -3 miy'(@)I2 = f(y(b) - f(y(a)
e quindi TMIYHI - f(y(b) =5 mily'(@)I2 - f(y@).
Si conclude che lafunzione E(t) =%m Y (D)I2 - f(y(1)

e costante nel tempo. (Il primo addendo dal'energiacinetica, il secondo quella potenziale.)

DEFINIZIONE. Siag: A@@ R3) - R3, g(x,y,2) = (X(x,y,2),Y(X,Y,2),Z(x,y,2)T, un campo

vettoriale di classe C1; si definisce rotore di g il campo vettorialerot g: A — R3 cosi definito
(sviluppo secondo la primariga del determinante formale a secondo membro):

& 8
0 0 H
rotg:==— — _— —==(Zy-Ype + (Xz- ZYex + (Yx - Xy)es.
@x dy 0z H
Y Z
OSSERVAZIONE. S verificafacilmente che: Lalegge g — rot g € un‘applicazione li-

neare di C1(A,R3) in CO(A,R3). Osserviamo poi che si puo scrivere rot g = [ [1g; per questo
il rotore e anche detto differenziale esterno del campo vettorialeg.
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OSSERVAZIONE. Dato un campo vettoriale g: A(O R2) - R2, con g(x,y) = X(x,y)e1
+ Y(x,y)&, questo individua un campo vettoriale g: A x R — R3 definito da

Tg(xy.2) = X(xy)er + Y(xy)e + Oes.

Segediclasse Cl, étaeanche gesi ha

B

rot g= —— — = (Yx - X .

g H{)X aZH(X y )E3
X 0

DEFINIZIONE. Il rotore di” g si assume come rotoredi g. E dunque

oMl

<o

rot g := (Yx - Xy )&s.

DEFINIZIONE. Un campo vettoriale g: A(O R3) — R3 édetto irrotazionale se per esso
s harotg=0.

Dal Teoremadi Schwarz (cfr. Capitolo 12, Teorema 1) segue subito il

TEOREMA 11. Ogni campo vettoriale conservativo di classe C! eirrotazionale. [

N.B. Non sussiste |'implicazione opposta di quest'ultimo teorema.

ESEMPIO. 1) Si consideri il campo vettoridleg: R2\{0} - R2 definito da

-y X
g(x,y) _X2 +y2§1+ X2+y2§2-

Si constata immediatamente che il campo e irrotazionale. Si consideri orala curva (y,I") con
v: [0,2r] - R2 definitaday(t) = (cost, sint)T. Si ha

2n
J<g,1 >ds = [ (sin?t + cos?t) dt = 21
Y 0

Quindi si puo concludere, per il Teorema1l, cheil campo vettoriale g non e conservativo.

Per avere condizioni sufficienti affinché un campo irrotazionale sia conservativo, bisogna
imporre delle condizioni di carattere topologico su A.

DEFINIZIONE. Un sottoinsieme aperto A di RN si dice stellato se esiste X0 O A tale che,
per ogni x 0 A, il segmento [x0,x] :={y =x0 + t(x-x9):t 0[0,1]} &contenutoin A.

TEOREMA 12. Sag: A(0 R3) —» R3uncampo vettoriale di classe C! con A insieme
aperto e stellato. Allora g e conservativo se e solo se eirrotazionale.

Cenno di dimostrazione. Basta, ovviamente, provare il se. Supposto g irrotazionale, si
pone, per ogni x O A, f(x) =[<g,T >ds, essendo yil segmento di equazione y(t) = x0 + t(x - x0),
Y
t 0[0,1]. Si pone cio€:
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1
f(x) = %' <g(x0 + t(x - x0)), X - xO>dft.

Si provapoi cheé Of =g. O

ESEMPI. 2) Il campo vettoriale g: kK3 - R3, con g(x,y,2) = (z Y, X)T & come subito si
vede, irrotazionale ed € definito in un insieme stellato; g € dunque conservativo. Fissiamo il
punto x0 = 0. Unafunzione potenziale di g & data dal campo scalare

1 1
f(x) = g <g(0 + t(x - 0)), x - 0>dt = (I)<g(t>_<), x>dt =

1 1
= {) X)X (1) + V() Y () + Z(tx) Z(t)]dt = g [(t2) x + (ty)y + (tx)Z]dt =

1 1
= [[2at + 2ot = 2+ y7 Jtot = S22+ y2].

3) Calcolare [<g,T >ds, essendo il campog: R2 — R2elacurvay: | — R2 definiti da
Y

g(x,y) = (yeX, ex- cosy )T; \(t)= (t cost, 1- sint)T, | =[0,2r].

2n
S ha J<g,1>ds = t[)[y(t) eX(Ox(t) + (e - cosy(t))y (t)]dt =
Y
21
= _(l;[(l - sint)et Cost(cost - t sint) - (et Cost - cos(1 - sint)) cost]dt =

21 21
= [(1- sint)et cost]2™+ [ et cost cost dit - [ ef ot cost dt - [sin(1 - sint)] 3" = e21T- 1.
0 0

Ma possiamo anche osservare che il campo g e irrotazionale e definito su un aperto stellato
ed &, quindi, conservativo. Ne viene che invece di calcolare I'integrale di g lungo y, possiamo
calcolarlo lungo un'arbitraria curva regolare a tratti che uniscai punti y(0) = (0,1)T e y(2m) =
(2m,1)T. Scegliamo il segmento yi: [0,1] — R2, dato day,(t) = (2rt,1)T. Si ha

1 1
[<g,1>ds = I[y(t) e(Ox'(t) + 0]dt = _[[2ne2m]dt = [e2T[l]O emn- 1.
Y1
86. | TEOREMI BIDIMENSIONALI
DI STOKES E DELLA DIVERGENZA

Il Teorema di Stokes

Sia(y,lN), cony. [a,b] —» R2, unacurvaregolare atratti, semplice e chiusa. I| complemen-
tare dell'insieme I' & formato da due aperti connessi, di cui uno limitato che indicheremo con
A.PostoD =clA,shaFD=T.
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DEFINIZIONE. Uninsieme D cosi definito & detto un dominio regolare di 2.

DEFINIZIONE. Siano D un dominio regolare e (y,I").unacurvatalechel’ = ¥ D. Si dice
chelacurvay orienta positivamente [negativamente] il suo sostegno I' (= ¥ D) se, al crescere
di t O [a,b], Y(t) percorre F D in senso antiorario [in senso orario]. Per indicare una qualunque
curvay che orienta positivamente I'insieme JF D, useremo la notazione +3 D.

Sussiste il seguente Teorema che fornisce un metodo per ricondurre il calcolo degli inte-
grali doppi aquello di integrali curvilinei.

TEOREMA 13. (di Stokes bidimensionale) - Sano D(0 R2) un dominio regolare, A(C
R2) un aperto contenente D, g: A » R2un campo vettoriale di classe CL. S ha

g<rot 0, &>dxdy= [ <g,1>ds. O
+3D

Seeg(xy) = X(xy)er + Y(xy)e esey: | =[ab] - R2, con y(t) = (x(t), y(t))T, € unacurva
che orienta positivamente F D, si ha

b
g [Yx(xy) - Xy(x,y)]dxdy = {1 [XOO,y(O)x (®) + Y(x(©),y(D)y (D)]dt .

Non possiamo produrre la dimostrazione di questo Teorema, ma ci limitiamo a darne una
giustificazione nel caso molto particolare che il dominio D sia un rettangolo; sia dunque D =

{(xy)T:as<x<b,c<y<d}.Siha

db b d
g [Yx(Xy) - Xy(xy)ldxdy = J; (£ Yx(X,y)dx)dy - £ ( ,([:Xy(x,y)dy)dx =
d b
= { [Y(by) - Y(ay)]dy - £ [X(x,d) - X(x,C)]dx =
b d b d

= [X(x,0)dx + [Y(by)dy - [X(x,d)dx - [Y(a,y)diy.
a C a C

Ora, percorrendo F D in senso antiorario a partire dal punto (a,c), Si incontrano 4 segmenti,
sostegni di altrettante curve che indicheremo con vy, Yo, Y3 € 4. Si ottiene

| <g1>ds=[<g,1>ds+ [<g,t >ds+ [<g,T >ds+ [ <g,T >ds.
+ID y1 ¥2 Y3 v4

Si vede poi subito che é

b d
[<g1>ds=[X(x,c)dx; [<g,1>ds= [Y(by)dy;
Y1 a Y2 c

b d

[<gr>ds=- [X(xd)dx; [<g1>ds=-[Y(ay)dy.
V3 a Y4 c
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Applicazione al calcolo delle aree
Dato un dominio regolare D, sappiamo che € m(D) = [[1dxdy. Siano orag;,gp: R2 — R2
due campi vettoriali definiti da gi(x,y) = (0, X)T e go(X,y) E (y,0)T. Si ha
rotg; =e3 e rotg; = -e;,
dacui <rotg;,es>=1 e <rotgpes>= -1
Dal Teorema 13 s ricavaallorail

COROLLARIO 14. L'areadi un dominio regolare D e data da

mD)= [ x@y(®)dt=- [ y(t)x'(t)dt=% [ IX®Y(t) - yOX @©)]dt.
+3D +3D +FD

DIM. Si ha m(D) :gldxdy = g<rot g1,63>dxdy = 3l x(t)y'(t)dt;
+J3D

m(D)= - [[<rot go.es>dxdy =- [ y(OX(t)dt;
D +3D

da cui m(D) :%+ 3{ XY - yox®ldt. O

ESEMPI. 1) S vuol calcolare I'area del dominio regolare avente per frontiera il sostegno
dellacurva (asteroide) y: [0,2r] - K2, con y(t) = (acos’t, asin3t)T,a> 0. Si ha

2mn

m(D) = gldxdy = i ; D[x(t)y'(t) - y(H)X (t)]dt = 376‘2 {) [cos?t sint + sin“t cos?t ]dit =

21
a2

21 41t
3a? o w32 oo 323
{)cosZtsmtdt— 5 (f)sm 2t dt = 6 J(;sm udu= g -

-2 1

2) Si vuol calcolare I'area del dominio regolare D avente per frontiera il sostegno della
curva(cardioide) y: [0,21] - K2, cony(t) = ((1 + cost) cod, (1 + cost) sint)T. Si ha

m(D) = {)f ldxdy = i ; D[X(t))/(t) - y(O)x ()] dt =

2n
= % | (1 + cost)(cos?t + cos’t + sin2t + cost sin2t)dt =
0

21 21

= L@+ costdt= L [(1+2cost + costydt =51
29 29

2

In questo caso, si poteva procedere anche partendo direttamente dall'equazione polare p(9)
=1+ cosd. S ha

21 1+ cosd 21

31
m(D) = [[1dxdy = [ d3 dp == [ (1 + cosd)dd = -
(D) =[[1dxdy = [ [ pdo=, [( ) 5
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I teorema della divergenza

DEFINIZIONE. Siano D un dominio regolareey 0 +F D, cony: | =[a,b] —» R2 regolare
a tratti e definita da y(t) = (x(t),y(t))T. Per ogni t O | per cui esiste il vettore tangente
(X'(t),y'(t)T #0, si definisce vettore normale esterno al” = F D nel punto \(t) il vettore n(t) :=

(y'(t), -X' ()T (# Q); si definisce poi versore normale esterno al” nel punto y(t) il versore
)

VO = i

DEFINIZIONE. Siano D ey come sopra. Se g: A — [R2 & un campo vettoriale continuo
definito su un aperto A contenente D, si chiama flusso di g attraverso I' = F D il numero

b b
[ <gv>dsi= [<gy®).nt>dt=" [<g(y(®).v() >In(Dlict.
D a a

+F

DEFINIZIONE. Dato un campo vettoriale g: A - R2 di classe C! sull'aperto A di R2 e
definito da g(t) = (X(x), Y(X))T, si chiamadivergenza di g il campo scalare div g definito da

div g(x) 1= Xu(x) + Yy(X).
Osserviamo che ladivergenza di g pud essere indicata con il prodotto scalare formale
divg:=<0, g>.

TEOREMA 15 (della divergenza) - Sano D un dominio regolare di k2, A(@ R2) un
aperto contenente D eg: A — [R2 un campo vettoriale di classe CL. S ha

gdiv gdm= [ <gyv >ds.

+3D

[Ossia: I'integrale doppio su D della divergenza del campo vettoriale g uguaglia il
flusso di g attraverso 7 D]

DIM. Sia g(x) = (X(x), Y(X))T. Consideriamo il nuovo campo vettoriale h: A - R2 defi-
nito dah(x) = (-Y(x), X(x))T. Si constata subito che h e di classe C1 e che s ha

divg =<rot h, e3>.

Tenuto conto del Teorema di Stokes, si ottiene:

ngiv gdm= g(xx(x,y) + Yy(x,y)) dxdy = g<rot h(x,y), es>dxdy =

b b
= zfi Y(x(®)x (1) + X(x()y ()dt = £ <g(x(1)),n(x(1))>dt = . 3[ SS9V >ds. [
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8§7. ESERCI1 ZI

1) Calcolarelelunghezze dei seguenti archi di curva:

X =t cost Fx = et cost

y=tsint , 0<t<2m g:égnt , 0<t<2m;

(Z=t =t

x=acost gy oo X=t-8nt g 4o
=agndt’ - =" Q=1- cost’ “=tsemt

2) Si consideri un filo di densita u(x,y,2) disposto sul sostegno di una curva regolare sem-
plice (y,I"). Ricordiamo che le coordinate del baricentro sono date da

Ix u(xy,2) ds
Yy

X" _\[/u(x,y,z) ds ’

Ricordiamo inoltre che i momenti rispetto all'origine e rispetto agli assi sono dati da

Mo = [0+ Y2+ A)u(xy,) ds,  my=[(y2+Au(xy.2 ds, ......
Y Y

Calcolare baricentro e momenti delle seguenti curve (u(X,y,2) = 1):

= cost X =t cost @(zetcost
y=sint , O<st<2m [y=tsnt, 0<t<2mw zelsnt , 0<t<2m
=t Z=t gﬂ

3) Si dica se il campo vettoriale g: A(0 R2) — R2, con A = {(x,y)T: y > 0}, definito da
2
a(xy) = (x Iog(y2),x— )T & conservativo. In caso affermativo, si calcoli una sua funzione po-

, y
tenzide.

4) Si calcoli [<g,t>ds, essendog: A(D R2) — R2, A={(x,y)T: x>0}, V. [0,2r] — R2 defi-
Y
niti dag(x,y) = (xe¥ + logx, arctgy + %XZQ/)T, y(t) = (2 + sint, t)T.
5) a) Si calcoli I'area del dominio piano compreso fra |'asse delle x e I'arco di cicloide

sostegno dellacurvay: [0,2] — R2, cony(t) = (t- sint, 1- cost)T.
b) Si calcoli I'area del dominio piano delimitato dall'arco di spirale logaritmica di

equazionepolarep(t) =at,a>0,0<t< 21



