Capitolo Tredicessimo
INTEGRALE DI RIEMANN

81L. LA DEFINIZIONE DI INTEGRALE

Potremmo dare un'unica definizione ma, per chiarezza, distinguiamoi cas n=1, 2, 3.

An=1

SiaR=[a, b] (O R) unintervallo. Si fissanon+ 1 punti di [a, b]: xp=a<x;<...< Xa=b
es poneR =[Xi-1,X],coni=1,2,...,n.
DEFINIZIONE. La collezione degli R; € detta decomposizione di R. La indicheremo

scrivendo & := {Rj}. Indicheremo, inoltre, con m(R;) I'ampiezza dell'intervallo R; o, cio che &
lo stesso, lasua misura; € dunque m(R)) := X - X - 1.

DEFINIZIONE. Siano date le due decomposizioni d e & di R, individuate rispettivamente
dalle due collezioni di punti {Xg, ..., X0} €{Xo, ..., Xm}. See{Xo, ..., Xn} O{X0 ..., Xm}, S
diceche &' epiufinedi d es scrived 2 9.

E di immediata verificail seguente

TEOREMA 1. Quella ora definita € una relazione d'ordine parziale nell'insieme A(R)

di tutte le possibili decomposizioni di R. Inoltre, date le due decomposizioni d e &' di R
individuate dagli insiemi di punti {xg, ..., Xn} €{X0, ..., Xm}, €siste una decomposizione

piu fine di entrambi; anz, la decomposizione d" che si ottiene dai punti dell'insieme
{Xo, .-, Xn} O{X0, ..., Xm} €laminima seguente comunedi ded. [

DEFINIZIONE. Datauna funzionef: R (0 R) - R che sialimitata, per ogni decompo-
sizione d di R, si definiscono la somma inferiore s(d,f) e la somma superiore §6,f) ponendo:

s@f) =2 imR).  SGf:= 2 LimR),

essendo li ;= inf f(R), Li:=sup f(Ry).
Si provapoi il

TEOREMA 2. 1) s(8,f) < Sb,f), per ogni 6 0 A(R).
2) Seed 2 0, aloraes(df) < 58,f) e So,f) = Y9',f).
3) Quali che siano le decomposizioni &' e &" di R, si ha 5(&',f) < §&",f).

DIM. La (1) € immediata. Proviamo la (2). Per passare da una decomposizione d di R a

una piu fine &', bisogna aggiungere ai punti x; che individuano & un numero finito di ulteriori
punti; possiamo pensare di procedere a tappe, aggiungendo un punto ala volta; basta provare
che lates sussiste per ciascuno di questi passi. Supponiamo dunque assegnata la decomposi -
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zione d individuatadal punti {Xo, ..., Xn} €aggiungiamo un puntoy 0 ]X; - 1,Xi[. Siano:
Ri=[x-1yl, Ri:=I[y,x], I'i:=inff(R}), I} :=inff(R").
S haimmediatamente: I'; = | el"; = 1;, dacui
I'im(R;) + Iim(R%) = | (m(Ri) + m(R")) = im(R))

equindi latesi. Si procede analogamente per |le somme superiori.

Proviamo orala (3). Date due decomposizioni &' e 8" di R, sia & una decomposizione piu
fine di entrambi. S ha

S(8,f) < SG.f) < SB.) < (5",f). O

La(3) s esprime dicendo che: Le classi numeriche o(f) = {5(,f)} e Z(f) = {Sd,f)} sono se-
parate.

DEFINIZIONE. Sele class numeriche o(f) e Z(f) sono contigue, cioé se e sup o(f) =

inf Z(f), s dice chef éintegrabile (secondo Riemann) su R. Il numero sup o(f) = inf Z(f) &
detto I'integrale dellaf suR elo si indica col smbolo

[fdm; [f(x) dx.
R R

ESEMPI. 1) Saf: R=[0,1] - R lafunzione che vale 1 nei punti razionali e vale 0 in
quelli irrazionali. Qualunque sia la decomposizione d di R, si ha, per ogni i, lj=0e Lj =1, da

cui 5(0,f) = 0 e §(8,f) = 1. Dungue la funzione data, che é detta funzione di Dirichlet, non e
integrabile su R.

2) Siaf: R=[0,1] - R lafunzione che vale costantemente 1. Qualunque sia la decompo-
sizioned di R, si ha, per ogni i, lj = Lj = 1, dacui s(3,f) = S,f) = 1. Dungue lafunzione data &
integrabilesuRe s ha [fdm= 1.

R

3) Siaf: R=[0,1] - R definitadaf(x) = x. Decomponiamo Rin n intervalli di uguale am-
piezza p :1. S ha

n n n-1
s(6f)—ZIm(R|)—%§ ,=1i§1(i-1)=12i 1n(n-1)_n-1_1

n2i=o n2 2 2n 2

;i _1 % 1n(+1) _n+1_1
Ni=1 2|::|_ n2 2 2n 2

S5/ = glLi m(R) =
Si hainoltre:
S8-S0 =52 (- 1) e 2 L

Le class numeriche delle somme inferiori e delle somme superiori sono dunque contigue e
I'unico elemento separatore & % Laféquindi integrabilesuRes hag dm= %
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4) Siaf: R=[0,1] - R definita daf(x) = x2. Decomponiamo R in n intervalli di uguale
ampiezzap = % S ha:

n-1
1 S 2= 1 (n-)n(2n- 1)
n3i'=o nd 6 3’

S = 2 imR) = % 2= gl(i 2=

OB JRRPES JIRES A L I
S hainoltre:
%60 -560 =5 2, (- AR T o 2 (-7 =
Z(z 1)<(2” hn 2

Le class numeriche delle somme inferiori e delle somme superiori sono dunque contigue e
['unico elemento separatore é%. Laféquindi integrabilesuResi ha J;f dm= %

B)[n=2]

SiaR=[a, b] x [c, d] unrettangolodi R2. Sifissanon + 1 punti di [a, b]: xo=a<x; < ...
< Xp=bep+1punt di [c d:yo=c<y;<..<yp=d. S poneRj =[x - 1, %] x [Vj- 1. ¥j],
coni=12..,nej=12, ...,p.

DEFINIZIONE. La collezione degli R;jj € detta decomposizione di R. La indicheremo
scrivendo & := {Rjj}. Indicheremo, inoltre, con m(R;j) la misura del rettangolo Rjj; & dunque

M(Rij) == (Xi - Xi - D - ¥j - 1)-

DEFINIZIONE. Siano date le due decomposizioni 6 e & di R, individuate rispettivamente
dalle due collezioni di punti {Xo, ..., Xn, Yo, ---» Yp} €{%, ..., Xm Yo, ..., Yq}- See{xo, ...,

Xn} O {Xo, .... ¥n} €{Yo, .... Yp} O{¥, ..., Yg}, si diceched' & pitifinedi d esi scrive
029.

E di immediata verificail seguente

TEOREMA 1'. Quella ora definita € una relazione d'ordine parziale nell'insieme A(R)

di tutte le possibili decomposizioni di R. Inoltre, date le due decomposizioni d e &' di R
individuate dagli insiemi di punti {Xo, ..., Xn, Yo, --+» Yp} €{X0, +.os Xm, ¥, ..., Y}, ESIStE
una decomposizione piu fine di entrambi; anz, la decomposizione &" che si ottiene dagli
insiemi {xo, ..., Xn} O {X0, ..., Xn} €{Yo, ---, ¥p} O {Yo, ..., Yg} €laminima seguente
comunedi 0ed. [

DEFINIZIONE. Dataunafunzionef: R(O R2) - R che sialimitata, per ogni decompo-
sizione d di R, si definiscono la somma inferiore s(d,f) e lasomma superiore §d,f) ponendo:
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n p n p
S0 = iglj §1|ij m(Rj)’ o) := iglj g1Lij m(Rj)’

essendo lij = inf f(Rj), Lij == sup f(Rjj).
Si vede subito che, analogamente al caso n = 1, sussiste il

TEOREMA 2'. 1) 5(3,f) < S&,f), per ogni 6 0 A(R).
2) Seed < 0, alloraes(d,f) <90,f) e Sd,f) = o).
3) Quali che siano le decomposizioni &' e &" di R, si ha 5o',f) < §o",f). O

La (3) si esprime dicendo che: Le classi numeriche o(f) = {s(6,f)} e Z(f) = {X,f)} sono
Separate.

DEFINIZIONE. Sele classi numeriche o(f) e Z(f) sono contigue, cioéseésup o(f) =

inf Z(f), s dicechef elntegrablle (secondo Riemann) su R. Il numero sup o(f) = inf Z(f) &
detto I'integrale dellaf suR elo si indica con uno dei simboli

[fdm;  [[f(x,y) dxdy.
R R

c)n=3,

SiaR =[ay, b1] x [ag, by] x [az, bs] un rettangolo di R3 (cioe un parallelepipedo). Si fis-
sano n + 1 punti di [a;, by]: Xg = a1<x1< . < Xn=Dbq,p+ 1puntidi[ap, by]: yp=ay<y; <
< Yp=bper+1lpuntid [as, b3] a3<zl< < z= b3 SiponeR.]k [Xi - 1, %] x

[yJ 1yj]x[zk 1,2Z,coni=1,2,. I‘lj—12 pek 1,2, .

DEFINIZIONE. Lacollezione degli Rijk € detta decomposizione di R. La indicheremo
scrivendo 0 = {Rjji} . Indicheremo, inoltre, con m(R;jk) la misuradel rettangolo Rjjk; € dunque
M(Riji) = (X - Xi - )Y - Yj - )(Zk - Z - 1)-

DEFINIZIONE. Siano date le due decomposizioni d e & di R, individuate rispettivamente
dalle due collezioni di punti {Xo, ..., Xn, Yo, -+, Yps 20 ---» Zr} €{Xq ..., ¥ YO, - ,y 20y ees
zst. See{xo, ..., Xn} O{Xo ..., Xm}, {Yo, .-, Yo} O{Yo, ..., Vo e{zo, .o 21} O{2, ..., 2} §
diceche & eépiufinedi des scrived < d'.

E di immediata verificail seguente

TEOREMA 1". Quella ora definita € una relazione d'ordine parziale nell'insieme

A(R) di tutte le possibili decomposizioni di R. Inoltre, date le due decomposizioni 5 e &' di
Rindiwduatedagll insiemi di punti {Xp, .. » Xn, Yo, -5 Yps 20, -  Zry e{X0, ...y Xm Yo .o
Yo 20, .-, Zg}, ESIStE UNA decomposmone piu fine d entrambl anz, la decomposmone

0" ches ottlenedagll insiemi {Xo, ..., Xn} O {Xo0, ..., %}, {Yos ---» Yp} O{Yo, ..., Yg} €
{20, ..., z} O{zp, ..., g} €laminima seguente comunedi ded. [

DEFINIZIONE. Datauna funzionef: R(O R3) - R che sialimitata, per ogni decompo-
sizione d di R, si definiscono la somma inferiore s(d,f) e la somma superiore §d,f) ponendo:
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p p

s3f) = 2 le kgllijkm(Rjk), S3.f) :=i§lj§1 kglLijkm(Rijk),

i=1j=
essendo liji == inf f(Rijk),  Lijk == sup f(Rijk).
Si vede subito che, analogamente ai cas n=1en =2, sussistel
TEOREMA 2". 1) 5(8,f) < S0,f), per ogni d 0 A(R).

2) eed 20, aloraes(df) < g0,f) e o,f) = So',1).
3) Quali che siano le decomposizioni &' e &" di R, si ha §&',f) < §8",f). O

La (3) si esprime dicendo che: Le classi numeriche o(f) = {s(,f)} e Z(f) = { Xd,f)} sono
separate.

DEFINIZIONE. Sele classi numeriche o(f) e Z(f) sono contigue, cioe se e sup o(f) =

inf Z(f), s dice chef éintegrabile (secondo Riemann) su R. Il numero sup o(f) = inf Z(f) e
detto I'integrale dellaf suR elo s indica con uno dei simboli

[fdm, [[[f(x,y,2) dxdydz
R R

§2. PROPRIETA DELL' INTEGRALE

Gli esempi prodotti mostrano come gia per le funzioni di una variabile possa essere fati-
coso decidere direttamente, cioé in base alla definizione, se una funzione e integrabile g, in
caso affermativo, calcolarne I'integrale. Per le funzioni di piu variabili, le cose diventano
ancora piu complicate. Sara percio piu che mai utile avere dei criteri di integrabilita e delle
tecniche di calcolo.

LEMMA 3. Unafunzionef: R(O RN) - R éintegrabilesu Rse esolo se
(O (8 >0)(Od0AR)ESOB) -s(d,f) <e).

DIM. Seé verificatala (*), le due classi numeriche o(f) = {s(3,f)} e Z(f) = {S,f)} sono
ovviamente contigue e laf eintegrabile.

Viceversa, selaf éintegrabile, le classi numeriche o(f) e Z(f) sono contigue; dunque, fis-
sato un € > 0, esistono una somma superiore &',f) e una somma inferiore 5(d",f) tali che
Sd',f) - s(d",f) < €. Sed eunadecomposizione di Rpiufinedi & ed", s ha

s(0'f) = s(0,f) = SB.f) = K8".),
dacui S5,f) - s(6,f) <e. O

I TEOREMA 4. Sef: RO kM - R econtinua, allora é integrabile su R.

DIM. Proviamolo per n = 1; per n > 1, si procede in modo perfettamente analogo. Per il
Teorema di Heine (Cap. 12, Teor. 15), laf & uniformemente continua su R. Dunque, per ogni



86 - Capitolo Tredicesimo

€ >0, esisteun p >0 tale che da [x - y| < p segue [f(X) - f(y)| < b%x Fissato un € > O,

ripartiamo R in sottointervalli tutti di ampiezza minore del corrispondente p. Si ha, per ogni i,

Lj - li < &, dato che, per la continuita della f sugli intervalli chiusi R;, i numeri L; e l; sono,
rispettivamente, il massimo e il minimo valore dellaf sui singoli sottointervalli. E dunque:

560 -3 = Z (Li-IMR) < g5 Z mR) =0

OSSERVAZIONE. Piu avanti (8 5, Teor. 24) daremo una generalizzazione di questo
Teorema; per oraci limitiamo a segnalare che

TEOREMA 4'. Sadata una funzionef: R(O R) —» R limitata. Se f € continua, tranne
chein un numero finito di punti, allora eintegrabilesu R. [

ESEMPI. 1) Siano: R=[a,b] (0 R),cO]a, bl ef: R - R lafunzione (ascala) chevale
costantemente a su [a, c[ e costantemente 3 su [c, b] e sia, per esempio a < 3. Per il Teorema
precedente, laf eintegrabile. Siad ={R;: i =1, 2, ..., n} unadecomposizione di R; possiamo
sempre supporre che ¢ siauno dei punti della decomposizione; sadunquec=X. S ha lj = a
peri<jeli=Bperi>j,Li=aperi<jelj=pperi=j,dacui:

s(d,f) =a(c-a) +B(b-c); o) =a[(c-a)-mR)] +B[(b-c) +m(R)].
Quindi, dato che m(R;) puo essere reso arbitrariamente piccolo, si ottiene

]Lf dm=a(c-a)+pB(b-c).

Lo stesso procedimento si pud applicare alle funzioni costanti atratti con un numero finito
di valori assunti.

2) Siano: R=[a, b] (0 R),cO]a b[ ef: R - R lafunzione che vale a inc mentre as-
sumeil valore B intutti gli altri punti di R; sia per esempio a < 3. Per il Teorema precedente,
laf eintegrabile. Siad={R;:i =1, 2, ..., n} unadecomposizione di R; possiamo sempre sup-
porre che c siauno dei punti della decomposizione; siadunque ¢ = xj. Si hasubito Lj = 3 per
ogni i, dacui 0,f) =B(b-a). Sivedepoi cheé li=aperi=j-1lei=j, |j= pertutti gli
altri valori di i; s ottiene: s(3,f) = a(m(R; - 1) + M(R)) + B(b- @) - M(R - 1) - M(R)]. Si
conclude che e lgf dm = B(b - a). Lo stesso procedimento si puo applicare alle funzioni

costanti su R, tranne che in un numero finito di punti.

OSSERVAZIONE. (Il significato geometrico dell'integrale) - Siaf: | =[a,b] (O R) - R
una funzione non negativa e integrabile (per esempio continua). Resta individuato il trape-
zoide T :={(xy):a<x<b, 0<y<f(x)}. Come possiamo definire I'area di T? Un'idea &
guelladi approssimare T mediante figure piu semplici date dall'unione di uno o piu rettangoli
(plurirettangoli) di cui sappiamo calcolare |'area per via elementare. Poiché le somme infe-
riori e le somme superiori esprimono I'area di plurirettangoli rispettivamente inscritti e circo-
scritti a T, e naturale assumere |'integrale dellaf come misura di T.

Sef:R (0 R?) - R éunafunzione non negativa e integrabile, I'integrale si assume come
misuradel solido T={(x,y,2: (xy) OR, 0<z<f(xy)}.
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Piu avanti (8 5) definiremo le misure di una classe piu generale di figure piane o solide.

I TEOREMA 5. Sef: R=[a, b] (0 R) -~ R é@monotona, allora éintegrabile su R.

DIM. Supponiamo laf non - decrescente. Dunque da x <y segue f(X) < f(y). Qualunque sia
la decomposizione d di R, si haper ogni i: lj = f(Xj - 1) e Lj = f(x). Fissato un € > 0, sia d una

decomposizione di Rin intervalli di ampiezza minore di M. S ha

A5 -s(8) = Z (Li - l)mR) <

< m [f(x1) - f(@) + f(x2) - f(x1) + ... + f(b) - f(Xn-1)] = m [i(b) - ()] =&. O

N.B. Per n> 1, quest'ultimo Teorema perde significato.

TEOREMA 6. 1) (Linearita) - Sef ,g: RO R") - R sono integrabili su R, allora,
quali chesiano o, O R, lafunzione af + Bg éintegrabilesu Re s ha:

[(af +Bg)dm =aff dm+ B [gdm.
R R R

2) (Monotonia) - Sef, g: RO RN) - R sonointegrabili suR e se éf(x) < g(x) per ogni
x0OR, alloras ha

Jfdm< [gdm.
R R
In particolare, sef @integrabile suRese éf(x) > 0 per ogni xO R, si ha [fdm> 0.
R

3) (Integrabilita dellarestrizione) - Sef: RO RN) - R eintegrabilesu Rese R eun
sottorettangolo di R, allora f € integrabile anche su R (ossia: e integrabile su R’ 1a restri-
zione dellaf).

4) (Additivita rispetto al dominio) - Saf: RO RN) - R;seéR=R OR',conint R n
int R =@, allora, laf eintegrabile su R se e solo selerestrizioni dellafaR e R" sono
integrabili, e s ha:

Jfdm = [fdm + [fdm.
R R R

5) (Integrabilita del valore assoluto) - Sef: R([ R") - R éintegrabilesu R, allora é
integrabile su R anche la funzione [f| e s ha:

|'£fdm|s'£|f|dm.

6) Se f,g: (0 R) - R sono integrabili, sono tali anche le funzioni f Ogef g.

DIM. 1) Siano f e g due funzioni integrabili su un rettangolo R. Fissato un € > 0, esistono
due decomposizioni &' e 8" di R tali che, S(8'f) - s(d',f) < €/2 e S(3",9) - s(d",9) < €/2.
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Sussistono anal oghe disuguaglianze anche per ogni decomposizione & piu fine di & e d". Per
unatale 9, € dunque:

S,f) + §8,9) - (s(d,f) + 5(0,9)) <«.

Essendo
S(d.f) +5(0,0) < s(d.f+ g) < JB.f +g) < H3.f) + 3,9),

s ottiene che & anche S(,f + g) - s(0,f + g) <¢; dunque anche lafunzione f + g € integrabile
suRes ha

s(6,f) +s(0,9) < IL(f +g)dms S5f) + S3,9).
Dall'unicita dell'elemento separatore di una coppiadi classi contigue, si ottienein fine

IL(f +g)dm = ILf dm+ ég dm.

E orafacile provare che se f & integrabile su R e a & un numero reale positivo, alora &
integrabile anche af esi ha g;(af) dm= aéf dm. In fine, si prova ancora che, sef e integrabile

su R, étale anchel'opposta-f e s ha é(- f) dm=- éf dm. Latesi segue orafacilmente.

2) Caso n = 2. Dataunadecomposizioned ={R;j,i=1,2,...,n,j=1,2,...,p} di R, per
ogni i ej sialjj(f) := inf f(Rjj) eljj(g) := inf g(Rjj). Dall'ipotesi si ottiene ljj(f) < lij(g) per
ogni i £nej<p. S hadungque

n p n p
60 =2, 2 liOmRy) < 2 2 li@ mR;) =9,

i=3y=1

dacui sup {8,f)} < sup {s(d,9)} cheelatesi. Per n =1 0n =3, non c'e che da adattare la
simbologia.

3) Per n = 1. Sia f integrabile su R. Fissato un € > 0, esiste, per il Lemma 3, una
decomposizione & di R tale che S(3,f) - §(3,f) < €. Se R' € un sottointervallo di R, & possibile
costruire una decomposizione 8 ={R;} di R pit finedi din modo che R sialariunione di un
certo numero degli R;. Essendo §(&*,f) - s(6*,f) < €, € anche S(8',f) - S(0',f) < ¢, dove si sono
indicate con S(o',f) e S(®',f) lasomma superiore e quellainferiore dellarestrizione dellaf aR’

relative alla decomposizione &' indottada &* su R.
4) Per la (3), bastaprovareil "se". Siano f' e f"lerestrizioni dellaf aR' e, rispettivamente, a

R'. Dato un € > 0, siano & una decomposizione di R e d" unadi R" tali che §o',f') - 5(0',f') <
e/2, Yo" f") - 5(&",f") < €/2. Lariunione di & e d" fornisce una decomposizione & di R per cui
risulta §d,f) - 5(8,f) < €. Si ha, inoltre, sup s(0',f) + sup s(d",f") = sup §(8,f) che el'ultima
parte dellatesi.

5) Proviamola per n = 1. Fissato un € > 0, esiste una decomposizione d = {R;} di R per cui
e Sd,f) - s(8,f) < €. Perogni i, siano k' := inf [f|(R) eL; := sup [f|(R)|Si costatafacilmente
cheél; - Ii <L - lj, dacui SB,f]) - s(,f]) <e€. Si hacosi l'integrabilita di |[f|. Essendo poi f <

If| e - f < [f], I'ultima parte della tesi segue direttamente dalla (2).
6) Bastaricordare che s ha
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1 1
fOg=5[f+g+[f-gl e fOg=5[f+g-I[f-g]. O
N.B. Non sussistono le implicazioni opposte della (2) e della (5).

ESEMPI. 3) Sianof, g: R=10, 2] (0 R) - R leduefunzioni cosi definite:

fy =B perosxsi 1 perOsx<1
(X)_Erl perl<x<2’ g(x)—% perl<x<?2’

Si ha [fdm =2> 0, pur non essendo la f sempre positivae [fdm =2>1= [gdm, pur non
R R R
avendosi f(x) = g(x) per ogni x di R.

4) Slano f, g: R=1[a, b] (0 R) - R due funzioni che assumono su R lo stesso valore,
tranne che in un insieme finito di punti. Allora se laf é integrabile su R étale anchelag e s

ha E dm = lgg dm. In effetti, lafunzione h = f - g assume su R sempreil valore 0, tranne che

in un numero finito di punti; essa € dungue integrabile e si ha ]Lh dm = 0 (cfr. Teor. 4' el

successivo Esempio 2). Essendo g =f - h si halates in virtu della Proposizione 6.1.

5) Siaf: R=[0,1] (0 R) -~ R lafunzione chevale 1 nei punti razionali e vale -1 in quelli
irrazionali. Procedendo come nel caso della funzione di Dirichlet (cfr. Es. 1 del 81), si vede
che lafunzione data non e integrabile su R. Per contro, lafunzione |f| assume costantemente il
valore 1; essa e percio integrabile eil valore dell'integrale €, come si é visto, uguale al.

TEOREMA 7. 1) (Integrabilita del prodotto) @ Sef, g: (0 RN - R sono integrabili
su |, allora eintegrabile su | anche la funzione prodotto fg.

2) (Integrabilita del quoziente) - Sef, g: I(0 R") — R sono integrabili sul ese 1/g e
ivi limitata, allora e integrabile su | anche la funzione quoziente f /g.

DIM. Ci limiteremo aprovarela(1l) econn=1.

Cominciamo col provare che, sef: (0 R) — R éintegrabile su I, & tale anche la funzione
f2, Avendosi f2 = |f[]2, & lecito supporre che siaf(x) = 0 per ogni x O |. Fissiamo un € > 0. Data
una decomposizione & = {Iy} di I, poniamo Ik := inf f(lk), Lk :=sup f(lx), e L := sup f(l). Si
constata facilmente che & IE = inf f2(ly) e Li = supf2(ly). Si ottiene:

6.2 -8, ) = Z (L~ = Z (L - )L +homliig <

<2L kgl(Lk 1M1 = 2L (83, ) - (3, ).

Affinché sia (9, f2) - s(3, f2) < ¢, e sufficiente chesia S, f) - (5, f) <%.

Siano oraf, g: I(0 R) - R duefunzioni integrabili. Per constatare che e tale anche la fun-
zione prodotto, basta osservare che si ha

fg=3[(F+0?- (-9

e applicare il risultato precedente, unitamente a quelli delle Proposizioni 6.1 e 6.5. [
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TEOREMA 8. (Dellamedia) - Saf: (0 R") - R integrabile su Re s pongal :=
inf sup f(R) eL = sup f(R). Alloraesistek 0 R, conl <k< L tale che:

(*) 'Lf dm=km(R).

Selaf econtinua, esiste x0 0 Rtale che:
(**) 'Lf dm = f(x0) m(R).

DIM. Lapit semplice decomposizione di R & data da R stesso. E dunque:
| m(R) < lg dm< L m(R).
Per ottenerela (*) si pone
[fdm
K= e
m(R) -

Selaf é continua, esiste, per i Teoremi di Welerstrass e di connessione, almeno un punto
X0 0 Rtalechef(x0) =k, dacui si ottiene subito lavaliditadella(**). O

DEFINIZIONE. Siaf: (0 R") - R integrabile su R; si chiama valor medio o media in-
tegraledi f suRil numero reale

[fdm
R

k=W.

ESEMPIO. 6) Siaf lafunzione dell'Esempio 3. I suo valor medio e 1, che pero non € uno
dei valori assunti dallafunzione. (Lafunzione non € continuasu R.).

8§3. LA FUNZ

I O
FONDAMEN

N E
TAL
In questo paragrafo ci occuperemo soltanto di funzioni di unavariabile.

DEFINIZIONE. (Integrale orientato) - Sia data una funzionef: | (0 R) —» [ integrabile
su | (e quindi su ogni suo sottointervallo). Quali chesianoi punti a, b 0|, i pone:

dpfdm, seea<b
b
[f(9dx := @ ssea=b
a

| fdm, seéa>b
[b.a]
b

Il numero [f(x)dx si legge "integrale daa ab dellaf".
a
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Con tale convenzione, si ottiene il seguente risultato che generalizza la Proposizione 6.4
sull'additivita dell'integrale rispetto a dominio.

TEOREMA 9. (di Chadles) - Saf. | (0 R) —» R integrabile. Quali che sianoi punti a,
b,cOl s ha

b c b
Jf(x)dx = [f(x)dx + [f(x)dx.

DIM. Seea<c<h, bastaapplicarelaProposizione 6.4. Seeb<a<c, s ha

!;f(x)dx = {f(x)dx + [f(x)dx,
dacui :

a b c c c b
-{f(x)dx = [f(x)dx = [f(x)dx -{f(x)dx = [f(x)dx + [f(x)dx.
a a a C

Gli atri quattro casi si provano in modo perfettamente analogo. [

DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: | =[a,b] (0 k) - Rk integrabilesul es fiss un
punto xg O I. Laf éintegrabile su ogni sottointervallo di I; dunque, per ogni x O |, esiste, per
la precedente definizione, I'integrale da xg ax dellaf. Resta cosi definitalafunzionedi | in R

X
Fx(X¥) := [f(t)dt
Xo
che prende il nome di funzione integrale (o integral funzione) dellaf con punto iniziale xg.

Naturalmente, sostituendo il punto iniziale Xg con un altro punto x;, Si ottiene una nuova
funzione integrale.

LEMMA 10. Sef: 1 =[a,b] (0 R) - R éintegrabile, allora due sue funzioni integrali
differiscono per una costante additiva.

DIM. Fissati due punti xpex; O 1, sl ha:

X Xo X
Fr(X) = [f(O)dt = [fQ)dt+ [FD)dt = Fy(X) +k,
X1 X1 Xo

Xo
conk:= [f(thydto R. O
Xy

TEOREMA 11. Sef: I =[a,b] (0D R) - R eintegrabile, allora, qualunque sia il
punto Xo O 1, la funzione integrale Fy,(X) € continua su .

DIM. Laf &, peripotes, limitata; siaM := sup {|f(X)|: x O 1}. Fissatounx 0O 1, s ha

+h X [x+h Xo 0
IFxo(X + h) - Fx(X)| :E ){O f(t)dt - ){Of(t)dt%: g ){O f(t)dt + {( f(t)dt%:



92 - Capitolo Tredicesimo

[ oad< T o< T Mol mp

DD@

chetendeaO atenderedi haO. O

N.B. Lafunzioneintegrale & continua anche se la funzione integrandanon lo é.

ESEMPIO. 1) Saf: 1 =[0,2] (0 R) - R lafunzionechevalel su[0,1] evale2su[1,2];
S assumapoi Xg = 0. Si haFg(X) =xsu [0,1] eFo(X) =1+ 2(x- 1) su[1,2]. Si vede subito che
la Fg € continua, pur non essendolo la f.

funzione continua, allora, qualunque sia il punto X O I, la funzione integrale Fy, €

TEOREMA 12. (Teorema fondamentale del Calcolo) - Saf: I =[a,b] (0 K) - K una
derivabile e si ha F'y(x) = f(x), per ogni x O 1.

DIM. Fissiamo un punto x e valutiamo il rapporto incrementale della funzione Fy, relati-
vamente ad esso. Si ha

lﬂ”h Xo 0

Pxo(X * h) Fxo®) _ D j f(t)dt + j f(t)dtD=

g} f(t)dt - J'f(t)thl:
h Ox

+

1"
=h | f(t)dt = (%)
X
per un opportuno & compreso tra x e x + h. Nell'ultimo passaggio, s € ovviamente sfruttato il

Teorema della media per funzioni continue. Siccome la f € continua, f(¢) tende a f(x) al
tenderedi haO. O

Possiamo finalmente stabilire un risultato che ci permettera di calcolare I'integrale di una
vasta classe di funzioni, riconducendolo al problema dellaricerca di una primitiva o, equiva-
lentemente, al calcolo dell'integrale indefinito.

TEOREMA 13. (Formula di Torricelli - Barrow) - Saf: | =[a,b] (0 K) - R una
funzione continua e sia G una sua primitiva. Allora s ha

b
[f(x)dx = G(b) - G(a).
a

DIM. Sia G una primitivadi f e fissiamo un punto Xg O |. Siccome, per il Teorema prece-
dente, anche lafunzione integrale Fy, € una primitivadi f, st ha G(x) = Fx,(X) + ¢, conc O R.
Si ottiene:

b Xo b b a
[f(x)dx = [f(x)dx + [ f(x)dx = [ f(x)dx - [ f(x)dx =
a a Xo X0 Xo

= Fy(b) - Fx(@) = G(b) - ¢ - G(a) + ¢ = G(b) - G(a). O

DEFINIZIONE. L'espressione G(b) - G(a) si scrive spesso nella forma [G(x)]z che si
legge "G(X) incrementata fraaeb".



Integrale Di Riemann In k" 93
Tt

ESEMPIO. 2) S haf(3sinx + 23)dx = [- 3cosx +%x4]::3+%n4 +3- O=6+%T[4.
0

TEOREMA 14. (Metodo di integrazione per parti) - Sanof,g: I =[a,b] O R) - R
due funzioni continue e slano F e G due primitive di f e, rispettivamente, di g. Allora si ha

b b

JF(9090x = [F() GO, - [HG(a.

DIM. Bastaintegraredaa ab i due membri dell'uguaglianza

F(x) 9(x) = (%( [F(x) G(X¥)] - f(x) G(¥). O

Tt Tt

ESEMPIO. 3) S ha[(xsinx)dx = [-xcosx]g+ [ cosxdx =T+ [sinx]g: m+0=T
0 0

TEOREMA 15. (Metodo di integrazione per sostituzione) - Sano date le funzioni f: |
=[a,b] - R continuaed:J (0 R) - |diclasse C! sull'intervallo J, ei punti a, B 0 J,
cond(a)=aedB)=b.S ha

b B
J(’;If(x) dx = J(;f(cl) ©)9'(t) dt.

DIM. Dalle ipotesi fatte su f e ¢, si ha intanto che entrambi gli integrali hanno senso. Se
F(x) € una primitivadi f(x), alora F(¢(t)) € una primitivadi f(¢(t))$'(t). Si ha dunque:

B b
{, f(®(0)9'(V) dt = F(9(B)) - F(¢(a)) = F(b) - F(a) = {;1 f(x) dx. O

Notiamo esplicitamente che non si richiede chela ¢ siabiiettivatraJ edI.

2

ESEMPI. 4) Si vogliacalcolare | x%x2 - 1dx. Posto x2 - 1 =t, essendo t(-1) =0 e t(2) = 3,
71

s ha

NI

2 3
3
_fﬁ?- ldx = 1(1)3tdt:;[j Veli=293
1

5) Si vogliacalcolare [ V1-x2 dx. Posto x = sint, essendo -1 =sin
“1
p 2 1 + sint cos t[jv2
_x2 = = =
_jlvf X2 dx _TJ_'VZCOSZ'[ dt a2 Ay =2

-TT T | S
7e1—sm2,sha,
T

6) Si vogliacalcolare |I'area dellaregione piana T compresa frale curve di equazioney = x2
ey=x3,con0<x<2 Siccomes hax3<x2see0<x<lex3=x2seel<x<2 bisogna
spezzareil problemain due parti, lavorando primain [0,1] e poi in[1,2]. S ha

1 2
m(T)={)(x2-x3)dx+{(x3-x2)dx=Eg’-)fml+ ot P _3

b 4 3O 2
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§4. RETTANGOLI
PLI

F
P
| seguenti risultati, dei quali tralasciamo le dimostrazioni, sono importanti per il calcolo

degli integrali di funzioni di piu variabili. L'idea e quella di ricondurre il calcolo di un inte-
grale multiplo aquello di piu integrali semplici, ossiadi funzioni di un'unicavariabile.

TEOREMA 16 (di Fubini) - Saf: R=[a,b] x[c,d] (0 R2) - R.Seféinte
grabile su R ed étale che, per ogni~x O [a, b], la funzione f{X,y) € integrabile su [c, d], al-

d
lorala funzione g(x) = [f(x,y)dy : [a, b] — R eintegrabilesu[a, b] esi ha
C

b
Jo(x)dx = .gf (x,y)dxdy,
2 b d

cioé _lgf(x,y)dxdy = [(Jf(x,y)dy)dx. O

Un analogo teorema s ottiene scambiando i ruoli delle variabili x ey.
ESEMPI. 1) Si vuole calcolare

Jg sin(x +y)dxdy, conR=[0, 172] x [0, T72].

V2 172 w2
Si ha IF[ sin(x + y)dxdy = g ( J(; sin(x + y)dy)dx = zg [- cos(x + TU2) + cos(x + 0)]dx =

w2
: . M2
= zg (sinx + cosx)dx = [ COSX + smx]O =2.

2) Sivuolecalcolare  [[ & x-3dxdy, conR=[1.2] x [0, 1].
R

2
S ha [ ™ x -3dxdy = [

- 2 1ay=1
x L — Ix LY==+ _
I 1(£ey & dy)dx = Jl'dx[ey x2]y:o =

2
_ x 1 1. ax, L2 12 1 P !
_{[eﬂ x2'x2]dx‘[e + 0 =- +5 +te-l=e-Ve-5.

. X2
3) Si vuole calcolare !zf dm:.g mdxdy, conR=[1,2] x[0, 2].

22
: _ ([ XPdy
Si ha [ fdm= J(&X2+y2)dx.
2

Calcoliamo, intanto, £><2)iy2dy' Effettuando la sostituzione y = tx, si ottiene:

2 ) 2 q 2/x 5 5

X - y  _ X — < ol = <
1[XZerzdy— 1+ (2™ t[1+t2dt =x[arctg} -0] = xarctg; .

2
E dunque 'Lf dm= [x arctg % dx =
1
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2 2
_ @ 207 (@, - (2x) m 1l X
= AMn 1 @ME* =2 -parctg2+ jl'X2+4dx
2 2 2
_ 4 (YV2)dx _
Essendo Jl'X2+4dx jdx j' 2+ 0= 1-21171+(x/2)2_

:1-2[arctg§]1:1-§+2arctg%,
si conclude che &

=

_m 1 n 1_ 11
_F[{fdm—z-zarct92+1-2+2arctg2—1+ 2arctg 5 - 5 arctg 2.

=

TEOREMA 17. (Formula di riduzione per corde) - Saf: [ag, b1] x [ap, bo] x
[az, b3] =R (0 R3) - R.Sefeintegrabile suRese, per ogni {Xy) O [ag, by] x [az, by] =

b3
T, la funzione f(X}y, 2) € integrabile su [ag, bs3], allora la funzione g(x,y) = Jf(X,y,Z) dz
3
T - R éintegrabilesu Tes ha
_gg(x,y) dxdy = IJF’Jf(x,y,z) dxdydz,
cioe
b3
JJJf(x.y,2) dxdydz = [[([ f(x,y,2)dz)dxdy. O
R T a3
Anaoghi teoremi si ottengono scambiando i ruoli delle variabili.

ESEMPIO. 4) S vuole calcolare

[ fdm= ﬂ'j fx)‘("{dz+ . conR=[01] x [0, 1] x [0, 1.

Posto T=10, 1] x [0, 1], s ha g(fdm ﬂ(o +X+y+z) xdy.

1 1
Essendo | 2]
0§7fl+x+y+z 02§7fl+x+y+z

=2[VI+x+ y+z]§z(1)=2[\/2+x+ y-vI+x+y],

s ottiene 'Lfdmzzﬂ[\/2+x+ y-VIF+X+ y]dxdy =
11
JC’)(‘(E[\/Z+X+ y-VIFx+ y]dx)dy= 3_[dy[ C+x+ yB-V(@+x+ y)3]

=§£dy [VE+y)? - 2V(2+yP + V(I +y)P] =
= 8 V@ - V@ v + VT L= S5 7+ 5725 1]
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TEOREMA 18. (Formula di riduzione per sezioni) - Sa f: [ag, b1] x [ag, by] x
[az,b3] =R (0 R3) - R.Sefeintegrabile suR e se, per ogni~z O [ag, bs], la funzione
f(x,y;2) éintegrabile su [a1, b1] x [ap, by] =T, alloralafunzioneh: [az, bs] — R definita
da h(2)= _[T[f(x,y,z) dxdy e integrabile su [ag, b3] es ha

:fh(z)dz = Igf(x,y,z) dxdydz,

b3
cioé J]F'Jf(x,y,z) dxdydz = J(j’T[ f(x,y,2) dxdy)dz . O

Analoghi teoremi si ottengono scambiando i ruoli delle variabili.

ESEMPIO. 5) Si vuole calcolare

g{ fdm= [[[x3(y2 + 2dxdydz, conR=[0,1] x[0, 2] x [0, 3].
R

Posto T=1[0,1] x [0, 2], si ha

3 3 2 1 3 2
4 x=1
fdm= [dz [[ x3(y2 + 2dxdy = [dz [dy [x3(y2 + 2dx = [dz [dy [S(y2 + 7 =
[ [dz [[x3(y2 + 2y = [dz [dy [x(y2 + 2 = [dz[dy [+ 2],

3 2 2 Y8 y=2 8 17
= 3[dz[02 + 2y = 4sz[ +ya]) 41[3+2z1d 21824201

E immediato constatare che

TEOREMA 19. &lafunzionef: R - R écontinuain R, con R rettangolo di R2 [di
R3] allora f soddisfa alle ipotesi del Teorema 16 [dei Teoremi 17 e 18]. [

§5. I SU INSIEMI LIMI

TEGRAL T
MISURA DI PEANO - JORDA

I N ATI
LA N

Ricordiamo che un sottoinsieme E di RN e detto limitato se esiste unasferaS (0 k") chelo
contiene. Si vede subito che E & limitato se e solo se & contenuto in un rettangolo Rdi RN,

DEFINIZIONE. Siaf: E(0 RM) - R unafunzione limitata e definita su un sottoinsieme
limitato E di RN. Si dice chef eintegrabile su E se, dato un rettangolo R contenente E, € inte-
grabile su Rlafunzione

_f()_():Sg)_(), sexOE

sexOE

es pone [fdm= [fdm.
E R
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PROBLEMA. In generale, lafunzione f non & continua su R; bisogna quindi trovare delle

condizioni piti generali della continuita che assicurino l'integrabilitadif in R e quindi di f su
E.

Sappiamo che, per n =1, seunafunzionef definitaelimitata su unintervallo | e continua,
tranne che in un numero finito di punti di |, allora essa € integrabile su |. Vogliamo generaliz-
zare questo risultato.

DEFINIZIONE. Un sottoinsieme limitato E di RN e detto misurabile (secondo Peano -
Jordan) selafunzione f(x) = 1 eintegrabile su E e si pone

m(E) = éldm = IL Xg dm,

i - 5l  sexODE
essendo lafunzione X : R - R definitada:  xg (X) = s o E

Si vede facilmente che le due precedenti definizioni non dipendono dal particolare rettan-
golo considerato.

Seen=1, 2, 3, il numero reale m(E) prende rispettivamente il nome di lunghezza, area e
volume di E.

DEFINIZIONE. Un sottoinsieme T di R" e detto un plurirettangolo se & un rettangolo o
lariunione di un numero finito di rettangoli privi a2 a2 di punti interni in comune.

E importante osservare che se E & un rettangolo o un plurirettangolo di RN, il numero m(E)
sopra definito coincide con I'usuale misura elementare.
Sussiste il seguente risultato di cui tralasciamo la dimostrazione

TEOREMA 20. Un sottoinsieme limitato E di RN e misurabile se e solo selo e la sua
frontiera FEedem(FE) =0. O

OSSERVAZIONE. Non tutti i sottoinsiemi limitati di k" sono misurabili. Sia, per esem-
pio, E=[0,1] n @ (0 R). Siha FE =[O0, 1] chenon € uninsieme di misuranulla. Si badi che
lo stesso insieme E, pensato come sottoinsieme di R2, &€ misurabile ed ha misura nulla

DEFINIZIONE. Se per un sottoinsieme Edi R"ém(E) = 0, e detto trascurabile.
Ci sara utile il seguente
TEOREMA 21. Un sottoinsieme E di RN e trascurabile se e solo se

*) per ogni € > 0, esiste un plurirettangolo T contenente E con m(T) < €.

DIM .- Per n = 2. Supponiamo E trascurabile e siaR un rettangolo che lo contiene. Per de-
finizione, & dunqueé Xg dm= 0. Cio significa che, per ogni numero reale € > 0, esiste una de-

composizione 8 = { R} di Rtaleche §(§,x) <e. Oras haS(d,xg) = 2m(R;j), dove lasomma-
toria & estesa ai rettangoli Rj; che hanno intersezione non vuota con E. Lariunione di questi

rettangoli costituisce un plurirettangolo T contenente E con misuraminore di €.
Supponiamo ora verificatala (*) e diciamo R un rettangolo contenente E; € anzi lecito sup-

porre che i punti di E siano tutti interni ad R. Fissato un € > 0, esiste un plurirettangolo T
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contenente E con misuraminore di €. E lecito supporre T O R. Esiste una decomposizione & =
{Rjj} di Rtale che §8,X+) < €. Essendo, per ogni X O R, Xg %) < X (X), per la stessa decompo-
sizione 6 si haanche §(8,X¢) < €. Dunque E é trascurabile. [

TEOREMA 22. Saf unafunzioneavalori reali eintegrabile sull'intervallo | 0 R [sul
rettangolo R 0 R2], allora lI'insieme (grafico di f) G = {(x, f(x)), x O I, [risp. x O R]} €un

sottoinsieme trascurabile di k2 [di R3]. Cio vale quindi, in particolare, per le funzioni
continue.

DIM. Per funzioni di unavariabile. Siaf:1 - R integrabile sul =[a,b]. Per ogni € >0,
esiste una decomposizione o generata dai punti { o, ..., Xn} di | tale che S&,f) - 5(8,f) <€, os-
sa

S3,f) - s(3,f) = .Z (Li -)(x -%-7) <€

Mail numero Z (LI - 1) (% -Xi-.) €lamisuradel plurlrettangolo ﬁ [x| 1, %] x [l , Li] che,

per def|n|2|one contlenell graflco G delaf. Dunque, per il Teorema precedente I'insieme G
e trascurabile. O

TEOREMA 23. La misura di Peano - Jordan gode delle seguenti proprieta:

1) Se A e B sono due insiemi misurabili, sono tali anchegli insiemi An B, A0 B, A\ B.
2) Se Aeuninsieme misurabile, st ha m(A) = 0; @ é misurabile e si ham(@) = 0.

3) SeAeB sono insiemi misurabili, con A n B=@, s ham(AO B) = m(A) + m(B).

4) Se A e B sono due insiemi misurabili, st ham(A O B) = m(A) + m(B) - m(A n B).

5) Se A e B sono dueinsiemi misurabili, con A0 B, s ham(A) < m(B). O

DIM. 1) S vede facilmente che sl ha
Xane =XalXe Xaoe =XalXe Xag = Xa-X2H0.
Lates segue oradal Teorema6.
La(2) eimmediata. Per |a(3) bastaosservareche, seeé A n B=@,s hax, 55 =Xa + Xg.
La(4) Segue dall'uguaglianzaXaos =Xa+ XE-XAn B
Per |a (5) basta osservare cheda A 0 B segue Xa < Xg. [

Tornando a problema da cui siamo partiti, cioe quello di dare condizioni generali per I'in-
tegrabilita delle funzioni, enunciamo il seguente risultato:

TEOREMA 24. Seunafunzionef: R([O RN) - R élimitata e sei suoi punti di discon-
tinuita costituiscono un insieme trascurabile, allora f € integrabile su R. O

Ne segue il seguente Teorema molto utile nella pratica

TEOREMA 25. Se E e un sottoinsieme misurabile di R"ef: E - R € una funzione
continua e limitata su E, alloraf éintegrabile su E.

DIM. Essendo E limitato, esiste un rettangolo R che lo contiene. Siccome E e misurabile,
anche l'insieme F E e misurabile ed ha misura nulla. Ne viene che lafunzione f, essendo di-
scontinua, a piu, nel punti di F E, éintegrabile su R. Dunque laf €integrabile su E. [



Integrale Di Riemann In k" 99

86.INTEGRALI SU DOMINI AMMISSIBILI DI RZ?
Domini ammissibili di R2
DEFINIZIONE. Un sottoinsieme E di k2 del tipo

E={(xy):asx<h, ¢(x) <y< X},

con ¢ e Y funzioni continuedi | =[a, b] in R, e detto dominio normale rispetto all'asse x. In
modo analogo si da la nozione di dominio normale rispetto all'asse y. Diremo che E € un
dominio normale per esprimere il fatto che e normale rispetto ad almeno uno degli assi.

DEFINIZIONE. Un sottoinsieme E di R2 & detto un dominio ammissibile se @ un dominio

normale o se e lariunione di un numero finito di domini normali e privi a2 a2 di punti in-
terni in comune.

ESEMPI. 1) L'insieme E = {(x,y): X2 + y2 < 1} & un dominio normale rispetto all'asse x; si

vede subito che @l = [-1, 1], ¢(X) = -V1-x2 e P(x) = V1 - x2. In modo analogo si constata
che E & normale anche rispetto all'asse delley.

2) L'inseme E={(xy): X<y s%(x2 + 1), |x| £ 1} € un dominio normale rispetto all'asse

x; s hal =[-1, 1], ¢(X) = x| e Y(X) =%(x2 +1).

3) Linsieme E = {(xy): Iyl S30@+ 1), | 3(2 + 1), X< 1, Iyl < 1} non & normale ri-

spetto a nessuno degli assi, ma & un dominio ammissibile. Infatti e lariunione di quattro in-
siemi analoghi a quello dell’ Esempio precedente che si ottengono intersecando E con ciascu-
no dei quattro angoli retti formati dalle bisettrici degli assi.

Sussiste il seguente risultato analogo alla Proposizione 4 del Teorema 6:

LEMMA 26. Una funzionef: E(0 R2) - R,E= ﬁ E| , con gli Ej domini normali e

privi a2 a2 di punti interni in comune, elntegrabllesu Eseesoloseloesu ciascuno de-
gli Ej es ha

J'fdm Z [fdm. O
|—1EI

Formuledi riduzione per gli integrali doppi su domini nor mali

TEOREMA 27. Saf: E(0 R2) - R unafunzione continua sul dominio E={(x,y): a<
x<b, ¢(X) <y < P(X)} normale rispetto all'asse x. Allora f e integrabile su E esi ha

b (X
[fdm= ( | f(xy)dy)ex.
E a ¢o(x)

DIM. Siano ¢ = min ¢(1) ed = max. Y(l), con | =[a,b]. RisultaE 0 R=[ab] x[c,d]. La
funzione f(x,y): R - R definitada
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f(xy), se(xy)ODE

o) = se(xy) OE

e continua su R tranne, eventualmente, nei punti del tipo (X, ¢(X)) e del tipo (x, Y(x)) che co-
stituiscono un insieme trascurabile (Teoremi 22 e 23) ed € quindi integrabile su R (Teorema
24). Si ha

b d

g dm= 'L_f dm= [ (Jf(x,y)dy)dx =

b $() e d b Y
=[ ([ fxydy + [ fxy)dy+ [ f(xy)dy)dx =0+ [ ( [ f(xy)dy)dx + 0.
a ¢ ) () a ¢

Un analogo teorema si ottiene scambiando i ruoli delle variabili x ey.

ESEMPI. 4) Si vogliacalcolare J(x + 2y)dxdy, conE=E1 0 Ep,
E

essendo Er={(xy):0sx<1,x2<sy<x}, Eo={(xy): 1sx<2,x<y<x2}.

S ha: J'J'(x + 2y)dxdy = J]' (X + 2y)dxdy + J]' (X + 2y)dxdy =
1 x 2 x2
J(;()J(;(XJFZV)W) dx + J(I(X+2}’)d)’) dx = IdX[XnyY]y St IdX[XnyyZ]y =x =
1 2

= _[[2x2 x3 - x4]dx + _[[x3+x4- 2x2]dx—l—1

5) Si vogliacalcolare [fxy dxdy, conE={(xy): x<y< 2x,ys%,x2 0}.
E

Si constata facilmente che e E = E1 O Ep, essendo

E1={(x,y):OSXSV72,XSyS2X}, E2:{(X,Y)3V72 sxslXxsys %}
Si ha J[xy dxdy = [f xy dxdy + [f xy dxdy =
E E1 E2
Va2 2x 1 1/x V212

= [ Pydder [ ([ xydy)ax= jdx[xy]v =2 _I dx[xy]y x _

V2P 1
3 1 1 1
= xXBdx+5 | [= - x3ldx=>log 2.
2 g 2 \/£/2[X Jox=jlog

Cambiamento di variabili per gli integrali doppi

Ricordiamo come stanno le cose nel caso delle funzioni di una variabile (cfr. Teor. 15).
Date lefunzioni f: 1 =[a, b] — R continuae¢:J - | di classe Cl sull'intervalo Jdi R, seq,

BOJ, conp(a)=aed(B)=Db,s ha
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b B
[0 dx = JH(®)$'(D) dt.
a a

Questo risultato non e pero direttamente trasportabile al caso delle funzioni di piu variabili.
Notiamo intanto che il primo integrale pud essere scritto nellaforma [f dm, mentre il secondo
|

€ un integrale orientato, potendo essere a <3 o a > B. Si verifica comunque facilmente che:

TEOREMA 15'. Date le funzioni f: | = [a, b] - R continua e¢:J - 1|, con J
intervallo di estremi a e 3, tale che:

1) ¢ siadi classe C! su J,

2) ¢ sia biiettiva,

3) si abbia¢'(t) #0, perognit O J,

alloras ha: 1[f(x) dx = gf(q)(t)) I6'(0)] dt. O

Passando a funzioni di piu variabili, bisognatener conto anche delle difficolta derivanti dal
tipo di insieme in cui sono definite le funzioni coinvolte.
Sussiste il seguente risultato del quale non riportiamo la dimostrazione.

TEOREMA 28. Sano: f(x,y): A —» R continua, A aperto e misurabile, ®: B - A,
con d(u,v) = %ﬁﬁg % B aperto e misurabile. Se la funzione @ soddisfa alle condizioni:

1) édi classe Cl in B;

2) e biiettivatraB ed A;

3) si ha det(JP)(u,v) # O, per ogni (u,v)T 0 B,
alloras ha:

JJt(x,y) dxdy = [[f(x(u,v),y(u,v)) |det(IP)(u,v)|dudv . O
“A "B

ESEMPIO. 6) Si vuol calcolare m(E), essendo
E={(xy):1<sxy<2 x<y<2x x>0,y>0}.

Effettuiamo la sostituzione xy = u, 3;2 =v. S pone dunque

A=intE, ouy)=R/uvwE, B=oin), K=B,

s constatachee K=& YE) =[0,1] x [0, 1], det(JD)(u,v) = Zivi OinA.

2 2
S oftiene m(E) = [[10xy =g%/dudv=jdu [ v=3l0g2
1 1
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CASI PARTICOLARI IMPORTANTI

Coordinate polari

Siano: D =]0, +oo[ x ]-1, { e C = R2\ {(x,0): x < 0}. (E dunque D = [0, +oo[ x [-T, ] € C
= R2) L'applicazione ®: D - C definitada ®(p,9) :% ;?ig%é continua, biiettivatraD e

C, di classe C! e si hadet(JP)(p,3) = p (# 0 nel punti di D).
SiaoraA 0O C un insieme aperto e misurabile e siaB = ®- 1(A). Si pud dimostrare che an-

che B & aperto e misurabile. Per ogni funzione continuaf di Ain R, possiamo applicare il
Teorema precedente e s ha

[[f(x,y) dxdy = [[f(p cos 9, p sin &) pdpds.
“A B

ESEMPIO. 7) Si vogliacalcolare [[ x(x2 + y?) dxdy,
E

con E={(xy): 1< x2+y2)<4,0< y <x; x>0}.
. [P cosd[] -
Posto A=intE, ®(p,9)= _ , B=®"1(A), K= B,
(p.9) b sins 1 (A)
S constatache & K= YE)= {(p,9):1<p<2, 0<8<4}
2 4

Si ottiene ng(x2 +y2) dxdy = Q’p“rcosﬁ dpdd = | p4dp£ cosddd = % x g
1

Coordinate dlittiche Ek - o c_osf)
[y = bp sind

Siano ancora: D =0, +oo[ x ]-1, T € C = R2\ {(x,0): x < 0}. L'applicazione ®: D -~ C

definitada ®(p,d) = @g ;?]Sg@con a>0,b >0, écontinua, biiettivatraD eC, di classeCl e

s hadet(J®)(p,3) = abp (# 0 nei punti di D).
SiaoraA 0O C un insieme aperto e misurabile e siaB = ®- 1(A). Si pud dimostrare che an-

che B & aperto e misurabile. Per ogni funzione continuaf di A in R, possiamo applicare il
Teorema precedente e s ha

[Jf(x,y) dxdy = ab [ff(ap cosd, bp sind) pdpdd.
“A B

ESEMPIO. 8) Si vogliacalcolare I'area dell'ellisse

E = {(x): f+y§ 1},
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. [2 p COSO[] _
Post A=IintE\{(x, 0): x<0}, @(p,0)= _ , B=d-1A), K= B,
0 IMEV{(x, 0:x< 0L @) =5 Q
S constata che & K=dYE)= {(p,3):0<p<l i< <T1.
1 m
Si ottiene: [J1 dxdy = 6[fpdpdd =6 [pdp[ dd =61
E K 0 -7

87.INTEGRALI SU DOMINI AMMISSIBILI DI RS3
Domini ammissibili di R3
DEFINIZIONE. Un sottoinsieme E di k3 del tipo

E={(xy.2: (xy) 0J, P(xy) <z<¥(xy)},

con J sottoinsieme chiuso e misurabile di R2, d e W funzioni continue di Jin R, & detto do-
minio normale rispetto al piano xy. In modo perfettamente analogo si da la nozione di domi-
nio normale rispetto al piano xz e rispetto al piano yz. Diremo che E &€ un dominio normale
per esprimereil fatto che e normale rispetto ad ameno uno dei piani coordinanti.

DEFINIZIONE. Un sottoinsieme E di R3 & detto un dominio ammissibile se € un dominio
normale o se e la riunione di un numero finito di domini normali e privi a2 a2 di punti in-
terni in comune.

ESEMPI. 1) L'insieme E = {(X,y,2): X2 + y2+ z2 < 1} & un dominio normale rispetto al
piano xy; si vede subito che e

J={(xy): 2+y2<1} , D(xy)=-VI-x2-y2eWxy) =V1-x2-y2

Si constata poi che E € normale anche rispetto a ciascuno degli altri piani coordinanti.

2) E immediato constatare che l'insieme E = {(xy,2): X2+ y2< 1, Vx2+y2<72<2-x2-y2}
("cono di gelato™) € un dominio normale rispetto al piano xy.

3) Un esempio di insieme ammissibile ma non normale si ottiene immediatamente riu-
nendo due insiemi come il precedente: E = {(x,y,2): X2 + y2< 1,Vx2+y2< |7 <2-x2-y2}.

Anche in questo caso, sussiste un risultato analogo aquello del Lemma 26.
Formuledi riduzione per gli integrali tripli

TEOREMA 29. (Formula di riduzione per corde) - Saf: E(0 R3) -~ R unafunzione
continua su E, con E = {(x,y,2): (X,y) 0 J, ®(x,y) < z< ¥(x,y)} dominio normale rispetto al
piano xy. Alloraf eintegrabilesuE es ha

Y(xy)
éf dng( [ f(xy,2d2)dxdy. O
D(xy)
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Ladimostrazione si ottiene procedendo come nel caso del Teorema 27.
Analoghi teoremi si ottengono scambiando i ruoli delle variabili.

ESEMPIO. 4) Si voglia calcolare m(E), con
E={(xy,2: x2+y2<1, 0<z<2-x}.

Posto: J={(xy): X2 +y2<1} eK={(p,3):0<sp<1, -m<IY <m},s ha

2-X
Jl;l dm= J;J'( [ 1dz)dxdy = J'J(Z - X)dxdy = IKI (2 - p cosB)pdpdd =
0

T 1
I (2p - p2 cos9)dd )dp = jdp[2p~8 p2sin 8] = 4T[fp dp=2m

O'—n -

TEOREMA 30 (Formula di riduzione per sezioni) - Saf: E(0 R3) » R unafunzione
continua su E, con E insieme chiuso e misurabile contenuto nel rettangolo R = [ay, by] x

[ap, by] x [ag, bs] con az = max min max min {z 0(x,y,2) 0 E}, b3 =max {z 0(Xx,y,2) O

E}. Se, per ogni~z O [as, bg], la sezione Sy = E n {(x,y,2)} & misurabile, allora f e
integrabilesu E es ha

g dm= jg(]g;f(x,y,z)dxdy)dz O

ESEMPIO.- 5) (Volumede toro.) E dato il toro E = {(x,y,2): (R-V>x2+y2)? + 2<%}, S
vuol calcolare

m(E) = él dm= Zg(gldxdy)dz :

Essendo  S,={(xy,2: R-Vr2-22= ¢(2 < V¥ +y2< R+VrZ-2=y(2)},

rmooy@

s ha m(E) = j'ldm 2 j(J dSIpdp)dZ ZHIdZ[pzlg :J((ZZ))=

r r
= 2T[_{)[(R+VI‘_2- 722 - (R-Vr2-722]dz= 8TIRNI’_2- 7z =

2
—8T[rR|§7 (zIr)2dz = 8T[r2RIV_ t2dt = 8rr2R f co?ada = 212r2R.

Cambiamento di variabili per gli integrali tripli

TEOREMA 31. Sano: f(x,y,2): A - R continua, A aperto e misurabile, ®: B - A,
(u, vw)

con ®(u,v,w) = (u VW)% B aperto e misurabile. Se la funzione @ soddisfa alle condi-
(u,v,w)

zioni:
1) édi classe Clin B;
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@ 2) eébiiettivatraB eA,
3) si ha det(JP)(u,v,w) # 0, per ogni (u,v,w)T OB,

alloras ha:

JJJf(x.y,2) dxdydz = [[[f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) |det(IP)(u,v,w)|dudvdw . [
“A "B

CASlI PARTICOLARI IMPORTANTI

[X=psin¢ cosd
Coordinate sferiche |[ y=psin¢ sin®

E:pcoscb

Siano: D = {(p,,9): p>0,0<p <1, -TI<I <1} eC =R3\{(x0,2): x<0}. (E dun-
que D =0, +oo[ x [0, ] x [-T1, ] € C= R3.) L'applicazione ®: D - C, definitada

[Bsin¢ cosd[]
O(p.§.9)=[psinsind[]
] p cos¢ [

€ continua, biiettivatraD e C, di classe C! e s ha det(J®d)(p,$,8) =p2sin¢ (Z0inD).
Siaora A 0 C un insieme aperto e misurabile e sia B = ®- 1(A). Si pud dimostrare che an-

che B & aperto e misurabile. Per ogni funzione continuaf di A in R, possiamo applicare il
Teorema precedente e s ha

[[Jf(x.,y,2dxdydz = [[[f(p sin$ cosd,p sinp sin9,p cos §))p? sin pdpdpdd.
“A "B

ESEMPIO. 6) Si voglia cacolare m(E),

con E={(xy,2:1<x2+y2+72<2 x20,y=0,z=0}.
[ sind cosd[]

Posto A=intE, ®(p,09)=[psngsns[] B=o A, K=B,
[ p cos¢ [

s constatache & K = &~ 4E) ={(p.9.9): 1<p<V2,0< ¢ <5 0< <5}
S ha
V2 w2 w2
m(E) = J'ng dxdydz = _I'I{_[ p2 sin pdpdddp = J; dp g dd [ p2sin ¢pdd =
0

V2 w2 T2
= [ p%dp [ d9 [ sinpdp = §[2V2-1].
1 0
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[X=apsin¢ cosd
Coordinateellissoidali | y=bp sin$ sind
(2= Cp cos

Siano ancora: D =0, +oo[ x ]0, 1] x ]-1, T € C = R3\ {(x,0,2): x < 0}. (E dunque D =
[0, +oo[ x [0, T] x [-7r, ] € C=R3.) L'applicazione ®: D - C definitada

[3p sin¢ cosd[]
CD(p,d),f)) = @p sin ¢ S|n8|:|

[] cp cos

cona>0,b>0,c>0, econtinua, biiettivatraD e C, di classe C! e si ha det(JD)(p,$,3) =
abcp? sin ¢ (% 0 nei punti di D).

Siaora A 0 C un insieme aperto e misurabile e sia B = ®- 1(A). Si puo, a solito, dimo-
strare che anche B & aperto e misurabile. Per ogni funzione continuaf di- A in R, possiamo
applicare il Teorema precedente e s ha

[JJf(x,y,2)dxdydz = abc [[[f(ap sin ¢ cosd,bp sin ¢ sin9,cp cos §)) p2 sin dpdpdhdd.
“A "B

ESEMPIO. 7) (Volume dell'éllissoide.) Si voglia calcolare m(E),

con E:{(x,y,z):;z Bt/;+<1}
Posto
[3p sin cosI[]
A=intE\{(x,02:x<0}, ®(p,0,8)=[Pppsingpsnd [} B=P (A, K=B,
[] cp cosd

s constatachee K=& YE)={(p,$,9):p=0,0<dp <1, -TI<I <TY.
1 T T

Siha mE)-= J’Jéj’l dxdydz = I,{I abcp? sin ddpddde = abe gdp_jndf)(j)pZ sin ddd =

1 T s

= ach'p2dpJ' dﬁf sin ¢do= 3

\
o

§8. CENN TEGRALI IMPROPRI
UNIDIM LI
PROBLEMA. Come possiamo estendere lanozione di integrale al caso di funzioni illimi-
tate o definite su domini illimitati?

Ci limiteremo al caso delle funzioni di una variabile distinguendo due tipi di situazioni.
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DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: | — R, con | intervallo, chiuso o no, limitato o
no. Si dice chelaf élocalmente integrabilein | sef e integrabile in ogni sottointervalo [a, (3]
dil.

Ovviamente, ogni funzione continuaf: | » R élocamente integrabile sul.

E localmente integrabile anche lafunzione f: R — R definitadaf(x) = n(x) [= parte intera
di x].

Primo tipo

DEFINIZIONE. Siaf: | =[a,+o[ - R unafunzione localmente integrabile. Essendo, in
particolare, f integrabile sugli intervalli del tipo [a,c], ha senso ricercareil

C
lim £ f(X)x.

Se il limite esiste, esso prende il nome di integrale improprio dellaf su | e si indica con la

+00

scrittura [ f(x)dx. Seil limite & finito, si dice che I'integrale improprio dellaf su | & conver-

a
gente e che laf éintegrabile in senso improprio su I, Il limite | si chiama I'integrale impro-

+o0

prio dellef su | elo si indicascrivendo | = [ f(x)dx. Seil limite & infinito, si dice che I'inte-
a

grale improprio dellaf e divergente.

In modo perfettamente analogo si dalanozione di integrale improprio su intervalli del tipo
]-oo,a] .

Siapoi f definita e localmente integrabile su tutto | ; fissato c 0 R, si definisce

+00 +00

C
*) [ f(dx = [ f(x)dx+ [ f(x)dx.

Dalla proprieta di additivita dell'integrale si ha subito che, se esiste il valore del secondo
membro della (*), e indipendente dal punto c.

+00

ESEMPI. 1) Dato un numero r > 0, studiamo I'integrale improprio [ x - dx.
1
Seer#z1l,d ha

s ¢ 1 1 seer>1
[x-Tdx= lim [x-fdx=—"% lim [cl'r-l]zé -1
1 C—'+°°1 r‘lC—>+00 .

o seer<l.

+00 C

Perr =1, s ha [x-1ldx= lim [x-1dx = lim [logc- Q] = +oo.
1 CH+001 C - +oo

Si conclude che I'integrale improprio studiato converge per r > 1 edivergeper r < 1.

+00
2) Dato un numeror > 0, studiamo il carattere dell'integrale improprio I dx

> Xlogrx
Seer#1,s ha
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. 1 .

>
im [ = jim3 L O _Hropegriz ¥ 1
c-+opxlogix  c-*e[{1-r)log XD =

seer<l.
Perr=1,d ha
C

. dx ,
Jim {W = _lim [loglogc-loglog 2] = + co.

Si conclude che I'integrale improprio studiato converge per r > 1 edivergeper r < 1.

Lasituazione €, per molti versi, simile a quella delle serie numeriche. Sussistono, in parti-
colare, i seguenti risultati:

TEOREMA 32. Saf: | = [a,+o[ —» R una funzione localmente integrabile. Se e
convergente su | I'integrale improprio della funzione [f|, e tale anche quello della funzione
dataes ha

00 +00

[ l
Of f(dxd< [ [f(x)|dx. O
Ua U a

TEOREMA 33. Sanof,g: | =[a,+[ —» R duefunzioni localmente integrabili, con 0
< f(X) < g(x) per ogni x O I. Allora, se e convergente su | I'integrale improprio della g, €
taleanche quello dellafes ha

+oco +00

[ f(ydx< [ g(dx. O
a a

TEOREMA 34. Saf: | =[a,+o[ - R unafunzione localmente integrabile e infinite-
sima per x che tende a +oo, con f(x) = 0 per ogni x O |. Allora esiste I'integrale improprio

dellaf sul ed esso é convergente se € ordf > 1 + € per un opportuno € > 0, divergente se
eordf<1. 00

Anaoghi risultati si stabiliscono nei casi | =]-o, a] ol = R.

+o00
ESEMPIO. 3) L'integrale improprio | e-x2dx & convergente, dato che la funzione inte-

granda € positiva e infinitessma di ordine soprareale, Siaper X — + o, Slaper X — - .

+o0o

Sia ora data la serie numerica S :né ,ane s consideri lafunzione fs: | = [0+ —» R
definitada

fX) =anx), seen(x) <x<n(x) + 1.

Si e giadetto che lafunzione n(x) [= parte intera di X] € localmente integrabile.

+00
TEOREMA 35. Una serie S= n; ,an convergesee solo se converge l'integrale im-
proprio della funzionefs, [
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+o0
ESEMPIO. 4) Laserienz2 convergeseesoloseer > 1. Perx=>3, s ha

nlog'n
1 1 1

xlogix = 9 Tog () ~ 9 = (x- D logr(x- 1) "

0<g() =

Gli integrali impropri della g e della h sono convergenti se e solo se ér > 1. Dal Teorema 33,
s hapoi che vale lo stesso risultato anche per I'integrale improprio dellafs,

Secondo tipo

DEFINIZIONE. Siaf: | =[a,b[ - R unafunzione illimitata, malocal mente integrabile.
Ha senso ricercareiil
Cc

lim_[f(x)dx.

a

Se il limite esiste, esso prende il nome di integrale improprio dellaf su | e si indica con la
b

scrittura [f(x)dx. Se il limite & finito, si dice che I'integrale improprio della f su | & con-
a

vergente e che laf e integrabile in senso improprio su I, Il limite | si chiama l'integrale
b

improprio dellefsul elo s indicascrivendo | = [f(x)dx. Seil limite @ infinito, si dice chel'in-
a

tegrale improprio dellaf é divergente.
Un caso particolarmente interessanti € quelloin cui s hacling_ f(X) = co.

In modo perfettamente analogo si da la nozione di integrale improprio su insiemi del tipo
la,b].
Siapoi f e definitaelocalmente integrabile sul =]a,b[; fissato ¢ O ]a,b[, si definisce
b c b
*) Jf(x)dx = [f(x)dx + [f(x)dx.
a a c
Dalla proprieta di additivita dell'integrale si ha subito che, se esiste il valore del secondo
membro della (*), e indipendente dal punto c.
ESEMPIO. 5) Dato un numeror > 0, studiamo il carattere dell'integrale improprio

1

Ix-rdx.
0
Seér#1,s ha
1 1 \
_ 1 . — seer<l1
Jxerax= Jing, [x-rax= g JinyletT-g = (o
o seér>1
1 1
Perr=1,s ha £X'1dX: CIer&+J;X'1dx = lim, [0-log c] = +o.

Si conclude che I'integrale improprio studiato converge per r < 1 edivergeperr = 1.
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Analogamente a quanto visto per gli integrali dei primo tipo, si pud dimostrare che:

TEOREMA 36. Saf: | = [ab[ - R una funzione localmente integrabile. Se & con-

vergente su | I'integrale improprio della funzione |f|, &€ tale anche quello della funzione
dataes ha

0 b
gf(x)dx%s JIf(¥)|dx. O

TEOREMA 37. Sanof,g: 1 =[a,b] - R due funzioni localmente integrabili, con 0 <
f(X) < g(x) per ogni x O 1. Allora, se & convergente su | I'integrale improprio della g, etale
anche quellodellafes ha

b b
Jf(x)dx < [g(x)dx. O

TEOREMA 38. Saf: 1 =[ab] — R unafunzione localmente integrabile, con f(x) = 0
per ogni X O | einfinita per x chetendea b™. Allora esiste I'integrale improprio dellaf su

ed e convergente se e Ordf < 1 - € per un opportuno € > 0 mentre € divergente se &
Ordf=1.0

Analoghi risultati si stabiliscononei casi | =]a, b] ol =]a, b.
ESEMPI. 6) L'integrale improprio

} dx

oVX(1 - X)

e convergente, dato che la funzione integranda € continua e positivain ]0,1[ ed e infinita con
Ordine 1/2, siaper x chetende a0 da destra, siaper x chetende a1l dasinistra.

1
7) Studiamo l'integrale improprio _l'_i S| n21 ax.
ovx X

Lafunzione integranda e illimitatasu | = ]0, 1] e non e quindi integrabile in senso ordinario.
Oras ha

~1 .1 _1
OSf(X)—Vf)(Slnzi Sg(X)—fo.

L'integrale improprio della g e convergente (Teorema 38); per il Teorema 37 e quindi
convergente anche l'integrale di partenza.

8) Sia EO R2) ={(x,2:x=1, 0<z< 1x}.
Cc
Si ha subito m(E) = lim [x-ldx = +oo.
— 400 1

SiaoraTil solido che s ottiene ruotando lafigura E attorno all'asse delle x. E dunque:

T={(xy,2:x21,Vy2+ 2< 1/x}.
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Per ogni X = 1, sia S la corrispondente sezione di T. Si ha

m(T) = {m(sodx=n{‘f(§=n

89.ESERCI ZI

1) Si calcolino i seguenti integrali:

1 1
1+\/x " X2 dx | xdx . exX dx
)I . b)'(gW+4’ )I X2+ 3x+2 d)‘[ 1+ex
1 2 1
V1-x2 dx
e)JZde; f)g 1+ cosx + Snx’ g)J(') X2 e dx.

7...1, 1+y5 9 m V3
[fR.a)Z;b)glog 2‘/ ;c)Iogg;d)arctge-— e) - Iogtg12 \/—f)logz 0) 4]]

2) Si calcolino i seguenti integrali doppi:

_g(x2 + y2)dxdy, con R=1[0,1]2. [R.2/3]
jij2ydxdy, conE={(xy): -2<x<2, 0<y<V4-x2}. [R.64/15]
jEj (1- x- y)dxdy, con E = triangolo di vertici (0,0), (1,0), (0,1). [R.1/6]
jEje(x2 +Y2)dxdy, con E = {(x,y): X2 +y2 < r2}. [R. (e - 1)]
[Py, conE={(xy): @ +1221, X +y2<1}. [R. 7rv24]
jEj (x + 2y)dxdy, con E = quadrato di vertici (1,0), (2,1), (1,2), (0,1).

[Sostituzione:x:u'v; :U+n,1sus3,-1svs1.$}.:6
2 Y= 2

_[E[xydxdy, coNE={(xy): x2+y2<1, 0<x<Vy}. [R. =45

I!V X2 + y2dxdy, conE={(xy): (x-1)2+y2<1,y=>x}.

T 8 8-5/
[Si passi acoordinate polari; si ha Z <9< i,OSp 2cosd. R. 3% 12
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3) Si calcolino i seguenti integrali tripli:

m(E) = _[gldxdydz, CONE={(xy,2): X% +y2+ 2<R?, x2+y2+ 2< 2R}. [R. % TIR9|
[[[ zdxdydz, con E = {(xy,2): X+ y2+ 2< 3a2, X2 + y2 < 2az}. [R. g a4
E

J'I [VX2 +y2+ Z2dxdydz,  con E = {(xy,2): X2 + y2+ 2< x}.
[Si passi acoordinate sferiche. SiaP 0 F E\O; il piano per O, P eK(0,0,1) interseca il

piano xy lungo unarettar cheincontra ¥ E in un punto H. Si ha OH= cos 9, dacui s ottiene

OP =cos 9 sin¢;inconclusione,éOsq)sn',-gsﬁsg;OSpscosﬁ sin¢. ‘R%]

4) Dato un sottoinsieme misurabile E di R2 [di R3], di densita p(x) si provacheil suo ba-

[xp(x) dm
ricentro ha coordinate xg =E ,
I£p(>_<) dm

sono definiti da: 1 =I£(y2+ Z)px)dm, Iy =...,1; =... (inR2ez=0).

Determinare baricentro e momento d'inerzia rispetto all'asse z dei seguenti insiemi (di
densita unitaria):

Yo =..., Zo =... | momenti d'inerzia rispetto agli assi

E={(xy,2: x2+y2<1,0<z<1+x2+Vy2}, [R. X =Yo0=0; g = 7/9; M = 511/6]
E={(xy,2:z2=0,x2+y2+72<1}. [R.Xo=Y0=0; zg = 3/8; My = 41715]

5) Si studino i seguenti integrali impropri

a) Exe ®dx;  b) ](::e -2Xgx; ll ?_szdx;
d) m(E), CONE ={(xy): X2 <y<x2+eX x=0};
e) m(E), conE={(xy): 0< 1_i(X2sys 13Xx2}'
[R.a)0; b) /2;c) 1 d) 1; € +oo]
2n
6) S cacoli [ T

[Laprimaideaé quelladi effettuare la sostituzionet = tgg; si trova come risultato O che &

inaccettabile. Dov'e I'errore? Poi si osserva che la funzione integranda € simmetrica rispetto a
1T, I'integrale dato e dungue uguale a 2 volte l'integrale da 0 a 11, 1a sostituzione di prima ora

funziona, anche se daluogo ad un integrale improprio. [R. % TV 5]



