Capitolo Dodicesimo

CALCOLO DIFFERENZIALE
PER FUNZIONI DI PIU VARIABILI

8§1. CAMPI SCALARI

Sono dati: un insieme aperto A O RN, un punto x0 = (xcl), xg, xr01)T O A e unafunzione
f:A - R.S ponealorail

PROBLEMA. Come si pu0 estendere al nuovo contesto la nozione di derivata, in modo
daritrovare, nel caso n =1, quellausuale e dafar salve le importanti conseguenze che da essa
abbiamo a suo tempo dedotto (quale la Formula di Taylor)?

Si vede subito che non possiamo riscrivere pari pari la vecchia definizione, dato che la
f(x) - f(x9)
0

scrittura )2 K0 avendo a denominatore un vettore, non ha alcun significato. Dobbiamo

dunque seguire un'atra strada. Una possibilita & quella di considerare le restrizioni dellaf a
sottoinsiemi di A formati da rette o segmenti per x0, ottenendo cosi funzioni di una variabile.

Vediamo di essere un po' piu precisi.
Derivate direzionali
Fissamoun v O RN, conllvil = 1, detto versore o direzione orientata e consideriamo un

segmento del tipo {x: x =x0+tv,cont0] -8, d[, 6> 0} chesiacontenutoin A. Un tale seg-
mento esiste, dato che A e aperto.

DEFINIZIONE. Selafunzioneg:]-6, 0[ (0 R) —» R definitadag(t) = f(xO + tv) & deri-

vabileint =0, s dice che f ammette derivata (o che & derivabile) in x° secondo la direzione v
es scrive

of , . (X0 + tv) - (X0
oy (9 =00 =ing
Si tenga presente che, per ipotesi, la derivatadella g esiste finita.

Caso particolare: lederivate parziali
Sia{ey, &, ..., en} labase canonicadi kn.

DEFINIZIONE. La derivata direzionale calcolata nella direzione di uno dei versori €;
prende il nome di derivata parziale (prima) calcolata rispetto alla variabile x;; € dunque:

XS], X oo X+ 1, .0, %) - (XO)
: .

of :
2o =l

La derivatagf (x9) e spesso indicata con :f (x0) o con fy;(x9).
(& Xi

Il calcolo delle derivate parziali e facile, in quanto basta considerare la f come funzione di
una sola variabile, riguardando le altre come costanti, e utilizzare le ben note regole di deriva-
zione. Quello delle derivate direzionali generiche € leggermente meno immediato.
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ESEMPI. 1) Le derivate parziali dellafunzionef: R2\ {Q} - R, conf(xy) =
no:

O = YY) -2y _ yy2- ) . OF ) XO2 +y2) - 2xy2_ X(x2 - ¥?)

ox 02+y22 (R +y)2 " gy O2+y2)2 (@ +y2)2

2+y2’90

2) Le derivate parziali delle funzioni, di R3in R, f(x,y,2) = x2yeZ eg(x,y,2) =x2 + |y| + z
Sono:

gf(x) - 2nye ai 0= ai(x) = x2yeZ
X

gg(x) = 2x; (x) M (x) =
X

[Lazg &, ovviamente, definita solo nei punti (x,y,2)T per cui ey # 0.]

3) Si vuole calcolare la derivata della funzione (di R2 in R) f(x,y) = x2+ y2nel punto
(x, y)T secondo la direzione del versorev = (a, b)T; si vuole cioe la derivata dellafunzione g(t)
= (x +at)2 + (y + bt)2 nel puntot =0. Si ha: g'(t) = 2a(x + at) + 2b(y + bt), da cui

% (9= g(0) = 2ax + 2y,
ov
4) Si vuole calcolare la derivata della funzione (di k2 in R) f(x,y) = sin(xy) nel punto
(%, ¥)T secondo ladirezione del versorev = (a, b)T; s ottiene lafunzione
g(t) = sin[(x + at)(y + bt)] = sin[xy + (bx + ay)t + abt?],

lacui derivataé: g'(t) = (bx + ay + 2abt) cos[xy + (bx + ay)t + abt?] ; € dunque:

gf (X) = g'(0) = (bx + ay) cos(xy).
v

DEFINIZIONE. Sef: A(0 RN) - R édotatadi derivata parziale (finita) rispetto allava-
riabile xj in un punto x 0 A, diremo che f &€ derivabile in quel punto rispetto atale variabile. Se
laf e derivabile rispetto ax; in ogni punto di A, diremo che essa e derivabile in A rispetto aXx;.

Derivate seconde e derivate di ordine superiore
Sef: A[D RN - R ederivabile rispetto ax; in ogni punto di A, si costruisce unafunzione
of

—AORM - R, [ofy:A@RM - R].
0Xi

DEFINIZIONE. Selafunzmne(g & derivabile rispetto a xj in x0, si pone
Xi

02f 0 [of
o &I 00 =g B&ﬁ@'

A questo numero si dail nome di derivata seconda dellafin x? rispetto a x; e xj (nell'ordine).
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Anche in questo caso, se questa derivata seconda e definita per ogni punto x di A, si ottiene

unafunzione fy : A(0 RN) - R dettaderivata seconda della f rispetto a x; e x; .

Quest'ultima#unzione puo, a sua volta, essere derivabile rispetto a xk e si parlera di deri-
vataterza e cosi via. Le derivate ottenute con m derivazioni successive sono dette derivate di
ordine m.

L e derivate successive fatte sempre rispetto alla stessa variabile sono dette pure, mentre le
altre sono dette miste.

ESEMPI. 5) Le derivate parziali seconde dellafunzione f(x,y) = XZ%yZ SONo:

; 2.2 2%v(3x2 - \2 BX2V2 - X4 -
b = DAt i Ty = ARSI 9 =t = G

6) Le derivate parziali seconde della funzione f(x,y,z) = x2yeZ sono:

fdX) = 2y€7; fyy(X) = 0; TA(X) = x2yeZ;
fuy(X) = fyx(X) = 2X€7; FrX) = Fox(X) = 2y€2;  FyX) = (%) = X2€2.

7) Le derivate seconde miste della funzione f(x,y,z) = x logx + y logy + z log z sono tutte
nulle; quelle pure sono:

fxx(L():%§ fyy()_():)]/-; fzAX) =%-

DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: A - R, con A sottoinsieme aperto di RN, Sef
hain A tutte le derivate fino all'ordine k e queste sono continue, si dice che laf & di classe CK
in A [f O CKk(A)]; secio vale per ogni k, fédettadi classe C®in A [f O C*(A)].

Si diceinoltre che unafunzionef: cl A - R, con A sottoinsieme aperto di RN, edi classe

CKincl A sef édi classe Ckin A e tutte |le sue derivate parziali, fino al'ordine k, sono
prolungabili per continuita su cl A.

Si constata subito che, in tutti gli esempi sopra prodotti, le derivate seconde miste che dif-
feriscono solo per I'ordine con cui si effettuano le derivazioni sono fraloro uguali. E dunque

naturale chiedersi se cio accade sempre o, eventualmente, sotto quali condizioni. Ebbene,
esistono funzioni con le derivate seconde miste diverse.

ESEMPIO. 8) Siaf: R2 . R definitada

seex=0

S ha
S(y2- %2 seexz0 2(3)(2+y2)seéx:/t0
fx(X) = %XZWZ)Z T Y= E)(x2+y2)2 T
seex=0 seex=0

dacui s ottiene:

(00 = iy KON 100 _

‘3
xXlo 5%
|

-
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Al riguardo sussiste il seguente Teoremadi cui omettiamo la dimostrazione.

TEOREMA 1 (di Schwarz) - Selafunzionef: A(0D RN) - R édotata in unintorno U
di un punto x0 delle derivate seconde miste fxixj e fXin e queste sono continue in X0, allora
S hanin ()_(0) = f)(J'Xi ()_(O) 0

Il Teoremas estende anche alle derivate di ordine superiore; in particolare, si ha che:

Selafunzionef: A(D R") - R édi classe CKkin A allora le derivate miste, di ordine
minore o uguale a k, che differiscono solo per I'ordine di derivazione coincidono.

Torneremo piu avanti su questo argomento (Cfr. § 3).

Sappiamo che, per le funzioni di una variabile, la derivabilitain un punto implicala conti-
nuita nel punto stesso. Sussiste un'analoga proprieta anche per le funzioni di piu variabili? La
risposta e negativa. Esistono cioé funzioni dotate di derivate parziai in x° e che, tuttavia, non
sono continue in tale punto.

ESEMPIO. 9) Siaf: R2 - R definitada
_ seéxy=0
Si vede subito che laf non e continuain 0, pur essendo fx(0,0) = fy(0,0) = 0.

Non solo, ma pud accadere che una funzione sia dotata, in un punto x0, di derivate in tutte
le direzioni, senza essere continua nel punto.

ESEMPIO. 10) Siaf: R2 - R definitada:
X2y

f(xy) = %“ +y?

seexz0
seex=0

Si ha, intanto, fx(Q) = 0. Dato poi il versorev = (a,b)T, conb # 0, s ha:

M2+ 286~ b

of .. f(0+at,0+ht)- f(0 _ azhtd a2
S @=lm -

In O esistono dunque tutte le derivate direzionali. D'altra parte, se consideriamo la restrizione
dellaf aliinsieme E = {(x,X)T: x # O}, si vede subito che questa vale costantemente% Z0=
f(Q); pertanto la nostra funzione non e continuain 0.

Siamo percio costretti a concludere che la nozione di derivata parziale o direzionale non e
la naturale estensione al caso delle funzioni di piu variabili della nozione di derivata vista
per le funzioni di una sola variabile. Dobbiamo cercare un'altra strada.

Sappiamo che, per le funzioni di unavariabile reale, la derivabilitain un punto Xy equivale

all'esistenza in xg dell'approssimante lineare. Quest'ultima nozione si estende in modo natu-
rale al nuovo contesto.

DEFINIZIONE. Siano: A un sottoinsieme aperto di RN, X0 un prefissato punto di A e f una

funzione di Ain R. Unafunzione f(x) = L(x-x% + g,conL 0 Z(R"NR), g0 R, &dettaap-
prossimante lineare di fin x0se
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1) f(x0) = f(x);
2) f(x) =" f(x) + e(x)-lIx - x°Ul, con Jim, £(x) = 0.

Se una siffattafunzione f esiste, si ha:

*) f(x) = f(x0) + L(x - X0) + e(x)-lix - xOll, cong(x) - 0.sex — x0.

DEFINIZIONE. Laformalineare L che compare nella (*) prende il nome di differenziale
di fin x0. Per esprimere il fatto che laformalineare L il differenziale dellafunzione f rel ati-
vamente al punto X0, si scrive L = (df)(x%) o L = df(x9).

DEFINIZIONE. Siano: A un sottoinsieme aperto di RN, x0 un prefissato punto di A e f una

funzionedi Ain R. Selaf ammette approssimante lineare in x0, si dice che laf e differenzia-
bile in questo punto. Selaf é differenziabile in ogni punto di A, si dice chef e differenziabile
inA.

OSSERVAZIONE. Ricordiamo che, come visto allafine del 8 3 del Capitolo 11, lama-
trice associata ad una forma lineare L di kK" e una matrice M a una riga e n colonne: e cioe

M = (a, @, ..., an). Dunque, per ogni x 0 kN, s ha:

*) L(X) =Mx=aiX; + apXo + ... + apXn = <a, X>,

essendo a:=(ag, @y, ..., an)T.
Notiamo cheil differenziale dellaf, cioe laformalineare L (0, equivalentemente, il vettore
achelaindividua) variaa variare dal punto x0. (Cfr. Teorema3.)

TEOREMA 2. S f: A0 RN - R é differenziabile in un punto X0 0 A, allora f &
continuain xO.

DM. Selaf édifferenziabilein x0, si ha f(x) = f(x) + &(x)-llx - xOll, che tende a f(x0) al ten-
deredi xax0. O

TEOREMA 3. Sef: A(0 RN) » R edifferenziabile in un punto x0 O A, alloraf hain

X0 tutte le derivate direzionali e si ha gf(>_<0) =L(v).
v

DIM. Siaf differenziabile in x0. Qualunque siail versorey, s ha

- 0 . _
O ()= g 0+ -9 1) LD ¥ O 1)
iy B0 EOM_ )

COROLLARIO 4. Sef: A0 RN - R édifferenziabile in un punto x° 0 A, allora f
hain x0 tutte le derivate parziali e si ha:

of
— (X =L(e)=<a &> =a.0
0Xi
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COROLLARIO 5. &l differenziale di una funzionef: A (0 R") - R esistein un
punto X0 0 A, allora esso € unico. Seéu = (ug, Uy, ..., up)T, si ha:

L(W) = ()W) = :Xfl Oy +:sz O+ ... +:Xf ()t O

DEFINIZIONE. Sef: A(0 RN) - R edifferenziabilein un punto x0 0 A, il vettore
_pgof
Of(x%) := = Box, (X°) o (XO) - (XO)H
edettoil gradientedi f in xO.

In base atale definizione, si hache, sef: A(D R") - R eunafunzione differenziabile in
un punto x0 O A, alora:

(W) = LW = <016, w:
gf(>_<°) SLW) = <fR0), v, s Ivi= 1
V

f(x) = f(x0) + <Of(x9), x - XO> + g(x)-lIx - XOIl, con lim, e(x) =0.

ESEMPIO. 11) Consideriamo la funzione f: R2 - R definita da f(x,y) = eX cosy.
Vedremo tra poco che una funzione come questa e sicuramente differenziabile in ogni punto
del suo dominio. Ammesso cio, vediamo di calcolare il suo gradiente in un punto x = (x,y)T e
la derivata direzionale in tale punto secondo il versorev = (a,b)T. Si ha:

Of(x) = (eX cosy, -eX siny)T; gf (x) = <Of(x), v> = aeX cosy - beXsiny.
v

N.B. Non s confondano |le notazioni

T 00000 o 00e B 00, 7 00 00f]
n

Laprimaélamatrice (aunarigae n colonne) associata alla forma lineare L del differenziale
dellaf in x0; la seconda € il vettore colonna (matrice a n righe e una colonna) che ¢ detto il
gradiente dellaf in x0.

Puo essere utile tener presente la seguente definizione che esprime |'interpretazione geo-
metrica dell'approssimante lineare di unafunzionedi R2in R in un punto X0 del suo dominio.

DEFINIZIONE. Siano f : A(0 R2) - R unafunzione differenziabile in un punto x°0 0 A
e f(x) il suo approssimante lineare in x0. La superficie di equazione

z= f(x) = f(x) + <Of(x9), x - xO>

e detta piano tangente alla superficie di equazione z = f(x) nel punto Po(x0,f(x0)).
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Si dimostra che questo piano contiene le rette per Py e tangenti alle curve di equazioni

x=t X=X
oV = Yo e D/:t .
[z = f(t,yo) [z =1(xo,t)

sieme aperto, € dotata in un intorno U di un punto x0 0 A di derivate parziali prime e que-

TEOREMA 6. (del differenziale totale) - Sela funzionef: A(D kK" - K, con Ain-
ste sono continuein x0, allora f e differenziabilein xO.

DIM. Limitiamoci al caso di una funzione di due variabili. Dato x° = (Xg, Yo)T O A, esiste
una sfera S(x0, r) contenutain U. Se x = (x,y)T € un arbitrario punto di S, la differenza f(x) -
f(x0) pud essere scritta nellaforma

f(x) - f(x%) = f(xy) - f(x.Yo) + f(xyo) - (X0, Yo)-

Tutti i punti della poligonale di vertici X0 = (Xo, Yo)T, X" = (X,Yo)T ex = (x,y)T appartengono
ancoraaS. Larestrizione dellaf a ciascuno dei due segmenti di questa poligonale pud essere
vista come una funzione di una sola variabile che, per le nostre ipotesi, risulta derivabile. Si
pud quindi applicarein entrambei casi il Teoremadi Lagrange; si ottiene:

f(xy) - f(x.yo) = fy(x,n)(y - Yo)
f(X.Yo) - f(X0, Yo) = fx(€,Yo) (X - Xo).

Essendo le funzioni fx(x,y) e fy(x,y) continuein x, s ha
fy(xn) = fy(Xo.yo) + €1(X) € fx(&.yo) = fx(X0.Yo) + €2(X),

con e1(X) ed ex(x) tendenti azero al tenderedi x ax0. Si ottiene:

f(xy) - f(x.yo) = [fy(X0,Yo) + €1(X)](Y - Yo) € f(X,Yo) - f(X0,Yo) = [fx(X0.Y0) + €2(X)] (X - X0).

In conclusione, €
f(x) - f(x0) = fx(Xo0,Yo) (X - X0) + fy(Xo,Yo)(Y - Yo) + €2(X)(X - Xo) + €1(X)(Y - Yo)-
Posto ~ f(x) = f(x0) + fx(X0,Yo) (X - X0) + fy(Xo,Yo)(Y - Yo), S ha:

IfX) - fII _ le2(x)(x - o) + €1(3)(y - yo)l

lix-xo1 lIx - XOlI
X - -
< o) 29+ e 0l 220l < ey + s

chetende azero al tendere di x ax0. [

Notiamo che non sussiste I'implicazione opposta di quest'ultimo Teorema; puo anzi acca-
dere che una funzione sia differenziabile in un punto x0 senza che nessuna delle sue derivate

parziali sia continua in tale punto. Un controesempio e fornito dalla funzionedi R in R che

vale 0in 0 mentre vale x2 sin% negli atri punti.
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8§22 CAMPI VETTORIALI

Il concetto di differenziale si estende in modo naturale anche ai campi vettoriali.

DEFINIZIONE. Data unafunzione g: A - EM, con A sottoinsieme aperto di RN, efis

sato un punto X000 A, unafunzione g(x) =L(x-x9) +g,conL 0 L(RNEMego RM, é detta
approssimante linearedellagin x0 se:

1) 9(x9) = g(x);
2) g(x) = g(x) + e(x)-lIx - P!l con lim, &(x) =0 0 R™M.

Se unasiffattafunzione gesiste, si ha

*) g(x) = g(x°) + L(x - x0) + g(x)-lix - X, cong(x) -~ 0.sex — X0

DEFINIZIONE. Se g: A - R™Mé dotata di approssimante lineare in un punto X000 A, si

dice che g édifferenziabile in xO e I'applicazione lineare L che compare nella (*) € dettail
differenziale dellagin xO.

Dunque, selafunzione g: A(C R - RMeédifferenziabilein un punto x00 A, indicata con
M O 1L (m, n) lamatrice (amrighe en colonne) associata al'applicazione lineare L, s ha:

g(x) = g(x9) + M(x - x0) + g(x)-llx - xOlI, con lim e(x) =00 R™M.

a1l a12 ... An
See M:Dazl a ... an[j

S ottiene;
gl(xb X21 ey Xn)
009 = G0 Xau s ¥0) = (G209, Go¥), ..., Q)T = CI2KE X2 - Xn) T

HJm(Xl, ;(.2.,, e Xn)E

0
1()_(0)D Dall ai ... An 0 @-X:LD Gl()_()'”)_(')_(oﬂ ]
— %z(xo)m 0%1 82 .- @nQ I—_x[g-xgm [32(x)-11x - x°n []

@m)_(o)lj HamlamZ amnH _X2|:| %m()_().'”;(_)_(O”

Lacomponentei - imadellag é quindi espressa da:

0i(Xe, X, - X) = Gi(X0) + @ja(Xq - Xp) + @iz (X2 - X) + ...® @in(Xn - X1) + &i(X)11x - X,
conglr%ai(x) =0,peri=12,...,m

Da cio segue immediatamente il

TEOREMA 7. Unafunzioneg = (g1, 92, ..., gm)T : A(0 RN) - RMedifferenziabilein
un punto x0 0 A se e solo se lo & ciascuna delle sue componenti gj. O
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In virtt del Corollario 4 possiamo concludere col

COROLLARIO 8. il differenziale di una funzioneg = (g1, 9o, ..., gm)" : A(O RN) -

RMesistein un punto X0 A, allora e unico e nella corrispondente matrice M = (aj;)
s ha:

0]
=—= (x9). O
i an(_)

DEFINIZIONE. Selafunzione g: A(D RN) — RMedifferenziabile in un punto X000 A, la
matrice M che definisce il differenziale prende il nome di matrice jacobiana dellaginx®es
indica con (Jg)(x9). E dunque, per definizione,

_09 , 0O
(J9)(x9) -—E&J_(XO)B S12m =12

Casi particolari

Siag= (g1, g2)T: A0 R?) - R2. S hag(x, y) =%2E§’£%Seg & differenzia-

bileinx0O A, s ha

(19 (4,30 agl(xoy)D (99 ang

(o)) = g EL % og %XO)
(o)) 092 92 002
@ (Xo0,Y0) ay (Xo,yo) B @X ay

Sia, per esempio, g: k2 - R2 definitada %}1({3 9)=p cosd .
[02(p, ¥) =psind

_ [CosY -psSind[
Si ha: Jo)(p, 9) =7. .
& (J)e. 9) %nﬂ p cosf)H

Unafunzioneg = (g1, o, ..., gmT: A0 R) — RMe differenziabilein un punto xo 0
A seesolo seogni gi ederivabilein xp ed &

%1()(0)
(Jg)xo) = IO g (xp).

HJ m(Xo) H

Differenziabilita della funzione composta

Il noto Teorema di derivazione delle funzioni composte € generalizzato dal seguente risul-
tato di cui omettiamo la dimostrazione:
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TEOREMA 9. Sano date le funzioni g : B(O RP) - A0 RN, differenziabilein u®0 B,
ef: A@R" ~ RM, differenziabile in x0 = g(u®) O A, allora la funzione composta h =
fog: B(O RP) - RMedifferenziabile nel punto u® 0 B, e la sua matrice Jacobiana é data
da

(Ih) (o) = (IN)(x°) (Jg)() ,

dove il secondo membro € dato dal prodotto (righe per colonne) delle matrici Jacobiane
dellafin x0edelaginuwd. O

S hacioé:

%%@) ahl(_O)D (xO) afl(xO)D%ﬁ(uO) a‘9’1<_0)D

%%O) ah”‘(ﬁ)% %kao) ) HE W) . ag”(ﬁ)H
U1 U1

Caso particolare:

Siano: g: (0 R) - A0 RN differenziabileinug0 1, ef: A0 RN) - R, differenziabilein
X0 =g(ug) O A, dloralafunzione compostah=fog: I(0 R) — R éderivabile nel punto ug O |
es ha

h'(Uo) = (If)(x°) -(Ja)(uo) =

_ Daf of @1(UO)D_ ,
=000, . (_ HE o = <00 9o

Mo
ESEMPIO. 1) Siano g: R - R3lafunzione definita da g(u) :grligef: R3 - R, lafun-
s
zione definitadaf(x,y,z) = ey cosz; per lafunzione composta h(u) =fog(u) s ha:
1
h'(u) = <Of(x), g'(u)> = (eXy cosz, eX cosz,- eXy sinz) %UZE,:
u<f]

= 1eXy cosz + 2ueX cosz - 3u2eXy sinz = elu2 cosus3 + 2uel cosus - 3utel sinus.

Come esercizio, si verifichi che, derivando h(u) = elu2 cosu3, si ottiene lo stesso risultato.

Applicazione: Laformula del valor medio

Siano f: A(0 RN) - R differenziabile, x0 O A, e Sx9,r) una sferadi centro x0 contenuta
inA. Datox1 0 S, siaJ=[x9x1] ={x: x=x(t) =x0 + t(x! - x0), t 0 | =[0,1]} il segmento di
estremi x0 a x1. Lafunzione F(t) = f(x(t)) € derivabile e si ha F'(t) = <Of(x), x'(t)>. Allafun-
zione F(t) é applicabilesul il Teoremadi Lagrange e s ha

F(1-FO) =F(@)(@-0),con0<1<1
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Posto ¢ = x(1), s ottieneil

TEOREMA 10 (Formula del valor medio) - Sano f: A(0 R") -~ R una funzione
differenziabile su un aperto A, x0 0 A, e x9,r) una sfera di centro x0 contenuta in A. Per

ogni X O S, esiste un punto & interno al segmento di estremi x e x0, per cui s ha

f(x) - f(x°) = <0f(€), x-x0>. [

Sappiamo che, se unafunzione di unavariabile reale hain un intervallo | la derivata iden-
ticamente nulla, allora essa e costante su |I. Vediamo di studiare I'analogo problema per le
funzioni di piu variabili.

parziali identicamente nulle, allora, per ogni x° 0 A, esiste una sfera di centro x% in cui la
f & costante.

I LEMMA 11. Selafunzionef: A(D RN - R ha su un insieme aperto A le derivate

DIM. Poiché le derivate parziali dellaf sono continue, f & differenziabilein A, con Of = 0.
Fissiamo un punto x0 0 A. Essendo A aperto, esiste una sfera S(x0,r) contenutain A. Per ogni
x1 0§ il segmento di equazione x = x(t) chelo unisce ax® & contenuto in A. Larestrizione di f
a questo segmento e una funzione di una variabile con derivata <[Jf(x), X'(t)> identicamente
nullaed & quindi costante, con valore f(x0). O

TEOREMA 12. Selafunzionef: A R - R hasuuninsieme aperto e connesso A

le derivate parziali identicamente nulle (cheimplica Of = Qin A), allora la f € costante in
A

DIM. Fissiamo ancora un punto x0 0 A. Per il Lemma 11, esiste una sfera §(x0,r) contenuta
inA.incui laf & costante. SiaA' il sottoinsieme di A formato dai punti x per cui & f(x) = f(x0).
Si ha, intanto, SO A'. Seex O A" (O A), esiste, ancoraper il Lemma 11, unasferadi centro x
contenutain A'; dunque A' € un sottoinsieme aperto di A. Siaora x! un generico punto di A.
Essendo A connesso, esiste un'applicazione continuay: 1 =[0, 1] — A, con y(0) = x9, y(1) = x1
ey() O A Sianot* = sup{tol:y({t) 0A} ex* =y(t*) OA. Peril Lemmall, esiste unasfera
Sdi centro x* contenutain A in cui laf e costante. In S devono cadere punti di A'; si ottiene
f(x) = f(x0), dacui x O A'. Sefosset* < 1; esisterebbero dei t >t* con y(t) O A'. Macio an-
drebbe contro ladefinizione di t*; si conclude cheet* =1 echex! 0O A, ossiaf(x!) = f(x0). O

N.B. Puo accadere che unafunzionef: A(D R") - R differenziabile in un insieme aperto
e connesso A abbia laderivata parziale fy; identicamente nullain A, senza che la f sia costante
rispetto a x;.

ESEMPIO. Sano A={(x,y)T:y<0} 0{(x,y)T:y=0, x| > 1} ef: A(O R2) - R definita
da

&Y seey<0
f(xy)=y2 seéy=0ex>1
gyZ seey=20ex<-1

Si hafy(x) = 0, pur essendo, per esempio, f(2,1) = 1 ef(-2,1) =-1.
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Siaf: (0 R) - R unafunzione derivabile; dunque, ad ogni x O | restaassociato il numero

reale f'(x). Si ha cosi una nuova funzione f', sempre di | in R. Se anche laf' & derivabile, la
sua derivata e la derivata seconda della f su . Come vanno le cose per le funzioni di piu va-
riabili?

Siaf: A - R unafunzione differenziabile sul sottoinsieme aperto A di R". Adogni x O A
associamo il vettore Of(x) O RN. Viene cosi definita una nuova funzione
g=0fA - RN

DEFINIZIONE. Selafunzione g = Of: A —» RN e differenziabile in un punto X0 O A, s
dice che f & due volte differenziabile in x0 e la matrice Jacobiana di g in x0 si chiama matrice

hessiana di fin x? e si indica con (Hf)(x0).
E dunque, per definizione,
%%(xo) ) D
1
HNXO) = Fo)x0) = — --- -

dgn agn E
(3., x0) .. (XO)

Essendo g1(x) := :Xfl@), Golx) = :);(x), e () = :f@, s ha

Xn

%Txl(—) aXna 1L)EL %(_ axlaXn( o[
(HN(O) = . .
N1 CIN:
%(@) . naXnu ) aXn 10

DEFINIZIONE. L'applicazione che ad ogni u 0 RN associail numero <(Hf)(xO)u,u> 0O R

prende il nome di differenziale secondo dellafin x0 e si indica con (d2f)(x9). (I perché verra
chiarito tra poco, Teorema 14.)

OSSERVAZIONE. Risulta:

) _ 02f
(d2f)(x9) (u) = <(HH(XO)u, u> ,gljgla 01

(xOuiv; ;
dunque, se (d2f)(x%) non €il polinomio nullo, &€ un polinomio omogeneo di secondo grado.
ESEMPIO. 1) Siaf: R2 . R I'applicazione definitadaf(x,y) = X2y + xy3. Si ha:

2 2x + 3y?
Df(x) = (2xy +y3, X2 + 3T (HH(X) =, +y3y2 6xy3yEr
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Dato il vettoreu = (u, V)T, s ha
(HR(X)u = (2yu + (2x+ 3y2)v, (2X + 3y?)u + 6xyv)T;
(HHO)U, u> = 2yu? + 2(2x + 3y?)uv + Bxyv2.

| seguenti risultati descrivono le proprieta del differenziale secondo .

TEOREMA 13. Sef: A(0 RN) - R e due volte differenziabile in un punto x0 0 A, al-
lora la matrice Hessiana (Hf)(x?) € smmetrica; e cioe Frix (x0) = i (xX0) (Cfr.84). O

Si ritrova cosi il risultato del Teoremadi Schwarz, ma sotto ipotesi diverse.

TEOREMA 14. Sef: A(0D RN - R édue volte differenziabile in un punto x° 0 A, al-
lora sussiste la seguente Formula di Taylor:

f(x) = f(x°) + <Of(x%), x - x> + %<(Hf)(>_<°)(>_<->_<0), X- X0 + g(x)lIx - xOlI2,
con )!LrQ) ex) =0.

DIM @), Proveremo il Teorema sotto |'ulteriore ipotesi che lafunzione Of siacontinuain A.
Siano Sunasferadi centro x0 contenutain A ex un punto di S. Consideriamo la restrizione
della f al segmento [x0, x] = {x0 + t(x - X9): 0 <t < 1} di estremi x e x0 e poniamo F(t) =
f(x0 + t(x - x9)). La F(t) e funzione, di classe C1, di una sola variabile; ad essa si pud dunque
applicare laformuladi Torricelli (cfr. il Teor. 12 del Cap. 13). Si ha

1 1
*) f(x) - f(x%) = F(1) - F(0) = JF'(t) dt =] <Of(x0 + t(x - x9)), x - x0> di.
0 0
Essendo, per ipotesi, [f(x) differenziabilein x0, si ha
Df(x0 + t(x - x9)) = Of(x%) + (HNH(O)(t(x - x9)) + e(x? + t(x - x9)) tlix - X7,
con g(x) che tende a zero al tendere di x ax0. Sostituendo nella (*), si ottiene facilmente:

f(x) - f(x0) = [ <Of(x9), x - xO>dlt +
0
+[ <((HH)O)(x - x0), x-xO>tdt + [<g(X0 + t(x - X)), X - X0t lIx - X0l dit =
0 0
= <0f(x0), x- x> [dt + <(HH(O)(x - x°), x - x0>Jt dt +
0 0

1
+1Ix - X0l [ <g(x0 + t(x - x0)), x - xO>tdt =
0

1 Questa dimostrazione presuppone la conoscenza di alcuni degli argomenti che verranno esposti nel prossimo
Capitolo.
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1
=<Of(x0),x - x0> + % <(HA)(XO)(x - X0), X - X0> + lIx - X2l <g(x0 + t(x - X)), - XO>t cit.
0

Avendosi

O
llx - >_<°II§<8(>_<O +1(x - x0)), X - X0t thﬁ

1 1
< l1x - 301 [ |<e(x0 + t(x - x0)), x - xO> [t dt < lix - XQU2[ lle(xC + t(x - xO)llt cit ,
0 0

1

basta provare che [lle(x? + t(x - x9)Iit dt tende a0 al tendere di x ax0. Fissato unn > 0, esiste
0

un d > 0talechedaO < lix - XOll < & segue lle(x)Il < n. Per tali x si ha
1 1 r]
_(EII:»:()_(O +t(x - X9))llt dit < j(; ntdt=>. 0

TEOREMA 15. Sef: A - R, con A sottoinsieme apertodi RN, edi classe C2in A, al-
loraf & due volte differenziabile in A.

DIM. Basta applicare il Teoremadel differenziale totale alle derivate parziali aaf ,coni =
X

1,2 ...,n0

84 FORME QUADRATICHE
DEFINIZIONE. Una matrice quadrata

aj]p a12 ... Yn

edettasimmetricase e gjj = &, coni,j=1,2, ..., n.

DEFINIZIONE. Data una matrice ssmmetricaM si dice forma quadratica associata a M
lafunzione ¢: RN - R definitada

o(U) = <Mu,w = igljglaijUin .

Dunque, se ¢(u) non €il polinomio nullo, € un polinomio omogeneo di secondo grado.

ESEMPIO. 1) n=1; ¢ (u) = au;
n=2; ¢(uy, up) = auf + 2bujup + cug;

n=3; ¢(ug, Up, Ug) = allui + a22u§+ a33u§+ 2a1U1Up + 2a33U1U3 + 283UpUs.
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DEFINIZIONE. Unaformaquadratica ¢ € detta:

definita positiva see¢(u) >0 perogni U0,

definita negativa seéd(u) <Operogniu#0;
semidefinita positiva seé ¢ (u) = 0 per ogni u;
semidefinita negativa seé ¢(u) < 0 per ogni u;

indefinita (di segno) selu, v tali ched(u) >0ed(v) <O.

ESEMPIO. 2) Si constata subito che:
d(uy, Up) = 3£ + 2U3 & definita positiva 0(ug, U) = -£ - U5 & definita negativa
(U, Up) = £ - U5 @indefinita; o(uy, Up) = £ & semidefinita positiva.

Sussiste a riguardo il seguente risultato
TEOREMA 16. (di Jacobi) - Data la matrice simmetrica

a1 412 ... &n
M = [j821 @22 ... &n[]

s ponga: M1 := ajq, My ::Ig;g;l, ..., Mp := M| (dunque M; &l minore principale di
ordinei,coni =1, 2, ...,n). Allora, per la forma quadratica ¢ associataa M s ha che:
¢ edefinita positivaseesoloseé M; >0, My, >0, M3>0, ..., My > 0;

¢ edefinita negativaseesoloseé My <0, My >0, M3<0, ..., (-1)"Mp>0. O
Caso particolare, n =2
TEOREMA 17. Data la matrice ssmmetrica non nulla
b
M= |f L]
b c

per la forma quadratica ¢(uy, up) = auf + 2buyup + cué associata a M s ha che;
¢ e definita positivaseesoloseea>0eac- b2>0;
¢ e definita negativaseesoloseéa<0eac- b2 > 0;
¢ eindefinitaseesoloseeac- b2 <0,
¢ & semidefinita (ma non definita) positivaseesoloseeac-b2=0,cona>00c>0;
¢ & semidefinita (ma non definita) negativa seesoloseeac-b2=0,cona<00c<0.

DIM. Siau= (u,up)T#0econu, #0. S ha
= dﬂﬂ + 2 ﬂ + []
d(ur, Up) = % T, b\, +cH

Posto t :3—; , S ottiene che il segno di ¢(uy, up) € dato dal segno della funzione polinomiae

Y(t) = at2 + 2bt + c. Oralafunzione ) cambia segno se e solo se € ac - b2 < 0, mentre € di
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segno costante se e solo se € ac - b2 > 0, che implicaac > 0; in questo caso il segno di Yi(t) &
dato dal segno di a (e quindi di c). Ne viene che la ¢ & semidefinita (ma non definita) se e
solo seeac-b2 =0, con (a#0) 0(c#0). Essendo ¢(uy, 0) = atf, S perviene alla
conclusione anche nel caso chesiau, =0. [

TEOREMA 18. Una forma quadratica ¢ € definita positiva [negativa] se e solo se
esiste un numero positivo mtale che ¢(u) = milull2 [se e solo se esiste un numero negativo
M tale che ¢(u) < M Ilull2] per ogni u.

DIM. Siau # 0; posto v :ﬁ, si ha ¢(u) = IIull2d(v), con IIvil = 1. La funzione ¢(v) & de-

finita e continua sulla sfera unitaria di K" che e un insieme compatto; per il Teorema di
Welerstrass, essa assume dungque un valore minimo m e uno massimo M. E dunque

milull2 < llull2Zdp(v) = dp(u) < Milull2,

Si ottiene cosi latesi, dato che la¢ € definita positiva[negatival se e solo seem > 0 [se e solo
seeM<0]. 0

8§5. ESTREMI LIBERI PER FUNZIONI SCALARI

Si pone in modo molto naturale il seguente:

PROBLEMA. Datalafunzione f: E(0 RN) - R, ricercare|'estremo superiore e l'estremo

inferiore dei valori assunti dalla funzione, ossia sup f(E) e inf f(E). Si vuole, in particolare,
decidere selaf elimitatao no su E.

Sappiamo che se laf e continua e I'insieme E € compatto (cioe chiuso e limitato), allora,
per il Teoremadi Weierstrass, I'insieme f(E) ammette massimo e minimo. E se E non & com-
patto?

Chiaramente, se si trova un sottoinsieme di E in cui la restrizione della f € superiormente
[inferiormente] illimitata, € tale anche laf su tutto E. Provare che laf € limitata &, di regola,
piu delicato, in quanto richiede un lavorio di maggiorazioni e minorazioni da escogitare di
Caso in caso.

ESEMPI. 1) Si consideri lafunzione f(x,y) =X2%y2, definitain E = R2\ {0}. Dalla ben

2 4 \2
nota disuguaglianza [xy| < % |xy|y2 < % Dunque laf e limitata e si vede subito

che - % e% sono, rispettivamente, il minimo e il massimo dellaf.

2) Si consideri lafunzionedi R2in R definitadaf(x,y) = x4 + y# - 4xy. La suarestrizione
all'asse delle ascisse da luogo alla funzione x4 che € superiormente illimitata; € dunque
sup f(R2) = +o0. Si ha, inoltre, f(x,y) = x4 + y4 - dxy =2 x* + y4 - 2(x2 +y2) = (x4 - 2x2) +
(y*- 2y2) = - 2 (come si vede studiando brevemente la funzione x4 - 2x2). Abbiamo cosi pro-

vato che laf e inferiormente limitata; s vede anzi che essa ha addirittura un valore minimo,
dato cheef(1,1) =-2.

In analogia con quanto fatto per le funzioni di unavariabile, s dala seguente
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DEFINIZIONE. Siano dati: unafunzionef: E(0 R") —» R eun punto X0 0O E. Si dice che
il punto X0 & di massimo [minimo] relativo per laf se esiste un intorno U di x0 tale che

xOUn EM{X%} O () <f(x9) [0 f(x)> ).

Un punto X% 0 E che siadi massimo o di minimo relativo per laf & detto un punto di estremo
per laf.

DEFINIZIONE. Siano dati: unafunzionef : E(0 RN - R eun punto x0 interno ad E. Si

dice cheil punto x0 édi sella per laf se esistono dueretter e s passanti per x0 tali che questo
punto sia di massimo relativo per larestrizione dellaf ar n E e di minimo relativo per lare-
strizionedellafasn E.

Il Teorema di Fermat per le funzioni di unavariabile pud essere cosi generalizzato:

TEOREMA 19 (Test delle derivate prime) - Sano dati: un sottoinsieme aperto A di
RN, un punto X0 O A e una funzione f : A - R differenziabile in x0. Se x0 e punto di
estremo per laf, s ha necessariamente [If(x0) = 0.

DIM. Seil punto x0 & di estremo per laf lo & anche per le sue restrizioni alle rette per x0 e
parallele agli assi; atali restrizioni si puod applicare il Teoremadi Fermat. Dunque laf hanulle
in X0 tutte le sue derivate parziali prime. [

DEFINIZIONE. Dataf: E(0 R") — R, unpuntox® 0 Eincui laf édifferenziabile ed &
Of(x%) = 0 e detto un punto critico per laf.

Il Teorema precedente ci dice dunque che un punto di estremo per una funzione f avalori
reali, definita e differenziabile su un aperto di RN, € un punto critico per laf.

N.B. Non sussiste I'implicazione opposta. Basta pensare ad una funzione del tipo f(x) = x3.

TEOREMA 20 (Test delle derivate seconde) - Saf: A - k, con A sottoinsieme
aperto di RN, una funzione due volte differenziabile in un punto x° 0 A e sia 0f(x0) = 0.
Allora, detta ¢ (u) la forma quadratica <(Hf)(x0)u , u>, si ha che:

i) sed edefinita positiva, x0e punto di minimo relativo per laf;

ii) se ¢ e definita negativa, x0é punto di massimo relativo per laf;

iii) sed eindefinita, x0 e punto di sella per laf;

X - X0

DIM. POStO‘—’:”)_(_)_(o” e utilizzando laformuladi Taylor, s ha

f(x) - f(x%) = <Of(x), x - x0> +% (HAXO(x - X0), x-x0> + g(X)-lIx - X012 =
= % <(H)(XO)v ,v>-lIx - XOlI2 + g(x)-11x - X012 =

= G <(HNGOAY v> + 0l - 7.

i) Per il Teorema 18, esiste un m> O tale che ¢(v) = <(Hf)(xO)v ,v> = m. E dunque:
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(9 - 09) > G m+ (9 - X012,
Dato che £(x)) tende a zero al tendere di x ax%, s ha XILr;Q) %m+ 8(>_<)%= % > 0. Per il Teorema

della permanenza del segno, esiste dungue un intorno U di x0 in cui & g + g(x) > 0. Nello
stesso intorno, per x # x9, si haf(x) - f(x0) > 0.

ii) Si provain modo perfettamente analogo, sfruttando il fatto che, sempre per il Teorema
18, esiste un M < O tale che ¢ (v) = <(Hf)(xO)v ,v> < M.

iii) Se laforma quadratica <(Hf)(x0)u , u> € indefinita, s ham < 0 < M. Esistono percio

due versori v; e Vo tali che §(vq) > 0 e d(v») < 0. Il punto x0 e di minimo per larestrizione di f
ad A n {x: x=x0+ vt} edi massimo per larestrizionedi fad A n {x: x=x0 + w,t}. O

N.B. Sia x9 un puntoin cui € Of(x%) = 0. Se laforma quadratica < (Hf)(x0)u , u> & semide-
finita, o se il polinomio nullo, non si puo dire, senza ulteriori informazioni, se il punto x0 &
di estremo o0 meno.

ESEMPI. 3) Si cercano gli estremi dellafunzionedi R2in R definitadaf(x,y) = x4 + y4 -
4xy. Si ha Of(x) = (4x3 - 4y, 4y3 - 4X)T; esso si annullain X9 = 0,inx!1 = (1,1)T einx2 =
(-1,-1)T. Avendosi

d2¢ -4 g
Hf)(x) =
(HN() N4 122 B
S ottiene

@=L, 7B e =Hed =02 30

Applicando il Teor. 17, si ottiene che le forma quadratiche <(Hf)(xL)u , u> e < (Hf)(x2)u, u>
sono definite positive ed i punti x! e x2 sono di minimo. Anzi, si ha f(x1) = f(x2) = -2; d'altra
parte abbiamo visto pit su che é f(x) = -2; si riottiene cosi che -2 € il minimo della funzione.
Si vede poi subito che laforma <(Hf)(Q)u , u> = - 8uv € indefinitae quindi il punto 0 édi sella.

4) Si cercano gli estremi dellafunzionedi R2in R definitadaf(xy) = x4 - 2x2y + y2. Si ha
Of(x) = (43 - 4xy, -2x2 + 2y)T; i punti di annullamento si trovano risolvendo il sistema

x3-xy=0 XXx2-y)=0
J-x2=0 “ F-x2=0 -

Il gradiente si annulla dungue in tutti e soli i punti del tipo (x, X2)T. Si ha

_l2e-dy  -4xg o P -4X
HOW=5 4 2o HIRD=g,0

(|

da cui: det (Hf)(x, x2) = 0. In tutti questi punti, la forma quadratica < (Hf)(x, x2)u , u> &
semidefinita. Per questa via, non possiamo percio concludere nulla. Basta perd osservare che
ef(x,y) = (X2 - y)2 per stabilire che i punti (x, x3)T sono tutti di minimo relativo in senso
debole, che non ¢i sono punti di massimo relativo, cheé min f=0e sup f = +oo.
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86. ESTREMI VINCOLATI PER FUNZIONI SCALARI

Si cercano gli estremi dellafunzione f: E(0 R2) - R definitadaf(x,y) =x+y, se

DE=E; ={(xy)T: x2+y2< 1};

2E=Ey :={(xy)T: x4+ y4- 2xy < 1}.

Nel primo caso, s arrivafacilmente al risultato. Si vede che gli estremi vanno ricercati frai
punti per cui € x2 +y2 = 1. Si puo allora esplicitare una delle due variabili su due semicircon-
ferenze, oppure si puo scrivere |'equazione parametrica della circonferenza [cioe x = cos 9,

y =sind]; in ogni caso ci S riduce a studiare funzioni di una sola variabile. Ma nel secondo
caso lafaccenda e molto piu complicata. Come possiamo procedere?

DEFINIZIONE. Datalefunzionef: E(0 R") - R, diremo che un sottoinsieme proprio e
non vuoto " di E € un vincolo per laf.

ESEMPIO. 1) | vincali tipici (manon gli unici possibili) sono:
ayn=2;T :={(xy)T: ¢(xy) =0}, curvapiana.
b)n=3;T :={(xy,2)T: ¢(x,y,2) = O}, superficie nello spazio.

c)n=3T :={xy,2T: ¢(x,y,2) =0, Y(x,y,2) = O}, curva nello spazio data come
intersezione di due superfici.
[Si veda quanto detto nel $ 2 del Cap. 11 a proposito dei termini "curva' e "superficie”.]

DEFINIZIONE. Sono dati una: funzionef : E(0 R") - R, unvincolo I e un punto x0 O
I". Si dice che x0 & di estremo vincolato o condizionato per f su ™ se x0 & punto di estremo per
larestrizionedi farl .

ESEMPI. 2) Trovare gli estremi condizionati della funzione f(x,y,2) = x + y2 + z3, con i
vincoli: z=x2+y2, x+y+z=1

3) Trovarei punti della curva di equazione 3x2 + 2xy + 3y2 = 1 che hanno distanza massi-
ma o minimadal punto origine 0.

Stabiliamo, intanto, il seguente risultato:

TEOREMA 21. Sano: f: A(0 R") — R unafunzione di classe C sull'insieme aperto
AT ={(xy)T 0A:¢(x,y) =0} O0A unvincolo per fevy. | =[a,b] - RNuna curva
regolare (cioé differenziabile e con y'(t) # 0, [It O 1), con sostegno contenuto in . Sa poi

X0OT, con x0=y(ty), to O ]a,b[. Se x0 & punto di estremo condizionato per fsuTl, allora si
ha

<0f(x9), y'(x%)> = 0.

DIM. Lafunzione Y(t) = f(y(t)) : [a,b] - R édi classe C1 ed hain tp un punto di estremo
interno. Dunque, per il Teoremadi Fermat, si ha

0= '(to) = <Uf(x0), y'(x°)>. O

Cio ci mostrachei punti di estremo vincolato vanno ricercati fraquelli in cui il Of o non e
definito o e ortogonale alla tangente di ogni curva regolare passante per il punto stesso e

avente il sostegno contenuto nel vincolo I'. Ci si esprime dicendo che [Jf e ortogonale al vin-
coloT.
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Il metodo del moltiplicatori di Lagrange

Una condizione necessaria affinché un punto siadi estremo é fornita dal seguente risultato,
attribuito a Lagrange. Non produrremo la dimostrazione di questo Teorema; inoltre, anziché
darne un unico enunciato generale, preferiamo spezzarlo in tre diverse proposizioni, allo sco-
po di renderne piu chiaro I'utilizzo pratico.

TEOREMA 22. Sano: f, ¢ : A0 R2) — R due funzioni di classe C! sull'in-
semeaperto A, T :={(x,y)T OA: ¢(x,y) =0}, xX0=(Xg,yo)T O, conl@ (x0) # 0. Allora,
se x0 e di estremo condizionato per lafsu T, esiste un numero reale A tale che

D) + Aol (x°) =0,

cioe (Xo, Yo, Ag) € soluzione del sistema:

UX(X’y) + Adx(xy) =0
*) [Hy(xy) + Apy(xy) =0 . O
Loy) =0

OSSERVAZIONE. Notiamo che la condizione necessaria espressa dal Teorema prece-
dente dice che [If é parallelo a[§ . Tenuto presente che [ € ortogonale alatangente alla

curvadi sostegno I (cfr. I'Esercizio 6), si vede che il risultato concorda con quanto visto nel
Teorema 21.

ESEMPIO. 4) Trovarei punti della curvadi equazione 3x2 + 2xy + 3y2 = 1 che hanno di-
stanza massima 0 minima dal punto origine 0. Poiché la radice quadrata &€ una funzione cre-
scente, il problema e equivalente a quello di trovare il valore massimo e il valore minimo
dellafunzione f(x,y) = x2 + y2, coniil vincolo ¢(x,y) = 3x2 + 2xy + 3y2 - 1 = 0. || sistema (*) di-
venta:

gx+)\(6x+2y):0 gl+3}\)x+)\y=0 E(1+2)\)(x-y):0
[(Dy+A(By+2xX)=0 = 1+ 3\)y+Ax=0 < 1+ 3\)y+Ax=0 <
X2 +2xy +3y2-1=0 X2 +2xy +3y2-1=0 X2 +2xy +3y2-1=0
=y o D=3
= 1+ 4\)x=0 (O x:yzi\/f‘rz) U :_ZX (O x:-y:i%').
x2=1 x2 =1

Si hapoi [ (X) =0seesoloseéx=0, maQnon appartieneal . Lafunzionef é continuaed
e ristretta ad un insieme chiuso e limitato; esiste percio un valore massimo ed uno minimo.
Gli unici punti dove lafunzione pud assumere questo massimo e questo minimo sono:

1-02V20 ,_QVv2 V2@ 3_g'1 411
XT0a a4 ¥T0 440" ’2g’—‘ ‘%*2%‘

Avendosi f(x1) = f(x2) = 1/4 e f(x3) = f(x4) = 1/2, si conclude che questi due valori sono, ri-
spettivamente, il minimo e il massimo di quelli assunti dalla f nella restrizione studiata. In
conclusione, i punti della curva che hanno distanza massimada 0 sono x3 e x4, mentre quelli
che hanno distanzaminimasono x! e x2.
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N.B. Si tenga presente che, quando risolviamo il sistema (*), non siamo interessati a de-

terminarei valori di A, lo facciamo solo se questo ci € utile per determinarei valori di xedi y
(e, quando éil caso, di 2) che sono quelli che stiamo cercando.

'n =3, 1vincolo.| TEOREMA 23. Sano: f, ¢ : A@ R3) - R due funzioni di classe

Cl sull'insieme aperto A, T = {(x,y,2T OA: ¢(x,y,2) =0}, x0 = (Xo, Yo, Zo)T O I, con
[ (x0)# 0. Allora, se x?edi estremo condizionato per laf suTl, esiste un numero reale Ag
tale che

Of(x9) + Aold (x0) =0,
cioé (Xo, Yo, Zo, Ao) € soluzione del sistema:

(YD) + Mpx(xy.2) =0
) Y.2) +Mdy(xy) =0
AxY.2) + M AxY.2) =0
(xy.2) =

ESEMPIO. 5) Trovare gli estremi dellafunzione f(x,y,2) =x+y +z, su

g X2 2 0O
= T = 2 + 5 =
E: B(x,y,z) 1 +y2 + 9 1%

Il sistema (*) diventa:

2 _.2
+4)\X 0 _Xx
+ 2Ay =0 =4
2 - s - (1H0E
ZX

+9)\z 0 —

+y2+§ 1 Eigxzz 1
R

0 [J= > @ Ly=2/7
iw: B

Si hapoi [ (xX) =0seesoloseex=0, maQnon appartieneal . Lafunzionef é continuaed
e ristretta ad un insieme chiuso e limitato; esiste percio un valore massimo ed uno minimo.
Gli unici punti dove lafunzione pud assumere questo massimo e questo minimo Sono:

=827 -7 2= B A AHE

Avendosi f(x2) = 7_-\/% ef(xl) = - 7_-\/% si conclude che questi due valori sono, rispettiva-
mente, il massimo eil minimo di quelli assunti dallaf nellarestrizione studiata.
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'n =3, 2vincoli.| TEOREMA 24. Sano: f, ¢, Y: A@ R3) - R trefunzioni di classe
Clndl'insieme aperto A, T :={(x,y,2T OA: ¢(x,y,2) =0, Y(x,y,2) =0}, xO= (Xo, Yo, Z0)T
0xX%) dy(x0) ¢Ax°) [

x(X%) Wy(x%) Yz(x0)

Allora, se x0¢é di estremo condizionato per laf su T, esistono due numeri reali Ag e pg tali
che

0, conla matrice Jacobiana di rango (o caratteristica) 2.

D) + Aol (x°) + pol (x°) =0,

cioe (Xo, Yo, Zo, Ao, Ho) € soluzione del sistema:

(X,y,Z) + )\q) X(X,y,Z) + IllIJx(X,yZ) = O
(X,y,Z) + )\q) y(X,y,Z) + OqJY(X’y1Z) =0
*) [f(xy.D + Md2(xy.2) + hpAxy2) =0 .0

%(x,y,z) =0
(xy,2 =0

ESEMPIO. 6) Si vogliono trovare gli estremi condizionati della funzione f(x,y,z) = x +
y2z, coni vincoli: X2+ y2-2=0ez-x=0. |l sistema (*) diventa

+2AX-pu=0 =-y2

yz+2 Ay =0 y(z+ A)=0

2+u:0 = +2)\X+y2:O = (1)D(2)’
2+y2_2—o 2+y2_2:0

-x=0 -x=0

0
:_y2
_2x2+y2=0 |j(2=1 o
-Z x=z=%x1
@0 2qryz=0 T @“yz S OeY2E0 e 1y=sn
2+y2-2=0 [Zz-x=0
-x=0

Gli unici punti in cui il rango della matrice jacobiana del vincolo € minore di 2 sono, come si

constata facilmente, quelli del tipo (0, 0, z)T che perd non appartengono arl . | punti che pos-
sono essere di estremo condizionato per la nostra funzione sono dungue i seguenti:

X1=(2,0,Y2)T;, x¥=(v2,0,v2T, ¥¥=(1,1 1T,
x4=(1,-1,1)T; x=(-1,1,-1)T; x6=(-1,-1,-1T.

Si ha f(x1) =v2, f(x2) =v/2; f(x3) =f(x4) = 2; f(x°) =f(x6) =-2. | vaori minimo e massimo
sono dunque -2 e 2.
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OSSERVAZIONE. (Ricetta per laricercadei punti di estremo). | punti di estremo per
unafunzionef: E (@ R") -~ R, con FE={x: ®(x) =0}, vanno ricercati tra:

1) i punti interni incui e Of = Q;

2) i punti interni in cui f non é differenziabile;

3) i punti di frontierain cui e applicabile il metodo dei moltiplicatori di Lagrange;

4) i punti di frontierain cui non e applicabile il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e, in

particolare, i punti in cui il rango della matrice jacobiana J® non &€ massimo.

ESEMPIO. 7) Cercare gli estremi della funzione f(x,y,z2) = x +y + z, ristretta a cubo
E={(xy,2T:0<x<1,0<y<10<z<1}.

Occupiamoci dapprimadei punti interni. Si vede subito cheil gradiente dellaf & definito in
ogni punto e non € mai nullo. Non ci sono punti di estremo interni.

Veniamo ai punti di frontiera. Cominciamo con i punti interni alle facce del cubo.

FacciaF; = {(x,y,2T: 0<sx<1,0<y<1, z=0}. Siottiene lafunzione f(x,y) = x + .
Questa & una funzione di due variabili definita su un quadrato; il gradiente di questa funzione
e sempre definito e mai nullo; non c¢i sono punti di estremo interni. In modo analogo si
procede per le altre facce del cubo.

Si passaalloraagli spigoli. Sia, per esempio, S ={(x,y,2": 0<x<1, y=0,z =0}. Si ot-
tiene lafunzione f(x) = X, che non ha punti di estremo per 0 < x < 1. Non ci resta che da cal co-
larei valori dellaf negli 8 vertici del cubo. Minimo: f(0, O, 0) = 0; massimo: f(1, 1, 1) = 3.

8§7. ESERCI ZI

1) a) Siano: g: R2 - R2lafunzione @;Osgﬁ f:R2

e h(u) = fog(u). Si calcoli (Jh)(u®), con WO = (pe,9o)T.

- R, unafunzione differenziabile

osu
b) Stesso problemacon g: R - R3datada % ﬁe f: R3 - R differenziabile.

oh, 1 [pof of  Omosdy -posind
[O.a) g(uo) (UO)E— g(xo ), (XO)HH;naO pocosﬁﬁ:

_ [of
x0)cos 9 +—x05|n19,
5() 0 () 0 o

D-
o
nUo
D) g 0= £ 00 ), Golffostotk - 7 sinuo + 7 (1) costo + 7 )]

2) Calcolareil gradiente delle seguenti funzioni di K20 R3in R:
a) f(x,y) = X2 + y2sin(xy); b) g(x,y,2) =log(x2 +y2 - 22); c) h(x,y,2) =xV- 2.
[O. &) Of(x) = (2x + y3cos(xy), 2y sin(xy) + xy?cos(xy))T;

_ 2X 2y -4z
b) Ug(x) = %(2 +y2-272 X2 +y2-272 X2 +y2-272 0’

) Oh(x) = (x-2- 1, x(¥ - Dlogx, -x(Y - Dlogx)T ]
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3) a) Calcolare la derivata direzionale della funzione f(x,y) dell'Esercizio (2a) nel punto
(1,2)T secondo ladirezione del vettore (1,2)T.

b) Analoga domanda per le funzioni degli esercizi (2b) e (2c) nel punto (1,1,0)T secondo la
direzione del vettore (1,0,1)T.

[O. a) Il versore della direzione assegnata € v E{% \/2 ET dall'Esercizio (2a) si ha
0f(1,1) =(2+ cosl, 2sin 1+ cos 1)T. Si ottiene: 6—(1,1) =2 +_COS CH 2 2 sm} + cosl :
V5 V5
b) Inquesti casi év = %/Lz 0} \/Z[T poi s procede esattamente come sopra.]
4) Si calcoli la matrice Jacobiana della funzione composta f-g, con f(x) di R3in R diffe-
[Bsing cosd[]
renziabileeg: R3 - R3datada g(p,9.,9) = [(Hsingsind[]
L] p cos¢ []

[O. Bastacalcolareil prodotto (righe per colonne) delle matrici Jacobiane dellaf e dellag:

ot of I:SF”“I)COS19 pcosd cosd -psindsind []
g( X), *( X), f(X)HDsmq) sind pcoshsing psing cosd [
cos¢ -psind 0 L]

5) Siaf: A@@ R") - R differenziabilein x0 0 A, con Of(x0) # 0. In quale direzione € mas-
sima (minima) la derivatadirezionale dellaf in x0?

[O. Siadato un versore v. Sappiamo che &

*) QML _ . 0f, o | < IO = Il ( # 0 per ipotesi).

deD
Il valore massimo (e quello minimo) si hanno quando nella (*) vale il segno di uguaglianza e

sappiamo che cio accade se e solo sei vettori v e Of sono paralleli (Cfr. Teorema 19 del
Capitolo 11).]

6) Curve di livello. Dataf: A@ RN) - R, f differenziabile, fissiamo un punto x0 0 A. E
detto insieme di livello I'insieme

M={x0Af(x) = f(x%}.

Sian = 2. Si puo dimostrare che, se & Of(x9) # 0, I' & almeno localmente, il sostegno di

una curva regolarey (detta curva di livello) esprimibile nella forma cartesiana y = g(x)
[oppure x = h(y)], definitain unintervallo I. Si trovi, sotto queste ipotesi, I'espressione di g'(X)
[di h'(y)].

[O. Sia, per esempio, y esprimibile nellaformay = g(x); si ha dunquey(t) = (t,g(t))T. Posto
F(t) =f(t, g(t)), s ottiene un'applicazionedi | in R derivabile, con F'(t) = 0. Ne viene:
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F(t) = <0f(\(0), Y(©)> =§f(v(t)) + g(v(t))g'(t) =0,
X oy

o=

7) Si trovino gli estremi dellafunzione f(x,y) = x + y ristretta all'insieme dei punti del piano
per cui ex4 +y4-2xy - 1<0.

[O. S vede subito che non ci sono punti di estremo interni al dominio. Passando ai punti di

frontiera. Si constatache & [@ (x) = 0 solo nei punti (k,K)T con k 0 {0, £ V1/2} che perd non
appartengono a vincolo. Applicando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, s ottieneil si-
stema formato dalle 3 equazioni:

*) 1+2AN23-y]=0; 1+2A[2y3-X]=0; x4+y*-2xy-1=0.
Sottraendo la seconda dalla prima, si ottiene:
2N[2(x3 - y8) + (X -y)] = 2A(x -y)[2x2 + 2xy + 2y2 + 1] = 0.

SeeA =0, laprimadelle (*) divental = 0. Deve percio essere A # 0. Si vede che I'ultima
equazione & soddisfatta solo dai punti per cui € x =y (infatti €2x2 + 2xy + 2y2 + 1 = x2 + y2 +
(x +y)2 +1>0). Sostituendo nellaterza delle (*), si ottiene I'equazione: 2x4 - 2x2-1=0. S

.. : + . S :
trovano cosi i punti x1 = (t,t)T ex2 = (-t,-t)T con t :V 2\/ 3. Conclusione: il minimo condi-

* V3 il massimo e f(xt) = 271 03

zionato dellaf e f(x2) = -2; ;

8) Si trovino gli estremi della funzione f(x,y) = x2 + y2 ristretta al'insieme dei punti del
piano per cui ex4 +y4-2xy-1=0.

[O. ... S ottiene il sistemaformato dalle 3 equazioni
*) X+ A[23-y]=0; y+ A[2y3-X]=0; x4+y4-2xy-1=0.

Non pud essere A = 0, perché si otterrebbe I'uguaglianza 1 = 0. Non puo essere x = 0, perché
dalaprimasi otterrebbe anchey = 0, ma (0,0) non € soluzione della terza. Dunque X, y € A
sono tutti diversi da zero. Dalle prime due (*) s ottiene:
1_2¢-y_2y°-x
A X y o

dacui (2xy +1)(x2 - y2) = 0.

Se fosse 2xy + 1 = 0, laterza delle (*) diventerebbe x4 + y4 = 0, che non da soluzioni, es-
sendoxz0#Yy.
Dax =y s ottengono i punti x! e x2 trovati nell'Esercizio precedente.

Dax = -y, s trovano i punti x3 = (t't')T ex4 = (-t',-t)T, cont'= /- ;\/3.

Minimo: f(x3) = f(x4) = -1 +V3; massimo: f(x1) = f(x2) =1 +V3\]
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9) Si ricerchino il massimo e il minimo dellafunzione f(x,y,2) = xyz ristretta all'insieme
Ex:={(xy,2T: x+ y+z=k,x=0,y=>0, z>0}.

Si sfrutti il risultato ottenuto per dimostrare che la media geometrica di 3 numeri positivi €
sempre minore o uguale allaloro media aritmetica.

[O. Lafunzione f & continua e definita su un insieme compatto, quindi, per il Teorema di
Weierstrass, anmette un massimo e un minimo. Si vede subito che il minimo € 0 ed e assunto
nei punti in cui € nulla a@meno una delle coordinate. Cerchiamo il massimo frai punti del
dominio per cui x>0,y >0, z> 0. Applicando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, s
ottiene il sistema formato dalle 4 equazioni:

*) yZ=- A, XZ=- A, Xy = -A; X+ y+z-k=0.
Dalle prime 3 delle (*), dividendo membro a membro, si ottiene il sistema

X=y=z
Sostituendo nella quartadelle (*), s ottienex=y=z= 3 Il valore massimo della f € dunque

k k : k3
assunto nel punto x0 = L& 2 §ET es haf(x0) = 25

=~

Dunque, dax>0,y>0,z>0,x+y+z=3M (=K), segue xyz< M3 e quindi 3‘xyzs M.]
10) Si studi il comportamento nell'origine delle funzioni di R2in R:

fi(xy) = X2 + y4, fa(xy) =x2-y4  fa(xy) =% fa(xy) = x2 +y3,
gi(xy) = x4+ y4; g(Xy) =x4-y4  ga(xy) =x4 galxy) =3
[O. Per tutte le funzioni & Of(Q) = Q. Per le prime 4 funzioni e <(Hf;)(Q)u,u> = 2u? che e

una forma quadratica semidefinita positiva, ma 0 € punto di minimo per f;, di sella per f, di
minimo relativo in senso debole per f3 e nulla di tutto cio per f4. Per le ultime 4 funzioni

<(Hg;j)(O)u,u> eil polinomio nullo (forma quadratica nulla); ora Q & punto di minimo per g;,
di sellaper gy, di minimo relativo in senso debole per gz e nulladi tutto cio per ga.]

11) 3.- Si determinino gli estremi assoluti e relativi dellafunzione f(x,y) = log(x-+ 2y),
sull'insieme E={(xy)T: @ +y2 <1} n D, con D = dominio di f.
12) E datalafunzione f(x,y) = X2 - x - y2.

a) Trovare gli estremi assoluti e relativi di f.
b) Trovare gli estremi assoluti di f ristrettaall'insieme E = {(x, y)T: X2 + y2 < 1}.

13) Si determinino gli estremi assoluti erelativi dellafunzione f(xy,2) = x2 +y2 + 22,

2 2
sull'insieme E:{(x,y,z)T:XZ+y2 +%s 1}.

14) Si determinino gli estremi assoluti e relativi dellafunzione f(x,y) = x2 - 2xy2 - y2,

sull'insieme E={(xy)T: @ +y2 <1}.



