Capitolo Undicesmo

LO SPAZIO R

81. STRUTTURA METRICA DI Rn
E ben notaladefinizione di R

Rh=RxRx...xR={(X, X, X3, ..., %n): X O R,i=12,...,n}.

Ci interesserannoi casi n=1, 2, 3.
In RN sono definite le due seguenti operazioni:

1) Somma:
(Xl, X2y weny Xn) + (YL y2! Ty Yn) = (Xl+ YL X2 + YZ: <oy Xn +Yr1)-
2) Prodotto per uno scalare:

A (X1, X2, ..., Xn) := (AXg, AXp, ..., AXp), CONA O R.

Gli elementi di k" possono dunque essere interpretati come vettori (cfr. 8 3). Usando no-
tazioni vettoriali, conviene pensare gli x; disposti in colonna, anziché in riga. Poniamo percio:

dF
x: = U2 (xg, %, ..., X)T.
ol
Si tenga ben presente che, seén > 1, I'insieme RN non € ordinato, ossia: Seén > 1, non &

possibile definirein k" una relazione d'ordine totale che sia compatibile con le operazioni di

somma e di prodotto per un numero reale e in modo che continui a valere la proprieta di esi-
stenza dell'estremo superiore.

In RNs introduce la distanza euclidea data dalla seguente

DEFINIZIONE. Dati x = (X1, X2, ..., Xn)T, ¥ = (Y1, Y2, ..., Yn)! O RN, s definisce distanza
(euclidea) trax ey il numero reale

dix, ¥) = V(x1-y1)2 + (X2 - ¥2)2 + ... + (Xn - Yn)? .
Pern=1,s ha d(x, y) = [x-yl.

TEOREMA 1. (Proprieta della distanza) - La distanza € un'applicazione di RN x RN
in R che gode delle seguenti proprieta:

1)dxy) =0, Ox,y ORN, (non negativita);
2)dx.y) =0 = x=y, Oxy ORN, (non degeneratezza);
3) d(x,y) =dy,x), Ox,y ORN, (smmetria);

Hdx y)<sdx,2+d(z,y), Oxvy,zORN, (disuguaglianza triangolare). [
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Le prime affermazioni sono ovvie; I'ultima verra provatanel 8 3, dopoil Teor. 19.
Questo risultato si esprime dicendo che RN & uno spazio metrico.

DEFINIZIONE.
L'insieme S(x0, r) :={x: d(x, x0) <r} e detto sfera aperta di centro x0 eraggior.
L'insieme §x0, r] :={x: d(x, x9) <r} edetto sfera chiusa di centro x0 eraggior.

Per n = 1, le sfere sono gli intervalli, per n = 2, i dischi, rispettivamente aperti o chius, di
centro x0 eraggior.

DEFINIZIONE. Uninsieme U O RN e detto un intorno di un punto x0 se esiste una sfera
S(xO, r) contenutain U. L'insieme degli intorni del punto x saratalvoltaindicato con U(X).

TEOREMA 2. Gli intorni di un punto godono delle seguenti proprieta:

1) Ogni intorno di un punto contiene il punto stesso.

2) SeU eunintornodi xX%eV O U, alloraancheV éunintornodi x°.

3) SeU eV sonointorni di x9, allora étaleanchel'insiemeU n V.

4) See x0# y0, allora esistono unintorno U di xX°euno V di yotalicheU n V=0.

DIM. Se U éinintorno di un punto x9, allora, per definizione, esiste una sfera aperta S di
centro x0 contenutain U; dunque x° 0 U (Prop. 1). Sepoi e U 0OV, si haanche SOV, e quindi
anche V e intorno di X0 (Prop. 2). Se U eV sono intorni di un punto x0, esistono una sfera S
contenutain U eunasfera S' contenutain V, entrambi con centro in x0; quella delle due sfere

che hail raggio piu piccolo € contenutain U n V che & dunque ancora un intorno del punto x0
(Prop. 3).

Passiamo alla (4). Siano Y0 e x0 due punti distinti e sia d un numero reale positivo e minore
di % d(y¥0, x0). Vogliamo mostrare che & S(x0, 8) n S0, 8) = @. Procediamo per assurdo. Se

esistesse un x 0 §(x9, 8) n SO, 8), S avrebbe:
d(y°, X°) < d(y°, X) + d(x, x°) <28 < d(y°, x°). O
DEFINIZIONE. Si dice che un punto x e interno aun insieme E se esiste una sfera aperta

di centro x contenutain E. L'insieme dei punti interni aun insieme E si chiamainterno di E e

s indicacon int E o conE. Un punto x si dice esterno aun insieme E se e interno al comple-
mentare di E, ossia se esiste unasferadi centro x contenutain CE.

DEFINIZIONE. Un insieme E € detto aperto se ogni suo punto gli € interno o, equivaen-
temente, se E e intorno di ogni suo punto.
In altre parole, un insieme E é detto apertoseé E =int E.

[ | TEOREMA 3. Una sfera aperta & un insieme aperto.

DIM. Consideriamo una sfera aperta S(x°, r) e un punto y9 O S. Proviamo che S € intorno
anche di V0. Sia d un numero reale positivo e minore di r - d(x0, y9); mostriamo che & S0, d)
0SX0, r). Seéx 0 SO, 8), dacui d(x, y0) <3, s ha

d(x, x0) < d(x, ¥0) + d(0, X°) <&+ (r-§) =r. 0

DEFINIZIONE. Un punto x € detto di accumulazione per un insieme E se in ogni intorno
di x cadono infiniti punti di E. L'insieme dei punti di accumulazione per un insieme E e detto

il derivato di E e s indicacon -DE.
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DEFINIZIONE. Un sottoinsieme E 0 RN é detto limitato se esiste una sfera S di centro
nell'origine contenente E.

Sussiste al riguardo il seguente risultato del quale omettiamo la dimostrazione (cfr. Cap. 2,
Teor. 22).

TEOREMA 4. (di Bolzano - Weierstrass) - Ogni sottoinsieme infinito e limitato E di
R " ammette almeno un punto di accumulazione. [

L'ipotesi che E siainfinito e banalmente necessaria. Sappiamo poi gia dal caso n =1 che,
se E non e limitato, il Teorema precedente pud cadere in difetto: basta prendere E = [N.

DEFINIZIONE. Un punto x é detto aderente a un insieme E se in ogni intorno di x cade
almeno un punto di E. L'insieme dei punti aderenti aun insieme E e detto lachiusuradi Eesi

indicacon cl Eocon E. Uninsieme E édetto chiusoseeE=cl E.
§  TEOREMAS5.Shad E=E0 DE.

DIM. Sia, intanto, x 0 E 0 LDE. Seex 0 E, inogni intorno di x c'e certamente almeno un

punto di E, lui stesso. Seéx 0 DE, in ogni intorno di x ci sono addiritturainfiniti punti di E.
Proviamo il viceversa. Siadunque x 0 cl E. Per raggiungere latesi, basta mostrare che, se e

x O E, deve essere x 0 JDE, In ogni intorno di x ¢i sono punti di E diversi da x. Supponiamo,
per assurdo, chein un intorno U di x cada solo un numero finito di punti di E; siano questi x1,
X2, ..., XM Diciamo Slasferadi centro x eraggior, con

r < min{d(xt, x9), d(x?, x9), ..., d(x™ x%}.

Si vede subito ches haSn E =@, contro I'ipotesi x O cl E. [

DEFINIZIONE. Un punto x 0 E che non siadi accumulazione per E € detto un punto iso-
lato di E.

ESEMPI. 1) n = 1. Ogni intervallo aperto & un insieme aperto e ogni intervallo chiuso e un
insieme chiuso. Sial = [0,1]. Si haint | =]0,1] # I, dunque | non € aperto; si hacl | =[0,1] #
|, dunque | non & nemmeno chiuso.

Datale esempio, si vede che:

[ | Esistono insiemi che non sono né aperti né chiusi!

2) @ e RM sono sia aperti che chiusi (Esercizio!). Si potrebbe anzi dimostrare chein RN
non ci sono altri insiemi che risultino contemporaneamente aperti e chiusi.

3n=2.SaE=[01]x[0,1] O{(x, O)T: 1<x<2}.S ha
intE=]0,1[ x]0,1[; cl E=[0,1] x[0,1] O {(x, O))T: 1<x<2}.
Hn=1E=0Q.S haintQ=@;c Q=R.

5) L'intervallo aperto | =]0,1[ € un sottoinsieme apertodi R, mal' ={(x, 0)T: x 0 I} non &
un sottoinsieme aperto di R2. L'intervallo chiuso J = [0,1] € un sottoinsieme chiuso di R e
Iinsieme J ={(x, 0)T: x 0 J} echiusoin k2, ma, mentreeint J=]0,1], s haintJ =@.
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TEOREMA 6. 1) Se A & un insieme aperto, il suo complementare CA & un insieme
chiuso.

2) Se C e un insieme chiuso, il suo complementare CC € un insieme aperto.

DIM. 1) SiaA uninsieme aperto. Seéx 0 A, esiste una sfera aperta Sdi centro x contenuta
in A. In Snon ci sono percio punti di CA. Dungue x non € aderente a CA. Ne viene che i

punti aderenti a CA devono appartenere a CA e che, di conseguenza, quest'ultimo insieme &

chiuso.
2) Sia C un insieme chiuso. Dungue C contiene tutti i punti che gli sono aderenti. Ma a-

lora, se € x O CC, x non puo essere aderente a C. Deve percio esistere una sfera Sdi centro x
privadi punti di C, maalloraé S0 CC. Si conclude che ogni punto di CC gli €interno e che,
pertanto, tale insieme é aperto. [

TEOREMA 7. 1) L'unione di quanti si vogliano insiemi aperti & un insieme aperto.
2) L'intersezione di un numero (finito) di insiemi aperti € un insieme aperto.

3) L'unione di un numero (finito) di insiemi chiusi & un insieme chiuso.

4) L'intersezione di quanti si vogliano insiemi chiusi € un insieme chiuso.

DIM. 1) Siadataunafamigliadi insiemi aperti esiaAlalororiunione. Seex 0 A, x deve
appartenere ad almeno uno degli aperti dati; indichiamolo con A'. Esiste allora una sfera di
centro x contenutain A' e, quindi, in A.

2) Siano A e B dueinsiemi aperti esiax 0 A n B. Allora x deve appartenere ad entrambi gli
insiemi. Esistono percio due sfere di centro x contenute unain A e l'altrain B, quindi la piu
piccola delle due e contenutain A n B. Il ragionamento puod essere facilmente esteso al caso
di un numero (finito) qualunque di insiemi aperti.

3) Se A e B sono chiusi, CA e CB sono aperti ed & quindi aperto anche CA n CB.
Ricordando che, per le formule di De Morgan, € CAn CB = C(A D B), si conclude che

C(A T B) e aperto e che, pertanto, A0 B & chiuso. Il ragionamento si estende a caso di un
numero (finito) qualungque di insiemi chiusi.

4) Si prova come la (3), sfruttando la (1) e ricordando che il complementare dell'unione di
guanti si vogliano insiemi € uguale all'intersezione dei complementari. [

Si badi che I'intersezione di infiniti insiemi aperti puo ben non essere un insieme aperto e,

similmente, la riunione di infiniti insiemi chiusi puo non essere un insieme chiuso, come ap-
pare dai seguenti

ESEMPI. 6) Sia, per ognin 0 N*, 1,=]0,1+ 1/n[; s ha ﬂ:’: In=10, 1] chenon éun
insieme aperto, pur essendo tali gli Ip.

7) Sia, per ogni n O N*, Iy =[0, 1 - /n]; si ha: 0’7 1, = [0, 1] che non & un insieme
chiuso, pur essendo tali gli Ip.

DEFINIZIONE. Dicesi frontiera di uninseme El'insieme FE=cl E n ¢l (CE).

L'insieme F E & dunque formato dagli elementi che non sono né interni né esterni al'in-
siemeE; cioé: x 0 FE seesolo sein ogni intorno di x cadono sia punti di E sia punti di CE.

Ne viene subito che & F E = F (CE). Sfruttando la definizione e il Teorema 6 si puo poi di-
mostrare che (cfr. Esercizio 5): La frontiera di un insieme E € un insieme chiuso.

ESEMPI. 8) n=1.Siano | =]0,1[; J=10,1], K=[0,1]. s ha F1 = FJ= FK ={0, 1}.

NAn=2.SaE=[01 x[0,1] O {(x,0T:1<x<2}.S ha
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FE={(x,0T:0<x<2} O{(x, DT:0<sx<1} O{(x,y):x0{0,1};0<y<1}.
10)n=1E=0Q.Sha¥Q=R.
11)n=1.Siano E;=[-1,0[; Ex =0, 1]. S ha

FE1={-1, O}; FE,={0, 1};
FJFE]_D ?EZZ{-]., 0, 1}; GF(E]_D Ez):{-l, 1};
FE1 n GFEZZ{O}; }(Elﬁ Er) = @.

Gli insiemi degli Esempi 8, 9, 11 sono limitati; quello dell'Esempio 10 non lo &.

DEFINIZIONE. Un sottoinsieme K di RM e detto compatto se € chiuso e limitato.

ESEMPIO. 12) SaE = {%‘: n 0 N*} non & compatto perché, pur essendo limitato, non &

chiuso. Infatti, 0 e un punto di accumulazione per E, manon gli appartiene. Essendo 0 I'unico
punto di accumulazione per E, si ha subito che E 0O {0} € compatto. Pitiin generale, si vede
subito che la chiusuracl E di un insieme limitato E € un insieme compatto (cfr. Esercizio 5).

§2. APPLICAZIONI

Ricordiamo che, dato un sottoinsieme E di k", si dice applicazione o funzione di E in RM
una legge che a ogni elemento x di E associa uno (e un solo) elemento di K™, detto immagine
di x tramite laf e indicato con f(x). L'insieme E é detto il dominio dellaf; RM e detto il co-
dominio dellaf; I'insieme {f(x): x 0 E} (O R™M) e detto I'insieme immagine di E tramite laf.
Per esprimere il fatto che f @ unafunzione di E(0 R") in RMscriveremo f: E(@@ RN) — RM.

Dataf: E(0 R") - RM ad ogni x = (X1, X2, ..., Xn)T O E resta dunque associato un ele-
mento f(X) = (f1(X1, X2, ..., Xn), T2(X1, X2, +..\ Xn), - fm(Xe, X2, -.., X)) T O RM. E dunque:

1(X1, X2, ..., Xn) [
f()_() = f(Xl, X2, .., Xn) = (fl()_(), fZ()_(), - fm(>_())T - (X]_, X2, ey Xn) D
Lh(xq, X2, .., %) L

Le funzioni fi(xq, X, ..., Xp): E@CRM) - R, coni =1, 2, ..., m, sono dette le componenti
di f.

Per determinare il dominio di unaf: E(0 R") - RM, bastatrovare i domini delle singole
componenti e farne I'intersezione.

ESEMPIO. 1) Si cercail dominio dellafunzione f di R2in R2:

_ _ dl(xi y)EE El_-X2+W' L
== 0x T B ogey) 0

[l dominiodi fi(x,y) € {(x, Y)T: x| < 1; |y| = 1}; quello di fx(X, y) € dato dal primo e dal
terzo quadrante, assi esclusi. I| dominio dellaf é quindi:
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E={(x,y):0<x<1y=21} O0{(x,y)T:-1<x<0,y<-1}.

Lenozioni di limite e di funzione continua s estendono naturalmente a nuovo contesto.
DEFINIZIONE. Unafunzione f: E (0 RN) - RMecontinua in un punto x0 O E se, per

ogni intorno V di f(x0), esiste un intorno U di x° per cui si abbia f(x) OV per ogni x 0 En U,
ossiase:

(O &>0)(Hx0 &) > 0)(0 x D E)(d(x, x°) <80 d(f(x), f(x)) <e).

Ne viene che se X0 € un punto isolato di E, alloraf & continuain xP.
Laf e continuain E se & continuain ogni punto di E.

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzionef: E (0 RN) - RMeun punto X0 di accumula-
zione per E. Sidicecheunpuntol 0 RMeil limite di f(x) per x — X9, o chelaf tendeal per x
chetende a x9, se, per ogni intorno V di |, esiste un intorno U di x0 per cui si abbiaf(x) OV per
ogni x JE n U \{x%}, ossiase:

(O e>0)(03(x0, €) >0)(0 xIE)(0<d(x, x0) <d0 d(f(x),]) <e).

Intal caso, S scrive Xlirr)l(0 f(x) =1.

OSSERVAZIONE. Sia X = (X3, X2, ..., xn)T 0 S0, 1) 0 RN, conx = (x, X3, ...x)7T.

Essendo \/(xl-xg)2+(x2->§)2+ +(xn-x2)2 <r, deve essere [x -xi0|<r, per ogni i < n.
r

Viceversa, affinché siax 0 S(x9, r), & sufficiente che, per ogni i < n, si abbia |X; - >{)| < n

~/nr2
Infatti, se cosi &, risulta: -\/(xl-xg’)Z + (Xo - >§)2 + ...+ (xn-x2)2 < %: r.

Da questo fatto segue subito il

TEOREMA 8. 1) Unafunzionef: E (0 RN) - RMeécontinuainun puntox° 0 Esee
solo se e tale ogni sua componente.

2) Per una funzione f = (fy, f, .., fn)T:E(0 RN) - RMs ha Xlirr)1<o f(x)=1,conl =
(I, I, ..., Im)T, seesolo se, per ogni i <m, si ha )(Iim(o fix)=1;.0

Per ogni x 0 RN, si pone lIxIl = d(x, 0) :;7 xf + x% +...+ xﬁ . Torneremo su questo punto
nel prossimo paragrafo. Per ora ci basta la notazione.

DEFINIZIONE. Siano dati unafunzionef: E (0 R") -~ EM con E insieme illimitato, e
un punto | 0 RM. Diremo che lafunzione f tende a | per lixll che tende a infinito se, per ogni
intorno V di |, esisteun H 0 R tale che per ogni x di E, con lixll > H, si haf(x) OV, ossia se:

(O e>0)(0 HE) 0 RYD x 0 E)(Ixl > H O d(f(x), 1) < €).

Intal caso, si scrive ||>d||i m_f(x) =L

Lanozione di limite infinito pud essere estesa al caso di funzioni di RNin R:
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DEFINIZIONE. Siano dati una funzionef: E (0 RN) — R e un punto x0 di accumula-
zione per E. Si dice che laf tende a piu infinito (+e) o che ha limite piu infinito per x che
tende ax9se, per ogni M O R, esiste unintorno U di x0, tale che, per ogni x 0 U n E\ {x%}, ri-
sulti f(x) > M, ossia se:

(OMOR)(E3¥(xOM) >0)(UxDE)(0<d(x,x) <30 f(x)>M).

Intal caso, s scrive Xlirr)1(O f(X) = +oo.

DEFINIZIONE. Siadataunafunzionef: E (0 R") - R, con E insieme illimitato.
Diremo che lafunzione f tende a pit infinito per lixll che tende a piu infinito se per ogni M O

R, esisteun H 0O R tale che, per ogni x di E, con lixll > H, si haf(x) > M; in simboli:

(OM O R)YOHM) 0 R)O x0 E)(iIxll > H O f(x) > M).

Intal caso, S scrive ”x!li m_ f(X) = +oo.

In modo analogo a quanto fatto nel caso R — R, si da anche la nozione di funzione che
tende a-o 0 a per x che tende ax0 o per lixll che tende a +o.
Per esempio, Xlirr)}0 f(x) = -oo significa che:
(OMOR)O¥xOM)>0)(0xDE)(0<dx,x) <80 f(X) <M).
E ancora, ||>a||i m_ f(x) = o significa
(OMOoR)OHM) O R)(OxaE)(xll >HO [f(x)]> M).
Chi studia completi lalista delle definizioni, esaminando tutti i casi possibili.
ESEMPIO. 2) Proviamo che per lafunzione f: R2\ {0} - R2 definitada

_Xx+1 y T

& Jim If()1 = +oo. Infatti, seex>-, s ha

VT D2 +y? _VXZFyZrox+l_ VxZ+y2 _ 1

X2 +y2 X2 + y2 X2+y2 Il

If(X)Il =

chetende a+» se x tende a 0.

Molti dei Teoremi visti per le funzioni reali di una variabile reale conservano validita an-
che nel caso piu generale di cui ci stiamo occupando e, in molti casi, la dimostrazione si ot-
tiene semplicemente adattando quella vista nel caso particolare. (Naturalmente, lasommaceil
prodotto per una costante vanno intese in senso vettoriale.) Ci limitiamo, percio, afare qual-
che osservazione e arienunciare qualcuno dei Teoremi.

TEOREMA 9. (di Bolzano - Weierstrass) - Ogni successione limitata di K" ha una
sottosuccessione convergente. [
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TEOREMA 10. Un sottoinsieme E di RN e compatto se e solo se ogni successione di
elementi di E ha una sottosuccessione convergente ad un elemento di E. [J

TEOREMA 11. Sadata una funzionef: E (0 R") -~ RM, esia x0un punto di accu-
mulazione per E, Allora:

1) (Unicita del limite) - Se esisteil limite di f(x) per x che tende a x9, esso & unico.

2) (Limite della restrizione) - Sa x0di accumulazione per un sottoinsieme T di E, al-
lora, seesisteil limite di f(x) per x che tende a X9, esiste anche il limite, sempre per x che
tende a X0, dellarestrizionedellafa T ei due limiti coincidono.

3) (Limitatezza locale) - Se esistefinito il limite della f per x che tende a x9, allora esi-
steunintorno U di xOincui laf elimitata [ossia: € limitato I'insieme f(U)].

4) (Permanenza del segno) - Se una funzione f: E (0 RM) - R ha un limite positivo
[negativo] per x che tende a X0, esiste un intorno di x%dove, per x #x9, la f &€ ancora posi-
tiva [risp. negativa]. [J

TEOREMA 12. Sano date due funzioni f, g : E (0 R") - RM, e sia xOun punto di
accumulazione per E, Allora:
1) Seéxlin)}0 fix)=1e Xlirr)1(0 gx)=m,s haanche)(lirr;(O f+g)X¥)=l+m

2) Seéxlirp(0 f(x) =1 esea eunnumeroreale, s ha Xlirr)1(O (af)(x)=al. O

Il Teorema sul limite delle funzioni composte conserva inalterati il suo enunciato e la sua
dimostrazione.

| Teoremi sul limite del prodotto, della reciproca e del quoziente, (come quello della per-
manenza del segno) conservano laloro validita solo nel casom= 1.

Seen > 1, non hapiu senso parlare di limite destro o limite sinistro. Non si puo parlare
nemmeno di limite per x che tende a+o 0 a-c, masolo di limite per lIxll che tende a +c..

In modo similare si estendono i Teoremi sulla continuita.

nita su un insieme compatto K, allora I'insieme immagine f(K) e anch'esso un insieme

TEOREMA 13 (di Compattezza) - Sef :K (O k") - R™M e una funzione continua defi-
compatto.

DIM. Prendiamo una successione (Y")n di punti di f(E). Per ogni indicen, esisteun x" 0 E
tale che f(x") = y". Essendo E compatto, la successione (x"), ha una sottosuccessione (X"
convergente a un punto x* 0 E. Per la continuita dalla f; la sottosuccessione (f(x))k = (Y™)k
di (y"), converge af(x*) O f(E). Dunque f(E) € compatto (Teorema 13). [

definita su un insieme compatto K, allora la f assume su K un valore minimo e uno mas-

COROLLARIO 14. (di Welerstrass) - Sef :K (0 RN - R, € una funzione continua
simo. ;[

Si tenga ben presente che, come si e giavisto nel caso R — R, se il dominio K non e
compatto, il Teoremadi Weierstrass cade in difetto.

DEFINIZIONE. Si dice che unafunzionef: E (0 RN) - kM e uniformemente continua
SuE se:

(O e>0)(Hd(e) > 0)(0 ¥ DE)(H x> D E)(d(x, ¥?) <3 0 d(f(xt), f(x?)) <e).

TEOREMA 15 (di Heine) - Una funzionef : K (0 k") - KM, definita e continua su
un insieme compatto € uniformemente continua. [



Lo Spazio RN - 49

Del Teoremadi Connessione ci occuperemo fra un attimo.
Faremo spesso uso delle seguenti locuzioni sulle applicazioni, (che saranno meglio preci-
sate in seguito).

f:E(0R20R3) - R: campo scalare;
V:E(OR) - R2oR3: curva;
g:E(@R?2) - R2og:E(0R3) - R3:  campo vettoriale;
©:E(@R?2 - R3: superficie.

'ntD _
ESEMPI. 3) y:R - R3(curva): y(t) = gotsta (elica).

4) g ‘R2 _, R2 (campo vettoriale): g(uyv) = (llJJ-'-\\II)
1

‘b2 D3 . _Orig
5) ¢ :R2 - R3 (superficie): Lp(u,v)—E \ H(plano).
1
. oY o _
6) v :R2 - R3 (superficie): o(uVv) = vV [ (paraboloide).
[ + v

Laterminologia qui usata e del tutto imprecisa; infatti, senza ulteriori ipotesi sulle funzioni
coinvolte, si possono ottenere degli oggetti che non hanno affatto le sembianze di una curvao
di una superficie come noi usualmente le immaginiamo. In realta, la definizione corretta di
curva e la seguente:

DEFINIZIONE. Dataun'applicazioney definitasu unintervallo | (0 R) eavalori in R2
[o R3], lacoppia(y; y(1)) prendeil nome di curva di R2 [rispettivamente, di R3], di cui I'in-
sieme y(I) costituisce il sostegno e lay € unarappresentazione parametrica. Sel'intervallo | &

chiuso e limitato, si parladi arco di curva. Selay é continua, si parladi curvao di arco di
curva continua.

Si tenga inoltre presente che, nel caso degli archi di curva, non é restrittivo supporre che
sial =[O0, 1], dato che e immediato costruire un'applicazione (lineare) continua, biiettiva e
crescente fradue intervalli chiusi qualungue, purché non ridotti a un solo punto.

Similmente, data un'applicazione ¢ : E (0 R2) - R3, con E soddisfacente a opportune
condizioni di regolarita (che preciseremo a suo tempo), la coppia (¢; ¢(E)) e detta superficie,
di cui I'insieme ¢(E) costituisce il sostegno ela ¢ € una rappresentazione parametrica.

DEFINIZIONE. Dati due punti xle x2 di RN eunintervalo| =[a, b] (0 R), lacurvacon-

tinua di rappresentazione parametrica y(t) = g ; X+ é'_i X2, t O 1, prende il nome di seg-

mento di cui i punti x! = y(a) e x2 = y(b) si dicono, rispettivamente, il primo e il secondo
estremo.1

Una curva continua di rappresentazione parametrica y(t): | = [0, 1] — R s chiama poli-
gonale seesistonompunti di I, 0=ty <t; < ... <ty =1tali chelarestrizione di y a ciascuno

—

-a . . .
, S ricavasubito la

1| punti del segmento sono quelli del tipo x = x! + T(x2 - x1), con T 0 [0,1]. Posto T = 4

(op

rappresentazione parametrica sopra indicata.
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dei sottointervalli [aj, aj+1],i =0, 1, ..., m- 1, &un segmento. | punti x = y(g), coni =0, 1,
..., m, s diconoi vertici della poligonale.

DEFINIZIONE. Un insieme E (0 RN) & detto connesso (per archi) se, comungue si fis-
sino due punti x ey in E, esiste un arco continuo di curva che li unisce e il cui sostegno sia
totalmente contenuto in E.

E chiaro che:

In R sono connessi, oltre agli insiemi ridotti a un solo punto, tutti e soli gli intervalli
(limitati o no).
Ogni sferadi RN € un insieme connesso.

Un esempio di insieme non connesso € dato dall'unione di due intervalli chiusi di R, privi
di punti in comune. Possiamo ora provareil:

TEOREMA 16. (di Connessione) - Sef: E (0 R") - R™Mé una funzione continua de-
finita su un insieme connesso E, allora I'insieme immagine f(E) € un insieme connesso.

DIM. Siano y! e y2 due elementi di f(E). Esistono allora due elementi x! e x2 di E tali che
f(x1) = y1 ef(x2) = y2. Per ipotesi, esiste un'applicazione continuay: :I =[0, 1] —» RNtaleche
v(0) = x1, y(1) =x2, y(I) 0 E. Maallora, si hache I'applicazione compostaf.y:1 - RMela
rappresentazione di un arco continuo di curvadi ™M, con sostegno contenuto in f(E), per cui e
(foy)(0) = V1, (fo y)(2) = y2. Si conclude che anche f(E) € un insieme connesso. [

sieme connesso E, allora, I'insieme immagine f(E) € un intervallo (ossia: se la f assume
due valori, assume anche tutti quelli fra compresi). [

I COROLLARIO 17. Sef:E (@ RM - R euna funzione continua definita su un in-
83. STRUTTURA LINEARE DI Rn

Rispetto alle operazioni in esso definite, RN costituisce uno spazio vettoriale (o lineare) su
[R; cio significa che sono soddisfatte e seguenti proprieta (di immediata verifica):

1 X+y)+z=x+(+2, proprieta associativa;

2. Xx+0=0+Xx=X, esistenza dell'elem. neutro; [] [cio& RN(+) &éun
3. 0% OC-X):x+(-X)= (x) +x=0, esistenzadell'opposto; L gruppo abeliano]
4. X+y=y+Xx, proprieta commutativa,; []

5. AX+Y) =Ax+ Ay, 0
6. (A + WX =AX+ X, O

7. A (LX) = (AR)X;
8. Ix=x.

proprieta distributive;

DEFINIZIONE. Dato x 0 RN, si definisce normadi x il numero reale

II)_(II=d(>_(,Q)=;7xf+x§+... +>§.
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Si vede subito che, pern=1, s ha Il = |x].
Si constata immediatamente anche che: d(x, y) = IIx - yil.

TEOREMA 18. La norma e un'applicazione II-ll : k" - R che gode delle seguenti
proprieta:

D=0, O0xaRn, (non negativita);

2) lIxlI=0, =« x=0 (non degeneratezza);

) IAxI =[x, OxoRNA OR, (omogeneita);

4) lIx + yil < lixil+ livll. O x,y 0 RN, (subadditivita). [

Le prime tre affermazioni sono di immediata verifica; |a quarta verra provata tra poco.
Il risultato sopravisto si esprime dicendo che: k" é uno spazio vettoriale normato.

DEFINIZIONE. Dati due elementi x = (X1, X2, ..., Xp)T, ¥ = (Y1, Y2, ..., Yn)T O RN, s
chiamaloro prodotto scalare il numero reale

K Y? =Xy1+ Xoy2 + ...+ Xpyn .

TEOREMA 19. Il prodotto scalare € un'applicazionedi k" x RNin R che gode delle
seguenti proprieta:

1o<xt+x2,y> =<xby + <x2, v,

1. <x,yl+y2> =<x yI> + <x, y2; E
2. <AX, Y2 =ALX, Y,
2. <X, AY> = AKX, Y0
3. <X, ¥> = <Y, X0;

4. <X, x> 20, 0x; (positiva definitezza)

4. x =0 x=0

5. lixil =/ <x, x>:

6. |<x, y>| < lIXIl-lIyl; (Disuguaglianza di Cauchy - Schwarz)
6. |<x, v =Xyl = x=Ay.

[1I prodotto scalare € una
@ forma bilineare ssimmetrica]

DIM. Tutte le proprieta sono di verificaimmediata, tranne le ultime 2; proviamo queste.
Quali chesianox, ydO RN, t0O R, s ha

(%) <X+ Ty, X+ ty> = 1XI12 + 2t<x, y> + t21ylI2 > 0.

Ne viene che il trinomio a secondo membro della (*), pensato nell'incognita t, deve avere di-
scriminante minore o uguale a zero. E dunque:

% = [Kx, Yo - IXI2-Iyi2 < O,
che e equivalente ala (6).

Seex =Ay, s ha [Kx, y>| = KAy, y>| = ALKy, ¥ | = AT = TApIEIE = 1y
Proviamo ora il viceversa. Se € [<x, y>| = lixIl-lIxll, nel trinomio della (*) e A = 0. Ma allora
I'equazione lixlI2 + 2t<x, y> + t2llyll2 = 0 ha una e una sola soluzione -A. Per un tale valore, si
ottiene anche <x - Ay, x-Ay> = 0. Perla(4'), s haalorax - Ay = 0, che € quanto si voleva. [J

Possiamo, finalmente, provare facilmente I'affermazione (4) del Teorema 18 nonché la (4)
del Teorema 1.
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DIM. della (18,4). Si ha
X+ W2 =<x+y, x+y> =1xII2 +2<x, y> +llyll2<
< 1IXI12 + 21X/l + NIyil2 = (Il + yl)2. O
DIM. déella (1,4). S ha
dix, y)=lx-yll=llx-z+z-yll<lx-zl +liz- yll =d(x, 2 +d(z,,y). O
Ricordiamo la

DEFINIZIONE. Dati due spazi vettoriali Eed E' su R, un'applicazionef di Ein E' & detta
lineare se:

fix +y) =f(x) + f(y); fA) =Af(x), Ox, yOE OAOR.
A noi interessail caso E= RN, E'= kM,

DEFINIZIONE. Indicheremo con IZ(RN,RM) |'insieme delle applicazioni lineari di RNin
RM cioé:
L(RMREM :={L: RN - RM L lineare}.

Si constata facilmente che anche I (RN, R™M) € uno spazio vettoriale su R.

Una volta fissate le basi {e1, &, ..., en} di RNe{el, & ..., en} di RM ad ogni L O
L(RN,RM) si pud associare univocamente una matrice A 0 J/L(m, n), con m righe e n co-

lonne, ponendo:
S B b

Cio s esprime scrivendo: L(x) =AX,
dove Ax indicail prodotto riga per colonna della matrice A per il vettore colonna x.

DEFINIZIONE. Un'applicazione lineareL: KN — R prende il nome di forma lineare di
RN, L'insieme £(RN,R) delleformelineari di R", prendeil nome di spazio dualedi R".

Lamatrice associata ad unaformalineare L di RN é unamatrice di tipo (1, n) (quindi auna

riga e n colonne); e percio: A = (a, ay, ..., an). Dunque, per ogni x 0 RN, sussiste I'ugua
glianza:

*) L(X) = Ax=aixg + agXz + ... + anXn .
Dacio segue che, posto a = (ay, ay, ..., an) T, risultaL(x) = <a, x>. Cio significache:

TEOREMA 20 (di Riesz) - Ogni forma lineare di RN pud essere rappresentata me-
dianteil prodotto scalare. [
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84. ESERCIZI E COMPLEMENTI
1) Trovareil dominio delle seguenti funzioni di K20 R3in R:
) f(x, y) =log(1-x2-y2):; b)f(x,y) =arcsn: ¢)f(x,y) = log(x + 2) VX2- 2x + y2 - 8;

X+ty+z | -
; f) f(x,y,2 =Vxy+vz-1.
;;1_X2_y2_22

2) Per ciascuno dei seguenti sottoindicati E di R2, si descrivano gli insiemi:

d) f(x, y, 2 =log(xy2); €)f(x,y, 2) =

intE; cE FE  int(clE); cl (int E).

a) E={(xy):+y2<1 x20, y>0} o{(O,y)T:-1<y<O0}.
b) E={(xy):®+y2<1, x>0, y20} 0{(t,)T:-1<t<0}.
) E={(xy)T:-1<x<1, x#£0, 0<y<1, x,y0 Q}.

[O0.a)intE={(xy)T: x2+y2<1, x£0, y>0};
cdE={(xy):x2+y2<1, y=0} 0{(0y)T:-1<y<0};
FE={(xy):®+y2=1, y=>0} 0{(0y)T:-1<sy<1} 0{(X,0)T: -1<x<1};
int(cl E) ={(x,y)T: x2+y2<1, y>0}; cl (intE) ={(x,y): 2 +y2< 1, y=0}.

b)it E={(xy):x2+y2<1, x>0, y#0};
cdE={(xy):x2+y2<1 x=20} O{(tt)T:-1<t<0}.
FE={(xy): R +y2=1,x=0}0{(t,)T: -1<t<0}O{(x,0)T: 0<sx< 1} 0{(Oy)T: -1<y< 1}.
int (cl E) ={(xy)T: x2+y2<1, x>0}; cl (int E) ={(xy)T: @ +y2< 1, x=0}.

C)intE=@=cl (int E); cdE=FE={(xy):-1<x<1,0<y<1};
int(clE) ={(xy)T:-1<x<1,0<y<1}]

3) Si verifichino le seguenti affermazioni riguardanti limiti di funzioni di R2in R:

o2 = te by i XSOV 1 g X o i X
3) fim, 0 + 22 -09) =0y B) Jimy oy T 5D Mg =0 DM
X2+y2

[O. a) Dalaformula del quadrato del binomio, si ottiene la disuguaglianza |xy| < N E

X2+y2 _x2+3y2 Xl
: 2 2. = acsad
dunque: f(x,y) = x2 + 2y 5T ST 25

p OXSNY _jo_pxsiny _siny, dny ,n rdnym x g, 80y 40
ex-ly O Oe-ly Y y "ooyOe-1 00y O

Fissiamo un € > 0 (con € < 1). Esistono due numeri positivi 8 e &" tali che:

co OX  _q0c<E. W« SNy 0 €
x| <& O o1 1D<2’ ly| <& O 0y 1D<2'

E poi g%/g< 1 per ogni y # 0. A questo punto basta prendere d = min{ &', 8"} .
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- S 1
©) S ha O = iz < iz = il
d) Per provare che la funzione f(x,y) = ﬁ = V_zx , non ha limite per lixll che tende a

infinito, basta mostrare che ci sono due restrizioni della f che hanno limiti diversi. Primare-
strizione: x = 0; s haf(0,y) =0. Secondarestrizione: y = X, x> 0; si haf(x,x) :vlz ]

4) Si dimostri che I'applicazione @: R2 - R, definitada ¢ (x, y) = max {|x|, |y]} soddisfa
alle proprieta (1), (2), (3) e (4) del Teorema 19. | valori ¢ (x) possono quindi essere assunti
come una nuova norma in R2. Posto ancora d(x, y) = ¢(x - y), S ottiene una nuova distanza
in R2. Si descrivano le sfere che si ottengono con questa nuova distanza.

Lo stesso problema per I'applicazione Y: R2 - R, definitada y(x, y) = x| + |yI.

[0. &) Perla(4), s ha ¢(x1 + Xz, y1 +y2) = max {|xg + Xo|, lyr + Yo} < monc {|xallyal} +
monk { [Xa|,Iy2l} = ©(X1, y1) + ©(X2, ¥2). Le sfere sono dei quadrati coni lati paralleli agli assi.

b) Per 1a (4), si har Y(xq + X2, y1 + X2) = [Xa + Xo| + y1 + Y| < [xa| + [x2| + [ya] + ly2| =
W(X1, Y1) + Y(X2, ¥2). Le sfere sono dei quadrati con le diagonali paralele agli assi.]

5) Si dimostri che: L'applicazione che a ogni sottoinsieme A di k" associa la sua chiusura
cl A gode delle seguenti proprieta:

1)c @=0; 2)A0 c A 3) A0B 0O clAocl B;
4)cl(AoB)=c Al B; 5)cl(clA)=c A

[O. Le prime 3 affermazioni sono di facile verifica. Dalla (3) ai ottienecl ADcl (AOB) e
cl BO cl (A O B). Per provare la (4), basta mostrare che seéx 0O cl A0 ¢l B, aloraex O
cl (A0 B).Seé xOcl Aocl B, esistono unasferaS di centro x in cui non cadono punti di A
e unasfera S', sempre di centro x, in cui non cadono punti di B. Dunquein S n S' non ca-
dono punti né di A nédi B e, quindi non vi cadono punti di A O B. Passiamo dla (5). Per la
(2), e sufficiente provare che é cl (cl A) 0O cl A. Siano, dunque, x 0 ¢l (cl A) e U un intorno di
X. Esiste una sfera aperta S di centro x contenutain U. S & un intorno di x e percio in S cade
ameno un puntoy 0O ¢l A. Per il Teorema 5, Séintorno anche di y e quindi in S cadono punti
di A; ecio vale, di conseguenza, anche per U. Dunque x Ocl A]

6) Si provi che: L'applicazione che a ogni sottoinsieme A di RN associa il suointerno int A
gode delle seguenti proprieta:

1) int Rh=Rn, 2)intAD A, 3y AoB O intAd intB;

4)int(AnB)=intAnintB; 5)int (int A) =int A

[O. Le prime 4 affermazioni sono di facile verifica. Occupiamoci della (5). Per 1a(2), basta
provare che éint A 0 int (int A). Siadunque x 0O int A. Esiste pertanto una sfera Sdi centro x
contenutain A. Proviamo che € SO int A. Macio € immediato, dato che tutti i punti di Ssono
interni a S(Teor. 5) e, quindi, ad A.]

7) Si dimostri che, se un'applicazione d: RN x RN - R, soddisfaalle proprieta (2), (3) e (4)
del Teorema 1, allora soddisfa necessariamente anche alla (1).

[.Quai chesanoxeyd kN, s ha

0=0(x, X) < 5(x, ) + 3y, X) = 8(x, ¥) + 3(X, ¥) = 26(X, ¥).]



