Capitolo Decimo
SERIE DI FUNZIONI

8§1. SUCCESSIONI DI FUNZIONI

| concetti di successione e di serie possono essere estesi in modo molto naturale al caso
delle funzioni.

DEFINIZIONE. Sia E un sottoinsieme di K e, per ogni numero naturale n, siaf, una
funzione avalori reali definitain E. Si ottiene cosi una successione (f)n di funzioni di Ein R
(ossiaun'applicazione di N nell'insieme RE di tutte le funzioni di Ein R).

Per ogni Xg O E, resta definita una successione di numeri reali (fn(Xp))n che potra essere
convergente o no. SiaE'(0 E) I'insieme dei punti x O E per i quali la successione numerica

(fa(X))n € convergente. Posto, per ogni x O E', ¢ (X) = r]Iirpm fn(X), si ottiene una funzione
0 E - R.

DEFINIZIONE. Data una successione (fn), di funzioni a valori reali e definite in un in-
sieme E, diremo che essa converge (puntualmente) aunafunzione ¢: E — R se, per ogni x O
E, la successione numerica (fn(X))n € convergente a ¢ (x). Scriveremo fp - @, 0@ = nIirpoo fh.

Si pone alora un problema. Se le funzioni f, godono di una data proprieta (continuita, de-

rivabilita, integrabilita, ...) eseéfy - @, gode di tale proprieta anche la ? In generale, la
risposta e negativa.

ESEMPIO. 1) Sano: E=[0,1], fn : E - R, fn(X) = x". La successione (f,), convergein E
allafunzione ¢ chevale 1 per x =1 e0 per x # 1. Le f sono continue, mentrela ¢ non lo é.

Si cercano allora condizioni che assicurino il trasferimento delle proprieta delle f, ala
funzione limite.

Lacondizionef, — ¢ in E significa
(OxoBE)(E >0)(v (x, &) N)YT no N)n>v(x €) O [fa(X) - p(X)| <€).
Interessail caso in cui il numero v dipende solo da € e non dal punto x.

DEFINIZIONE. S dice che la successione (fn)n di funzioni di E in & converge unifor-
memente ad una funzione @: E - R se, per ogni € > 0, esiste un numero naturale v, dipen-
dente solo da ¢, tale che, per ogni n>v e per ogni x O E, si halfp(X) - ©(X)| <E&.

Non intendiamo insistere ulteriormente su questo concetto, maci limitiamo a dimostrare, a
titolo di esempio, il seguente

TEOREMA 1. Sa (fy)n una successione di funzioni continue di Ein & ; se (fn)n con-
verge uniformemente alla funzione ¢: E - R, allora anche la funzione ¢ é continua in E.
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DIM. Fissiamo un Xy O E e proviamo che la ¢ € continua in Xg. Assegniamo dungue un €
> 0. In virtu della convergenza uniforme, esiste un v tale che, per ogni n>v e per ogni x 0 E,
s halfn(X) - ©(X)| < €/3. Fissato un m> v, esiste un intorno U di X per ogni x del quale si ha
[fm(X) - fm(Xo)| < €/3. Dunque, per ogni x O U, si ha:

l9(X) - @(X)| = 9 (X) - fn(X) + fm(X) - fm(X0) + fm(X0) - P (x0)| =
<[99 - Fm()] + [fm(X) - fm(X0)| + [fm(*0) - ¢ (x0)| <€/3+ €3+ €/3=¢. 1]

82. SERIE DI FUNZIONI

DEFINIZIONE. Data una successione (f)n di funzioni di Ein R, si definisce una nuova
successione di funzioni (Sy)n, sempredi Ein R, ponendo:

S(x) :=fo(¥), Si1(¥) :=fo(x) +f1(x), Sp(x) :=fo(x) + fr(x) +f2(X), ...,
SH(X) :=Tfo(X) + o (X) + fo(X) + ... + fa(X), ......

ossia SX) :=fo(X), SI(X) := SH(X) +f1(X), S(X) := S(X) + (%), ...,
Si(X) = S-1(X) + fr(X), ......

La successione (Sy)n cosi definita & detta successione delle somme parziali o delleridotte. La

+00

coppia ((fn)n, (Sy)n) s dice serie di funzioni. Laindicheremo scrivendo n; of”'

+0co
DEFINIZIONE. Diremo che una serie di funzioni n; 0fn, confy: E - R, converge (pun-

+o0

tualmente) aunafunzione ¢: E -~ R se, perogni xOE, s hané Ofn(x) = @(x). Intal caso, di-
remo che lafunzione @(x) &lasomma della serie.

Anche nel caso delle serie, come gia nel caso delle successioni, ci si puod chiedere se le
proprieta delle funzioni f,, si trasmettono alla funzione somma (supposta esistente).

Larisposta €, in generale, negativa. Sappiamo che la somma di un numero finito di fun-
zioni continue su un dato insieme € ancora una funzione continua; analogamente per le fun-
zioni derivabili e le funzioni integrabili. Ne viene che, se le f, godono di una di queste pro-
prieta, ne godono anche le funzioni S,. Ci si riconduce cosi a caso delle successioni di fun-
zioni. Per quanto visto nel paragrafo precedente, si ha, per esempio, che non sempre la
sommadi unaserie di funzioni continue & ancora una funzione continua.

Anche nel caso delle serie si introduce il concetto di convergenza uniforme. Precisamente:

+00
DEFINIZIONE. Diremo che una serie di funzioni n; of”’ confy: E - R, converge uni-

formemente aunafunzione ¢: E - R se, per ogni € >0, esisteunv =v(g) 0O N tale che, per
ogni n>v, eper ogni X 0 E, s ha|p(X) - Sy(X)| < €.

Il Teoremavisto nel paragrafo precedente ci dice che:

TEOREMA 1'. Seuna serie di funzioni continue converge uniformemente, allora ance
la funzione somma e continua. [
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PROBLEMA. E dato un sistema infinito di funzioni ® :={ g, ¥1, @2, ..., ¢, ... } con

on:1 =[ab] - R.Si vuol vedere se, data unafunzioneg: | — R, esiste una successione

numerica (an)n tale che
+00

(OxO1)EM) = 2 anfn().

In caso affermativo, si dice che g € sviluppabilein serie di funzioni rispetto a sistema ®.

Ci sono due casi particolari di fondamentale importanza:
- Sviluppabilita in serie di potenze (o di Taylor), see ¢n(X) = (X- %), nON, X O 1.
- Sviluppabilita in serie di Fourier, se &

©o(X) = 1; Pon-1(X) =sin(nx); ©2n(X) = cos(nx), n ON*.

Noi ci occuperemo esclusivamente del primo caso.

8§3. SERIE DI POTENZE

DEFINIZIONE. Fissamounxg O K. Si dice serie di potenze di (X - Xg) una serie del tipo:

+o00
nZoan(><-><o)“ =ag+ay(X-xo) + a(X-X)2 + ... + an(X-x)" + ...
dovei numeri readli ag, ay, ..., an, ... Sono detti i coefficienti della serie.

+00 +00 +00
ol
ESEMPIO. 1) Consideriamoletreserienzoxn, nzo%’ nZon! xN. La prima converge per

ogni x reale con |X| < 1; la seconda converge per ogni X reale; laterza converge solo per x = 0.

+00
TEOREMA 2. (Lemma di Abel) - Sela serienzo an(X - Xg)" converge per X = Xg, al-

lora converge assolutamente per ogni X per cui € [X - Xg| < |X1 - Xg|. La stessa tesi sussiste
anche sotto I'ipotesi piu debole che la successione (an(X1 - Xp)M)n risulti limitata.

+oc0
DIM. Sappiamo che, se la serie numerica Zoan(xl - Xp)" converge, allorala successione
n=

(an(X1 - X)Mn tende a 0 ed €, pertanto, limitata. Supponiamo dunque |an(X1 - X)"| < M, per
ogni n. Sia(0 <) [x - Xo| < |Xq - Xg|; S ha

_ _ X - Xo| _ pa0X- X0 [T
- n| = Jdx - n= . - n. <

dacui latesi, essendo convergente la serie atermini reali positivi

+00
X-Xo M
ngoMD(l - Xo[l® H
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+00
DEFINIZIONE. SaA={|x- x0|:nzoan(x-xo)n converge} esaR:=supA,con0<R<
+ 00, R édetto raggio di convergenza della serie.

+00
TEOREMA 3. Data la serie di potenzenzoan(x - Xo)", sia Rl suo raggio di conver-

genza. Allora:
1) La serie converge assolutamente per ogni x taleche |x - Xp| < R.
2) La serie non converge per ogni X per cui € [X - Xg| > R.

DIM. Se € [x - Xg] < R, esiste un Xz, con |X - Xg| < [X1 - Xgo| £ R, tale che la serie

+00

nZ Oan(xl - Xo)" risulta convergente. Per il Teorema precedente, si ha subito la prima parte

dellatesi. La seconda segue dal fatto che, per la stessa definizione di R, la serie non puo con-
vergere per nessun X per cui siafx - Xo| > R. O

OSSERVAZIONE. Sussiste anche I'implicazione opposta di quest'ultimo Teorema, Cio€é:

Se un numero reale R soddisfa alle proprieta (1) e (2) del precedente Teorema, allora
Reil raggio di convergenza della serie di potenze.

+00
COROLLARIO 4. Datala seriedi potenzenZOan(x - Xp)", sla R il suo raggio di con-
vergenza. See R=0, la serie converge soloin Xp; see R= + oo, la serie converge per ogni
numero reale x; se € 0 < R < + oo, |a serie converge in ogni punto dell'intervallo aperto
I%o - R, Xo + R[, mentre non converge in ciascuno dei punti esterni ataleintervallo [

N.B. | punti Xp - ReXy+ Rvanno studiati a parte.

DEFINIZIONE. Seil raggio di convergenza R di una serie di potenze e finito e positivo,
I'insieme Ig = ]Xg - R, Xg + R[ € detto I'intervallo di convergenza, mentre e detto insieme di

convergenza l'insieme D formato datutti i punti di R in cui laserie converge. Si halg 0D O

F:[XO-R,XO+R].

+o00 +00

: . xn
ESEMPIO. 2) Laserlenzoxn converge per -1 <x<1. Laserie nz

oh+1

converge per

. +00 Xn
-1<x<1l LaserlenzO convergeper-1<x< 1.

—on2+1

Stabiliamo due criteri per determinareil raggio R di convergenza di una serie di potenze.

TEOREMA 5. Seesisteil lim Vfan| = L, dlorasi ha

R=0,seéL=+0; R=+o,seeL=0; R=1L,seé0<L <+ .

DIM. Sia0<nllrpm{]/Tan|: L <+owesfiss unxtaleche|x-xo|<%. S ha:

VIt =xo)" = Tl X - Yol — L x-xo| =K < 1;
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la serie converge per il Criterio dallaradice (caso del limite). Se, invece, € |x - Xg| > 1, S ha

VG- X0 = VTanl - 3ol L -xol=H> 1,
dunque la serie non converge (sempre per 10 stesso Criterio).

Seénlirpoofham =0,d hanliryrloo [an(X - xo)"| = nlirpmﬁam X - Xo| = O, per ogni x e quindi la
Serie converge per ogni numero reale.

n
Se, infine, énlirpm%'[ad =+ 00,5 ha lim Vian(x-xo)"| = nlirpoo?nan| IX - Xo| = + oo, per ogni
X # Xg e quindi la serie non converge per alcun numero reale diverso daxg. [

In modo perfettamente analogo, s provail

lan + 1] _
|an]

R=0,seélL =+ x; R=+mo,seeL=0; R=1/,see0<L<+o O

TEOREMA 6. Seesisteil I|m =L, aloras ha:

+oco

ESEMPI. 3) Si vuol studiareil carattere della serie Z (x-2)". S ha

n2
1log(n+1)

on+al_ (N+1)2 logn+1)
ol logn+2) 2 |

E dunque R = 1. Laserie converge per x 0 ]1, 3[. Per x = 1 0 x = 3, la serie non converge, dato

che per il suo termine generale b si ha |bp| = - 400,

L L
log(n + 1)

+00
4) Si vuol studiareil carattere della serie nzl % + ﬁ%‘(x +1)N. S ha

Vad=2+3 - 2
|=2+4

1 .
X= -5 la serie non

Nlw
(@)

E dunque R =%. La serie converge per x O ]g - % [. Perx = -
converge, dato che per il suo termine generale b, s ha

2
e

lon| =

84. SERIE DI POTENZE E DERIVAZIONE
+o0

TEOREMA 7. Sela serie di potenze r]Zoan(x - Xo)" ha raggio di convergenza R, al-

+o0o

lora é Rancheil raggio di convergenza della serie delle derivate . _Zlnan(x -Xg)n- L.
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DIM. Siano Re R i raggi di convergenza delle due serie. Dato un x; tale che 0 < |x; - Xo| <

R, la serie di termine generale by = n-ap(Xy - Xg)" -1 = XTa;o (X1 - Xp)" converge assoluta-
mente. Per n sufficientemente grande, si ha |bp| = |Xrl|?n>lo| [X1 - Xo|? > |an||¥1 - Xo|". Per il cri-

terio del confronto, Si ottiene che per x = x; converge anche laserie di partenza. E dunque R >
R.
Siaorax; tale che 0 < [X1 - Xg| < R; esiste pertanto un x, tale che |X1 - Xo| < [X2 - Xg| < R.

+00

Dunque Iaserienz 0|an|-|xz - Xo|" converge. Ora, per n sufficientemente grande, si ha:

n ] -1
nlanta - 3ol - 1= fanl BT B0 B o - i < fagkbe - o

- -1
dato cheil fattore ﬁxzn Xo| g((lz - ))((% EP %tende azero. Per il criterio del confronto, si ottiene

che per x = x; converge anche laserie delle derivate. E dunque anche R< R. [

Sussiste inoltre il seguente importante risultato:

+o00

TEOREMA 8. (di derivabilita) - Data la serie di potenze nZoan(x - Xo)", con raggio di
convergenza R > 0, la funzione somma f(x) € derivabile in ]xp- R; Xgo- R[ e sl ha
+00

£'(9= 2 nan(x-xo)" L

+o00
DIM. Effettuando il cambio di variabile: x - Xg = u, S ottiene Iaserienzoanun che, owvia

mente, ha ancora raggio di convergenza R. Sappiamo che anche la serie delle derivate

+00

nZ 1n anu" - 1 halo stesso raggio di convergenza. Fissiamo un u con [u] < R. Chiamiamo he d

due numeri redli tali che0< |h|<d<R-|u]. S ha

u+h) -0 ngln - =

:
- ES an(r - 2 nawn i
- e 3 agiety -u-nmen- i
SRS o[ e e (D (oo e moun-nnn- ]
BEE [ Q. ]
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=Ihlxa+§2an[(2)u”-2+ (g)un-3h +... +hn-2 @s

cr G [+ Qs o -9
|h|xDZ 'anl[(2)|u|n-262+(2)|u|n-353 . +6”]§s

=2 52

<l n
5 aZ lanl (lul + 3) H
+o00
Essendo, per ipotesi, |u] + 0 <R, laserie atermini positivi nZZ lan |(Jul + d)" e convergente

ad un valore K dato dall'estremo superiore dell'insieme delle sue ridotte (Teor. sul limite delle
funzioni monotone!). In conclusione, risulta:

+00
H(u+h) -f(u) < |
0  h ngln U™

&

X

chetendeaO al tendereaOdi h. O

+00

COROLLARIO 9. S ef(x) :nzoan(x - Xg)", con raggio di convergenza R> 0, allora
la funzione somma f(x) e continuasu [Xp- R; Xo+ R[ . [

+o00

TEOREMA 10 (di integrabilitd) - Sa data la serie di potenze nZoan(x - Xp)", con

raggio di convergenza R> 0 e sia f(x) la sua somma. Allora la serie nZO ninl (X-Xg)n+1

ha ancora raggio di convergenza R e la sua somma F(x) € una primitiva di f(x) sull'in-
tervallo |xo- R; Xo+ R .

DIM. Lates segue dai Teoremi 7 e 8, dato che la prima serie sopra scritta si ottiene deri-
vando termine atermine la seconda. [J

Ricordiamo ancora un utile risultato di cui non riportiamo la dimostrazione:
+o00
TEOREMA 11 (di Abel) - E data la serie di potenze r]Zoan(x - Xp)", con raggio di

convergenza R> 0. Sela serie converge per X = Xg+ R[per x = Xg- R], allora la funzione
somma f(x) € continua anche nel punto xp + R [nel punto xg- R]. [
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§5.SVILUPPABILITA IN SERIE DI TAYLOR

Dal Teorema 8 segue subito il

+00
TEOREMA 12. Sadatala seriedi potenzenzoan(x - Xp)", con raggio di convergenza

R > 0. La funzione somma f(x) € derivabile infinite volte su | = ]xp - R, Xg + R[ (ossia:
fOC®(l)] es ha:

+00

fR(x) = ng (- 1)...(n - k+ D)an(x - x0) K

dove la serie a secondo membro ha ancora raggio di convergenza R. [J

+00

COROLLARIO 13. Seef(x) = Z an(x Xo)"su |Xo- R Xo+ R[, s ha: an= f )(XO).
E dunque:

f(x) = ngof(”;(!x@ (X-Xo)" . [

DEFINIZIONE. Siaf 0 C®(I), con | = ]xo - h, X + h[. La serie Z fn (Xo)( Xo)"

prendeil nomedi serie di Taylor generata daf o sviluppo di Taylor di f con punto iniziale xg.
Selaserie di Taylor generata daf convergein | allafunzione stessa, si dice che f e sviluppa-
bilesul inseriedi Taylor.

Laragione di questo nome e data dal fatto che laridottak - ima

S((X) :f(XO) +f'(X0) (X-Xo) + f"g!(O) (X-XO)2+ f( )(XO) ( )

eil polinomio di Taylor di f di grado k con punto iniziale Xo.

Dunque, la somma di una serie di potenze € una funzione sviluppabile in serie di Taylor
(che coincide con la serie di partenza). Si pone, per contro, il

PROBLEMA. Sotto quali condizioni unafunzione f & sviluppabile in serie di potenze?
Intanto, la f deve essere infinitamente derivabile, ma questo non basta. Puo cioe accadere

che laserie di Taylor di unafunzione non converga alla funzione che |'ha generata, come ap-
pare dal seguente

ESEMPIO. 1) Siaf: R - R lafunzione definitada

(& Ux? per x # 0

i :ED per x =0.

Si haf(M(0) = 0, per ogni n. Quindi la serie di Taylor generata da f, con punto iniziale xg = 0,
e laserie nulla che non converge af (tranne chein xg = 0).
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TEOREMA 14 Seefo C®(I),conl =]xg-h, xg+ h[, eseesisteun M > 0 per cui ri-
sulti [F(M(x)] < ME per |X- Xo| < h, allora, per tali x, &

g f(n )(xo) (X~ Xo)".

hn

dove |la serie a secondo membro ha raggio di convergenza R= h.

DIM. Seelx- x| <h, s ha

d O
09 - Sc- 1001 = F10 - E‘K“@(-cwﬂ—gkfhwx@%=

f(K) Kl X - Xgl¥ - X

hk k!

essendo 0 < q :S%E<1' O

TEOREMA 15. Seefa C®(l),con | =]%p - h, xg + h[, e seesiste un L > O per cui ri-
sulti [f(M(x)| < L, per |x - Xo| < h, alloralaf & sviluppabilesu | in serie di Taylor.

DIM. Si hat 00 - S 1091 = o k- ok < ot -k < S, 0.1

COROLLARIO 16. Seef 0 C®(l),conl =]xg - h, Xo + h[, eseesisteun H > 0 per cui
risulti [f(M(X)| < H, per [x-Xo| < h, alloralaf ésviluppabilesul in serie di Taylor.

DIM. Pern>0si ha [f(M(x)]<H < (H + 1)", dacui latesi per il Teorema precedente. [
DEFINIZIONE. Si dicecheunafunzionef:| - R eanaliticainxgO | seesisteunh>0

tale chelaf risulti sviluppabilein serie di Taylor in]xg - h, X + h[; laf & dettaanaliticain | se
etaleinogni puntodi I.

86. SVILUPPO IN SERIE DI TAYLOR
DELLE FUNZIONI ELEMENTARI
A) L'esponenziale. f(x) =X, x9=0.
S ha f((x) = e fN(0) = 1
g, inoltre: [f(M(x)| < eh, per ogni x per cui &|x| < h.
E dunque: e = Z ;(', per x| <h.

Essendo h arbitrario, €X é sviluppabile su tutto .
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B) 1l coseno. f(X) = cosx; % =0.

Siha: f(@)(x) =cosx; f(An+1)(x) = -sinx; f@n+2)(x) =- cosx; f (4n+3)(x) =sinx;
f(2)(0) = (-1)n; (> +1)(0) =0

e, inoltre: [f(M(x)| < 1 per ogni X.
E (-1)nx2n
E dunque: COSX = Zo (2n)

Dato che questo € vero in ogni intervallo ]-h, h[, si conclude che la funzione cosx € svilup-
pabile su tutto .

C) Il seno. f(x) =sinx; xo=0.

Si procede esattamente come sopra. Si ottiene:

+2’° (-1)nx2n +1

|nx = =0 @n+1)! uR
D) Il coseno iperbolico. f(x) = Chx =coshx = ex+2€X ; Xo =0.
S ha: f(2N)(x) = coshx; f(2n+1)(x) = sinhx; f2M)(0) = 1; f(2n+1)(0) = O,
e, inoltre: f (M(x)| < coshx < coshh, per [x|<h.
E dunque: coshx = ngo ()2(?;! . per x| <h.

Essendo h arbitrario, coshx e sviluppabile su tutto .

. , _ o _e-eX o _
E) Il senoiperbolico. f(x) = Shx=sinhx = > ; Xo=0.

Procedendo come sopra, si trovache &

+00

. 3 x2n+1
sinh x —ngom, suk.

F) Lafunzionepotenza. f(X)=(1+Xx)% % =0; a 0OR.

Siha fM(x) =(@)n (L+X%-N=a(@ -1)...(a -n+ L)L+ x)-n;

f((0) _ e @n _a(@-1)...(a-n+1)
nt T mog n n! '

+00
Lo sviluppo di Taylor di (1 + x )% e dungue dato dalla serie binomiale: nZO g n,

Proviamo che: 1) Il raggio di convergenzadi questaseriee R= 1.
2) Laserie convergeaf(x) in]-1, 1.
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1) S ha [Bn+100_ HOn+1 nl g0 -n0
Oan O On+1)! (@0 Ch+10

: initi [Bn+10_N-0 _

E dunque, definitivamente, e 1=L.

Il raggio di convergenzaéquindi R=1/L = 1.
2) Posto g(x) := _om%( per [x| < 1,
s g= & nipet = 2 e a2, e
Xg(X) = o Zﬁx 1%
@ew00=0 2,8 M0 va 2 B Ho=a 2 9 Yo va 3 27 o

oo S8 (Do E e oo

Si hadunque: QL+xg(Xx) =ag(x); 9(0)=1,
- g _ o _
ossa 900 ~ T+x ; 9(0)=1.
Si ottiene: D(log(9(x))) = D(log (1 + x)9); log(g(0)) =0,
dacui: log(g(x)) =log (1 +x)9%+c; log(g(0)) =0=Ilog(1+0)>+c=c,
e, infine, log(g(x)) = log (1 + x)9.
Macio equivale a g(x) = (1 + x)“.
E dunque: (1+x)@ = nZO g%@; per |x| < 1,

Casl particolari di o per lafunzione potenza. (Semprecon [x| < 1.)

1) Laradice. |a =1/2.| Si ha

VI+x= Z /2 %@:1+%x+n§2(1r/“2)”x”:

n=o00LN

Z (1-20)(1-22)(1-29)..(1-2n-1) ,

= 1+2 onnl

(2n-3)n
(2n)!!

+00
1 Z
=1+35x+ -1)n-1
2X n:2( )
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Si pud provare che la serie converge anche per x = 1 (Leibniz); per il Teorema di Abel, si
ha poi che lasommadellaserieév 2.

ESEMPIO. 1) S ha

_ _ 4 4
VE3=VAG+4=T[1+, —7%L+2 49 %@%2+ ...... %:
2 . 2497
49 4527 o401 = 1:27988......
(Inredtd, & V53=7,2801......)
2)la=-1 S ha 1+X nZ(l)nxn

2') Il logaritmo. Posto g(x) = Iog(1+x) s ha

909 = 1y nZ(l)ﬂxn
dacui g(X) = log(1+x)=0+ Z 511)1 xN+1

La serie & convergente anche per x = 1 (Leibniz); inoltre essa converge a log 2 per il
Teoremadi Abel. Lo sviluppo non € molto efficace, perché la convergenza € molto lenta.

+00

. _ 1 e
Ora, avendosi log(1- x) = ngon T 1xn ,
Co 1+x _ _
s ottiene: Iogﬁ =log(1+ x) -log(1-x) =
+00 (1)n +00 l +00 2
= - 1. - 1= 2n+1
_n§0n+1xn+ ngon+lxn+ n§()2n+1xn+ :
Siccome, perogn|y>00ﬂsteunoedunsoloxm] 1, 1[ talechey = 1 X [x §I/+11],SI ha

logy = Iog ﬁ. Sottolineiamo esplicitamente il fatto che questa formula permette il calcolo
del logaritmo di un gqualunque numero positivo.

+00
ESEMPIO.2)Siha log2=log 1 1o 202n2+1%%n+1:

_ 1.1 1 oo, 1 1 O_
—2%x3+3x%§+5x%§+...m~ 25+ g+ 12157~ 0693004

(In verita, € log 2 =0,69314...)

Z ( 1)n x2n

3) L'arcotangente. Si ha: 1+ x2 <o

Posto g(x) = arctgx, s ha  g'(x) = 1+ x2 nZ (- x2n



Serie Di Funzioni - 31

dacui:
n+1

g(x) =arctgx=0+ Z(l) n+1-

Per x = -1, la serie diverge, mentre, per x = 1, converge (Leibniz) e la sua somma €&, per il
Teoremadi Abel, arctg 1 = g

Si ha, in particolare, arctgl—— ZOZn
. @
equindi = 4n202n+1
_
4)0(—-2.S|ha_
+00
1 _ S 0Y250_,, 3 (U2n,_
VT+x n=odN n=1 N

DN1(1+2)(1+2:2)(1+2:3)...(1+2(n-1 2 "
- 14 300202211291+ 20-D) 1+z(1)((r21n)|1')

4') L'arcoseno. Si ha

12 2 n
Vl_l-xz n= o( )(Xz)n_1+ Zl((rzl )'l') e
Posto g(x) = arcsinx, si ha:
9= o " - 2 ol
Ne viene: g(x) =arcsinx=0+Xx + Z m x2n+1,

E immediato verificare che |la serie converge anche per x = -1 (Leibniz). La convergenza
per x = 1 segue dal fatto che, per la Formula di Wallis (cfr. Cap. 5, § 6), il termine generale

della serie e strettamente equivalente a ed e quindi un infinitesimo di ordine %

1
(2n + 1)v2mn
Da Teoremadi Abel si hapoi che lasomma della serie e data, rispettivamente, da - g eg.
In particolare, si ha

arcsin;—lt 1, (2n-Dn 1
2 6 2 p=i(@2n1(2n+1) o2n+1
da cui m=3+6 Z (2n- Lu 1

"S1@N) @n+1) 21

Si ha cosi una formula per il calcolo di 1t piu efficace di quella vista in precedenza. Per
esempio, giacon S, si ottiene un valore di Ttdato da

gl . 3 15 105 _
3+6 45+ 1280 * 43008 * 17694727~ 3141511
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87. SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO

Anche le nozioni di successione e di serie di funzioni si estendono in modo del tutto natu-
rale al campo C dei numeri complessi. E perd necessario riadattare alcune note definizioni.

DEFINIZIONE. Dati un numero complesso zz e un numero reale positivo r, si chiama

sfera aperta di cento zy eraggio r I'insieme Sz, r) :={z d(z z9) <r}. S chiama poi intorno
di zy ogni sottoinsieme di C che contiene una sfera aperta di centro z.

DEFINIZIONE. Dati un sottoinsieme E di C e un numero complesso z3, diremo che z; &
un punto di accumulazione per E sein ogni intorno di zy cadono infiniti punti di E.

DEFINIZIONE. Dati unafunzionef: E(0 C) - C eunpuntozg OE, laf é continuain z
se, per ogni intorno V di f(zy), esiste un intorno U di zp talechef(U n E) OV, ossiase

(e >0)(EB >0)(H zD E)(d(z 29) <6 U d(f(2), f(20)) < ©).
Si dice cheunafunzionef: E(0 C) - C écontinuain E se e continuain ogni punto di E.

ESEMPIO. 1) Sono continue le funzioni di C in C: 2", (n0O N), |z|, Z; € continuaanche la
funzionedi C \ {0} in C definitadaf(z) :El. Posto z=x+yi, lafunzionedi C in C definitada
f(2) = sign(y) non & continua nei punti del tipo z= x + Oi.

DEFINIZIONE. Dati unafunzionef: E(0 C) - C, un punto zy di accumulazione per E e

un numero complesso |, si dice chel éil limite della f per z che tende a 7 se, per ogni intorno
Vdi |, esisteunintorno U di 7z talechef(U n E \{z}) OV, ossiase

(e >0)((B >0)(0z0E)0<d(z 2) <5 0 d(f(2), 1) <e).

Intal caso s scriveiirrzlof(z) =1.

DEFINIZIONE. Dati unafunzionef: E(0 C) - C eunpunto 7z O E, laf é detta deri-
vabile in zy se esiste finito il limite del rapporto incrementale della f relativamente a 7y, ossia

i i 12 = 1(20)
sewsteﬁmtoﬂiggo Z-7 -

ESEMPI. 2) Siaf(z) = 2", (n 0 N*). s ha

727 75+ ...

chetende anz}- . Si hadunque, per ogni z0 C: \ D(zZ") = nz"- 1. \

3) Siaf(z2 =z,conz=x+yi. S ha

f(2) - (20) _ (x-yi) - (Xo- Yoi) _ X-Xo- (Y- Yo)i
Z-Zp "~ (X+Yi)-(Xo*Yol) X-Xo+(Y-Yo)i’

Seey =Yy, equindi X X, il rapporto incrementale vale costantemente 1; se &€ X = Xg, € quindi
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y # VYo, il rapporto incrementale vale costantemente -1. Non esiste dungue il limite del rap-
porto incrementale e lafunzione non é derivabile in acun punto del suo dominio.

Segnaliamo che continuano a sussistere le regole di derivazione studiate nel caso delle
funzioni reali di variabile reale, come si constata molto facilmente ripercorrendo le dimostra-
zioni fatte a suo tempo.

DEFINIZIONE. Data una successione (fn)n di funzioni avalori complessi e definitein un
insleme E O C, diremo che essa converge (puntualmente) a unafunzione ¢: E - C se, per

ogni z O E, la successione numerica (fn(2))n € convergente a ¢ (2). Scriveremo fy, - @, 0@ =
lim fp,.

n - +oo

DEFINIZIONE. Datala successione di funzioni fy: E(0 C) - C, si definisce la succes-
sione (Sy)n, ancoracon Sy E (0 C) - €, dellesomme parzali o ridotte ponendo

S$(2) =12 +f1(2) + ... +n(2).

Lacoppia ((fa)n, (Sy)n) s dice serie di funzioni. Laindicheremo scrivendo n; of”'

DEFINIZIONE. Data la serie di funzioni Z fn, confp: E(@0 C) - C, diremo che essa

converge (puntualmente) aunafunzione @: E — C secio accade per la successione (Sy)n.
Ci limiteremo a studiare il caso delle serie di potenze.

DEFINIZIONE. Fissamouno zo O C. S dice serie di potenze di (z- zp) una serie del tipo:

+o00

2 an(z-20)" = a0+ ay(z- 20) * 8p(Z- 22 + ... + @n(Z- )" + ...

dovei numeri compless ag, as, ..., an, ... SONo detti i coefficienti della serie.

Per le serie di potenze nel campo complesso continuano a valere tutti i risultati stabiliti nel
8 3 e4 per le analoghe serie nel campo reale. In particolare, sl ha:

+00
TEOREMA 2'. & la serie nz an(z - zp)" converge per z = z, allora converge
assolutamente per ogni z per cui e |z- 7| < |z - Zo|. La stessa tesi sussiste anche sotto
I'ipotesi piu debole che la successione (an(z; - zg)Mn, risulti limitata. O
+00
DEFINIZIONE. SaA={|z- zo|:nzoan(z- Zp)" converge}, esiaR=sup A, con0<R<
+o0. R € detto raggio di convergenza della serie.
+00
TEOREMA 3'. Data la serie di potenzenzoan(z- Zo)", sla Ril suo raggio di conver-

genza. Allora:
1) La serie converge assolutamente per ogni ztaleche |z- zp| < R.
2) La serie non converge per ogni zper cui € |z- zp| > R. O

N.B. | punti dell'insleme{z |z- z| = R} vanno studiati a parte.
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Continuano inoltre a sussistere i Criteri del rapporto e dellaradice per laricerca del raggio
di convergenza.

+00
ESEMPI. 4) Laserienzozn converge per |7 < 1.
5) Laserie Z n+ 1 converge per |zl< 1, maconz# 1 (Cap. 9, Teor. 22).

6) Laserie Z 2+ converge per |7 < 1.

1

+00

7) La serienzo(n!)z” convergesoloinz=0.

log(n + 2)
z o+
Essa converge assol utamente per |z- 2| < 1. Slaoraz- 2| = 1. Il modulo del termine generale
log(n+2)
n2+1

8) La serie (z - 2)" haraggio di convergenza R = 1 (Crit. del rapporto).

dellaseriee che tende a 0 con un ordine poco minore di 2 (€, per esempio, mag-

gioredi %’); la serie & dunque assol utamente convergente anche per |z- 2| =

88. LE FUNZIONI ELEMENTARI
NEL CAMPO COMPLESSO

Come possiamo definire le funzioni elementari (esponenziale, seno e coseno, funzioni
iperboliche, logaritmo) nel campo complesso?

Sappiamo chein R, s ha, per esempio, eX = Z . L'idea é quella di estendere, per defi-
nizione, questa uguaglianza anche al campo compl&eso

DEFINIZIONE. Si definiscono nel campo complesso e seguenti funzioni:

+00

_— -5
Esponenziale: e = ngo =
+o00 22n
Coseno iperbolico: coshz =Chz = ngom'
+00
iperbolico: inhz =shz= o 20t
Seno iperbolico: sinhz = = Eoen+ )
: S (Ynz2n
Coseno: COSZ : Z 2n)!
nz2n +1
Seno: smz:—z(l)Z

n=o (2n+1)! ~
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Si tenga presente che anche nel campo complesso sussiste il seguente risultato:
I TEOREMA 17. Per ogni z wO C,sihaezt*W=¢eZ%W. [

TEOREMA 18. Sussistono le seguenti Formule di Eulero:

1) Y = cosy + i siny; e 1Y = cosy - i siny;

gy +ely : : ay-e iy _ Sh(yi
2) cosy:?:Ch(yl) siny=="o"—= i(y).
Inoltre:

3) Lafunzione eZ e periodica di periodo 2rm.

DIM. 1) Si ha

2
cosy=1- 32/, X,l§+

.. . 3 i 3 iv)°
isiny=i v - Y+ - =iy O
Per incastro, s ottiene |'uguaglianza:

cosy+isny= 1+iy- 2l (IY)3 y4 (IY)5_ yj_i_ -

3 TatE et T
_ 1+|y+(|y)2 (Iy|)3 (2")4 ('yl)s ('é/l)6 + = gy

L'altradelle (1) s provain modo analogo.
Le (2) s ottengono per somma e sottrazione dalle precedenti.

La (3) segue immediatamente dalla primadelle (1) e dall'uguaglianzaeZ = ex*1y = exdy . [J

Evidenziamo ancorache, seez=x+1iy, s ha

2= ex*iy = eXdY = &X(cosy +i siny). |

gi=-1, 20, Oz  ||eY=|(cosy +isiny)|=1.

|e7] = |ex* Y] = & |(cosy +isiny)| = eX .|

Si constata immedi atamente che

TEOREMA 19. Lefunzioni di C in C sopra definite sono derivabili e, anz, analitiche.
S hainoltre, sempre analogamente al caso reale:

D(e?d =€z D(Chz)=Shz D(Shz)=Chz; D(cosz) =-sinz, D(sinz) =cosz [

Passiamo a definireil logaritmo nel campo complesso.
Datow 0 C \ {0}, questo puod essere scritto nellaforma

w = p(cosd +isind) =pe?d, conp > 0.
Cerchiamo oratutti i numeri complessi z=x + iy per cui

*) eZ=w.
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Essendo 2= eZ+ 1Y, la(*) puo essere scrittanellaforma
ex+iy = peiﬁ

0 anche
eX(cosy +i siny) = p(cosd +isind),

che equivale d sistema
[F=p
[ tosy = cosd
Dsiny =snd

Si ottiene;

[X=logp
y=9 +2km

L'equazione €2 = w ha dunque infinite soluzioni, in accordo col fatto che, come si e visto,
la funzione esponenziale e, nel campo complesso, periodica di periodo 2mi. Essa non e
dunqgue invertibile. Per renderla tale € necessario considerare la sua restrizione ad un

opportuno sottoinsieme E di C. Da quanto precede, si vede che la funzione esponenziale
ristrettaall'insieme E = {z=x +vyi: -i<y < 1§ €iniettiva ed assume tutti i valori complessi
non nulli.

DEFINIZIONE. Lafunzione inversa della funzione esponenziale ristretta all'insieme E =
{z=x+yi:-t<y < 1} € detta funzione logaritmo. Essa & dunque unafunzionedi C \ {0} in
E. Il logaritmo di un numero complesso w = peid 0 C \ {0} & dunque I'unico numero com-
plesso z=x+yi =: logw, con -Tt< 'y < TTper cui e e2= w.

Osservazione. Si usa talvolta chiamare logaritmo del numero complessow = pel® 0 C \
{0} I'insieme (indicato con Logw) di tutti i numeri zO C tali che e2=w, ossia l'insieme dei
numeri complessi dellaforma

z=logp+ (@ + 2kmi,conkD 7.

Prendendo k 0 7 in modo cherisulti 9 + 2kt0 -1t 11, S Ottiene un unico valore di z che
prende il nome di determinazione principale del logaritmo di w e che é appunto quello che
abbiamo indicato con log w.

Si tenga ben presente che, con questa definizione di logaritmo, non si ottiene una funzione

di C\{0} in C, maun'applicazionedi C \ {0} nell'insieme T°(C) delle parti di C.

ESEMPI. 1) Cerchiamo Log(-1). Essendo -1 = 1€, si haLog(-1) = logl + (Tt+ 2k )i €,
quindi, log(-1) = 1u.

2) Cerchiamo Log(1 + i). Essendo 1 +i =V 2eM4)i, § ha:

Log(1+i) =logv2+ (5 + 2kmi; log(1+i) =%IogZ + .
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§89. ESERCI ZI

1) Trovare o sviluppo in serie di Taylor dellafunzione f(x) = logV1 + x2.

[0.109 =5 Z EDY v 1

2) Trovare una primitivadi ciascuna delle funzioni: f(x) =e<% g(X) = %( .

(0. f(x) = ZX 0 F(x) = Z n,érr‘:l)+ F(0); xOR;

Ny2n +1 n P _1)Ny2n + 1
g(x)"l Z ((21213:1)' 'nZ (2ﬁ +X1)| U G(X):nzo (zn(JL1L )1))22n+1)! +G(0); xOR ]

3) Trovare gli sviluppi di Taylor, con punto iniziale Xo = 0, delle seguenti funzioni:

a) f(x) = e3X+1; b) f(x) = sin(x + 174); c) f(X) = sin x cosx;
d) f(x) = coshx - cosx; e) f(x) =vV4+x.

[O. a) f(x) = e eX —engw (31,

) 10 = "2 (Snx- cos) = Y2 (L + x + B - o - XD+ )

(-1)n 22ny2n +1
Z (2n+1)!

1-(1 2
0109= 2, 0 = 2, gy 0

Q) f(x) = 3sin() =

_ X _ X (-)n-12n-3n
e) f(x) = 271+ a°- 2%. tgt ngz (21 4n x”mcon raggio di converga. R=4.]

4) Trovare gli sviluppi di Taylor delle funzioni:

a) f(x) = €2X; xg=-1; b) f(x) = sinx; xozg; ) f(x) = 5 xo—-2

[0.a) Postox=t-1,s hae? = e2e2t = z (Zt) 0 f(x) =e? Z W

(-1)N(x - T2)2n

L , :
b) postox_t+—,3|ottlenesmx—sm(Hg)—cost [0 sinx= Zo (2n)!

n
1_dpl 1 -1 1 by $ (x+2)n
Z=S0"0e.-= == LLDP_ X* o)
c) Essendo 5= x0T x g ngo on+1

Si ottiene
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5). Calcolare, con 3 cifre decimali esatte i numeri:

a)s; b log(L9); o cos5; d)singo”

1 1 1 :
[0.a)g = go( nl) . serie di Leibniz; si ha I* Sl < (n+ ) Pastache sia gy <

5x10 4 20100, e sufficienten = 6.

9
2 %sz;

19 9
b) 10g(1.9) = log o =0g(1 + 7¢) = Zon+1 %rﬂ”l &llog(19) - Sl < -

1 . .
2< 2000 Per duesto e ...sufficiente prendere n = 26.

.1
bastachesia > O%“
Per contro, si ha

+00
1+9/29 _ 2n+1_ 1@ 1 81 18 +°°
l0g(1,9) =109 7 —g/>9 = Z02n+ 1 Efgg 29 .5 02n+ 18410 = 29 nZo@n

+00
a”a:1<%,s ha 2 .an<Z2as+1<an dacui s ottiene

=h+1
_ 18 1 81

log(1,9) - S <79 =29 *on+1 B4l

Questa differenzaéminoredi 5x10-4seén= 2.

o= cos 2 = (1) ]
C) COS5° = C0S 155 = cos36 Z 5 (2n)! EBGD " @unaserie di Leibniz; si ha

Essendo, per ogni n, 0 <

o 1 U (p(n+1 1 Amn+1
cos5° - Sl sy B < @ I o -

Quest'ultimaespressione é minoredi 5x10-4seén=> 1.

d) Basta osservare che & sin 80° = cos 10° = cos 1£8 ...... ]

6) Trovare i raggi di convergenza delle seguenti serie e studiarne il comportamento agli
estremi dell'intervallo di convergenza:

(n!)? S S omen
Z o2 X b) nzz(l 7n )n c) Z 1log (n+1) (n+1) d) n§07ﬁ+1’

+00

9 2 (e > Sa-xn; g 3 L

[O.a) Gn+1 %; quindi € R = 4. Per x = + 4, si ottengono serie numericche per il cui

an
2Ng - 2N n
termine generale si ha |bp| = n-—e 2m 4
22nn2ne - vaz_'r[n

=yTmn - +o eche quindi non convergono.

b) J\:}Tan| - 0;equindi R = +co.

C) a”?” - 1L;equindi R=1.Perx=1,eby= ; ordine di infinitesimo sottoreale,

Iog(n + 1y
-1\n
serie divergente. Per x =-1, ebp = mé(%)Jrl); serie convergente (Leibniz).
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an+1
an

2; il suo raggio di convergenza é, perci(‘),% ; di conseguenza, quello della seriedatae R = V12

d) Posto x2 =y, si ottiene la serie di termine generale ; per questa serie, €

2nyn
n+1

Per x| = 1 S ottiene la serie numerica di termine generale !
V2 yn+1

€) 5Tan| =3; s haquindi R :%. Seelx+1|= % S ottengono serie numericheil cui termine

generale, in valore assoluto, € uguale a 1 e che, percio, non convergono.
f) an+1
an

che é divergente.

- e;equindi R= —1 .Seld-x|= 1 SI ottengono serie numeriche il cui termine ge-

: N 1 .
nerale, in valore assoluto, e ugual ea ;e che, percio, convergono assol utamente.

n
g)SihaO<an:5—:E|%eEn 1 Dﬁeﬂq bn . Avendos%bn = F - 0,
nhe- N y/2m H DV—Z -
s haR = +oo.

7) Trovareil raggio di convergenza e la somma delle seguenti serie:

a) Z (D0 b) Z (n+3x; 0 Z d) nZoz(n+1)x2n.

+3’

, _ AR | . _ 1 _1 :
[O.a) S ha 3Tan| =4 e, quindi, R_Z' Lasomma e f(x) =1+ ax - Per |X| =7 la serie non

converge.
b) dn+1

an 1=R Per|x| =1, laserienon converge. Per x# 0, sl ha

+o0 +00 +00
1 1
n =—— nt2-=-~— n-1-=
ngo(n + 3)X ingo(n + 3)X inzsnx

0
=101+ ann 1EE1E@aanELl 2= L)1k
“x2O

%@ ok (1 O
10 1 1. 2[]_1 (1+2X)(1-%x2 _ 13x2-23 _ 3-2X
Txeql-%2° O X2(1 - )2 T2 (1-x2 T (1-%2°
Si constata poi che I'uguaglianza sussiste anche per x = 0.
C) a”?*l - 1=R Perx=1, laserie diverge, mentre converge per x=-1. Per x£ 0, sl ha:
xn 19 3_ lmx x2 XL X2 _
Z = Z = 815 nzm 5 Jlog(1-) - x-50=
1 1 1
=-33109(1-%) - 25~ 5 =9()
+00
o . o _1_.
Perx=0,s halaserlen§0n+3—3—)!|£ra,g(x)

d) Posto x2 =y, s ha

zo 2(n+ 1)x2n =
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_ +00 _ N y : 2 _ 2
=22 0 D=2, Z =26 1Ty = e e

an+1

Il raggio di convergenza dellaserienzo(n +1)y" eR =1, avendosi - 1; edunque 1

ancheil raggio di convergenzadella serie di partenza. Per [x| = 1, laserie diverge.]

8) Si studino le seguenti serie di potenze nel campo complesso:

2 z(zn) ) Z” GO ng”onznzn;

01+4n’
+00
Hnzn, 1
9 Zo (ny2 * © ; n(+unpn @7
[O.a) 3Tan| > %1; R =4; per |z- i| = 4, S ottengono serie il cui termine generale tende a 1;
b) il termine generale dellaserieen(z+i/2)"; st h R=1; per [z+i/2| = 1, la serie non con-

lan + 1
|an|

serie converge assolutamente per ogni z; €) 3Tan| > 1=R;per|z-1=1,z#2 laserie
converge semplicemente, dato che si puo applicareil Teor. 22 del Cap. 9.]

verge; c) [\}Tan| =n2 - +00; R=0; laserie converge solo in z = 0; d) -~ 0;R=+,, la

9) Si risolvano nel campo complesso |e seguenti equazioni:

2 D e@=1+1;  ¢)logz=4i; d) logz=1+Ti.

a) €= 4i;

[O. a) Iogg + (g + 2km)i; b) % log(1l + @) + (arctgmt + 2km)i; c) e(W4)i = V72 (1 +i);
d) ell+1) = -g]

10) Si studi la seguente serie di potenze:

7 23 25 22n+1
o2 = A4 + 72n _
1-5+2-5 z 5t..*Z

+ ...

[O.S haR=1(Criterio dellaradice); s noti che per z = 2 s ottiene la serie indeterminata
1-1+22-22+423-23 + . +22n-22n + ]

11) S studi il carattere della serie

Z enN+isnn

n=0 n+ 1
[O. Per il Teorema 20 del Cap. 9, basta studiare la serie di termine generalen i 1 Per il
Teor. 22 del Cap. 9, e semplicemente convergente la serie di termine generalew

quindi anche la serie data, ancora per il Teor. 20 del Cap. 9.]



